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Kapitola 1

Zakladnée pojmy

1.1 Logika

Predmetom sktimania logiky st myslienky. Logika sa zaobera studiom formalnych vlastnosti myslienky a stanovuje pravidla sprav-
neho, t.j. logického usudzovania. Preto je potrebné sa oboznamit so zékladnymi logickymi pojmami, ktoré sa pouzivaji v matematike
a nielen v matematike.

1.1.1 Vyrazy a vyroky

Na vyjadrenie myslienok pouzivame jazyk, ktory sa sklada z vyrazov. Vyraz je zakladom prejavu myslienky, je zdkladnou myslienkou
jazykového prejavu. Vyrazy st jednoduché alebo zlozené, ktoré sa tvoria z jednoduchych pomocou syntaktickych pravidiel jazyka. V
zivom jazyku st vyrazmi slova a vety. Na ich oznacenie sa okrem latinskej (slovenskej) abecedy pouziva tiez abeceda grécka.

a A | alfa al||ln H | éta é||l v N |ny n|l 7 T | tau t
8 B | beta b || ¥ © | théta th [| & E | ksi(xi) x|l v 7T |ypsilon y
v I' | gama g ¢t I | idta il o O | omikron o || ¢ @ |fi f
6 A | delta d || x K | kappa k(| II | pt pll x X |chi ch
e FE | epsilon e[| A A | lambda 1 p P |16 r || Y psi ps
¢ Z | dzéta dz || p M | mi m || o X | sigma s || w € | omega 0

Tab. 1.1.1: Grécka abeceda.

V logike sa vyrazy rozdeluji na konstanty a premenné. Konstanty s vyrazy, ktoré maji nemenny (t.j. konstantny) vyznam. Pre-
menné st vyrazy, ktoré zastupuju konstanty. Premenné mozeme v pripade potreby nahradif konstantami (tym sa mysli jednoduchymi
aj zloZenymi konstantami). Je zrejmé, Ze nemd vyznam dosadzovat vSetky konsStanty, ale iba tie, ktoré daju danému vyrazu zmysel.

Vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdiva alebo nepravdivi myslienku. Vyroky delime na pravdivé a nepravdivé, pri¢om kritériom
pravdivosti je zhoda so skuto¢nostou. Gramaticky je vyrok obycajne (ale nie vzdy) oznamovacia veta.! Pre vyrok je podstatné, ¢i mozno
o nom tvrdit, Ze je pravdivy alebo nepravdivy. Vyrok nemoze byt zaroven pravdivy a zaroven nepravdivy.

Virazy, ktoré obsahuji premenné, nazyvame nesamostatné vyrazy alebo formy. Ak dosadime do danej formy za vsetky premenné
konstanty z oboru tvahy, potom mozeme dostat vyrok — vtedy hovorime o vyrokovej forme. Vyrokova forma nie je vyrok! Z
vyrokovej formy vznikne vyrok dosadenim pripustnych konstant za vsetky premenné.

Priklad 1.1.1.
Vyrokové formy st napriklad: ,,2 + 3 =z, Ak plati tvrdenie 1, potom plati tvrdenie 2.
Vyrokmi st napriklad vyrazy: ,,Pes je domace zviera.“, ,2 + 3 = 4%, , Pre kazdé realne cislo x plati x > 0.“, Trabant je auto.“. m

1.1.2 Logické operacie

Ako sme uz spomenuli, vyrok je vyraz, ktory vyjadruje pravdivii alebo nepravdivii myslienku. Preto je vhodné zaviest pojem
pravdivostna, resp. logickad hodnota vyroku. Pre pravdivy vyrok (t.j. vyrok, ktory je platny) definujeme pravdivostni hodnotu
pravda a vyjadrujeme ju symbolom P. Pre nepravdivy vyrok (t.j. neplatny vyrok) definujeme pravdivostni hodnotu nepravda a
vyjadrujeme ju symbolom N.?

Pravdivostni hodnotu vyroku p budeme oznacovat |p|.

Vyrokovy pocet sa zaobera pravdivostnou hodnotou zlozenych vyrokov, ktoré st vytvorené z inych vyrokov pomocou logickych
operacii. Zakladné logické operacie st negacia vyroku, konjunkcia, disjunkcia, implikacia a ekvivalencia vyrokov.

e Negacia vyroku

10d gramatickej vety je nutné odliSovat matematickti vetu. Je to pravdivy vyrok o matematickych objektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokézany
(napr. binomicka veta, Pytagorova veta, .. ..
2Tiez sa pouziva 1, A (4no), T' (true), Y (yes), resp. 0, N (nie), F' (false), N (no).



1.1. LOGIKA MATIT—S

Negacia vyroku p sa tvori vyrazmi ,nie je pravda, ze p“, ,nie je pravda, ze plati p“, pripadne ,,ne-p“. Negaciu vyroku p oznac¢ujeme
P (niekedy tiez ~ p, resp. p') a ¢itame ,nie p“, ,nie je pravda, ze p“, ,non p* a podobne.
Vyrok a jeho negacia maji opacné pravdivostné hodnoty. Dalej je zrejmé, Ze negiciou negacie vyroku p je povodny
vyrok p, t.j. (p) = p.
¢ Konjunkcia vyrokov

Konjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,a“, oznaCujeme ju p A ¢, pripadne p&q a ¢itame ,p a ¢“, ,p a sucasne q“,
»p konjunkcia q“, ,konjunkcia vyrokov p a q“, ,p et ¢“ a podobne.

Konjunkcia dvoch vyrokov je pravdiva iba v pripade, ak st pravdivé obidva vyroky. Takze na dokazanie nepravdivosti zlozeného
vyroku staci ukazat nepravdivost jedného z vyrokov (tabulka 1.1.2).

Poznamka 1.1.1.
Ak pouzijeme na oznacenie pravdivostnej hodnoty symboly 0 a 1, potom pravdivostnd hodnota konjunkcie dvoch vyrokov sa rovna
nasobku pravdivostnych hodnot jednotlivych vyrokov, t.j.1-1=1,1-0=0,0-1=0,0-0=0.

e Disjunkcia vyrokov

Disjunkcia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou spojky ,alebo“, oznacujeme ju p V ¢ (skratka z latinského vel — alebo) a ¢itame ,p
alebo ¢, ,p vel ¢“, ,disjunkcia vyrokov p, ¢“ a podobne.?

Disjunkcia je pravdiva, ak je pravdivy aspon jeden z vyrokov (tabulka 1.1.2).

e Implikacia vyrokov

Implikacia vyrokov p a ¢ sa tvori vztahom ,, Ak (plati) ..., potom (plati) ...“, ozna¢ujeme ju p = ¢ a ¢itame ,Z p vyplyva ¢“,
,p potom q“, ,,Ak plati p, potom plati q“, ,,p je nutna podmienka pre q“, ,q je postacujica podmienka pre p“.

Vyrok p sa nazyva podmienujici (predpoklad) a vyrok ¢ sa nazyva podmieneny vyrok (zéver). Implikicia je nepravdiva iba v
pripade pravdivého predpokladu a nepravdivého zaveru (tabulka 1.1.2).

e Ekvivalencia vyrokov

Ekvivalencia vyrokov p a ¢ sa tvori pomocou vztahu ... (plati) prave vtedy, ak (plati) ...“, oznac¢ujeme ju p < ¢. Niekedy sa
tiez oznacuje p ~ q, resp. p = q.

Ekvivalenciu vyrokov p a ¢ ¢itame ,p (plati) prave vtedy, ak (plati) q“, ,p plati vtedy a len vtedy, ak plati q“, ,Z p vyplyva q a
naopak z q vyplyva p“, ,p je nutna podmienka a suicasne postacujica podmienka pre ¢“ a podobne.

Ekvivalencia je pravdiva v pripade, Ze maji obidva vyroky (z ktorych je zlozend) rovnaka pravdivostni hodnotu (tabulka 1.1.2).

Ekvivalenciu p < ¢ moéZeme nahradif zlozenym vyrokom (p = ¢) A (¢ = p).

pANq | gNAp | pNVq | qVp | p=q | q=p | psq| qg&sp
P|P|N|P P P P P P P P P

=
3
gl

P | N N N P P N P N N
N|P|P|N N N P P P N N N
N | N N N N N P P P P

Tab. 1.1.2: Pravdivostné hodnoty zloZenych vyrokov.

1.1.3 Vyrokové formy

V zasade nemda zmysel hovorit o pravdivosti alebo nepravdivosti vyrokovej formy, pretoZe obsahuje premenné. Ale méa zmysel
uvazovat, pre aké hodnoty premennych sa z nej stava pravdivy, resp. nepravdivy vyrok. Dolezité st dve vyrokové formy, ktoré sa
nazyvaju tautologia a kontraindikacia.

Tautolégia (zakon) je vyrokova forma, ktord po nahradeni vSetkych premennych konstantami dé vzdy pravdivy vyrok. To znamen4,
7e ak pouZijeme pripustné konstanty s Tubovolnymi pravdivostnymi hodnotami, dostaneme pravdivy vyrok.

Kontraindikacia (spor) je vyrokova forma, ktora po nahradeni vSetkych premennych konstantami dé vzdy nepravdivy vyrok.

Pravdivostné hodnoty vyrokov najcastejsie zistujeme pomocou tabulkovej alebo deduktivnej metddy, pripadne tieto metédy kom-
binujeme.

e Tabulkova metéda na zistovanie pravdivostnych hodnot

Zapiseme dant vyrokovi formu a jednotlivé premenné, z ktorych je zlozend, do tabulky pravdivostnych hodnot. Najprv ohodnotime
pravdivostnymi hodnotami jednotlivé premenné a potom urc¢ime prislusné pravdivostné hodnoty vyrokovej formy (tabulka 1.1.3).

e Deduktivna metéda na zistovanie pravdivostnych hodnét

3V literattre sa mozeme stretnif aj s ndzvom alternativa.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 4 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
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1.1. LOGIKA MATIT—S

plaqg|p=qla=p|peq| =N (a=p) |pedellp=q9 AN (= D)
PlpP| P P P P P
P | N N P N N P
N|P| P N N N P
N | N P P P P P

Tab. 1.1.3: Tautolégia [p < ¢] < [(p = ¢) A (¢ = p)].

Na zaciatku vychadzame z axiém?* a tautolégii, ktorych pravdivost je dokdzana alebo pravdivost ktorych pozndme. Potom pomocou
pravidiel odvodzovania z nich dedukujeme nové tautoldgie.

i) Pravidlo substiticie:
Ak v tautolégii T dosadime za nejakd prement (na kazdom mieste, kde sa vyskytuje) Tubovolntt vyrokovi formu (nemusi byt
tautoldgia), dostaneme opiit tautolégiu.

ii) Pravidla odlicenia (modus ponens a tollens):

— Modus ponens (hypoteticko—kategoricky kladny tsudok):
Nech p = ¢ je pravdiva implikacia. Ak je pravdivé p, potom je pravdivé aj q.

— Modus tollens (hypoteticko—kategoricky zaporny tsudok):
Nech p = ¢ je pravdiva implikacia. Ak je nepravdivé ¢, potom je nepravdivé aj p.

Platnost pravidiel odlicenia vyplyva z tabulky 1.1.2. UkdZeme platnost modusu ponens (modus tollens sa ukaze analogicky).
Predpoklad p je pravdivy. Zaver ¢ je bud pravdivy a implikacia p = ¢ je tiez pravdiva, alebo zéaver ¢ je nepravdivy a implikicia p = ¢
je nepravdiva. Lenze druhd moznost nemdze nastat, pretoze predpokladdme platnost implikacie p = q.

1.1.4 Niektoré dolezité tautologie

e Zakon dvojitej negacie: p <D
Vyrok a negécia jeho negacie maju rovnakt pravdivostni hodnotu.
e Zakon vylucenia tretieho: pVDp

Bud plati vyrok alebo jeho negécia.

e Zakon sporu: pAp
Vyrok nemdze byt pravdivy a zaroven nepravdivy, t.j. nikdy neplati p A p.

e de Morganove zakony: pVg< (pAG), resp. pAqg< (pVY)

Pri tvoreni negacie konjunkcie, resp. disjunkcie sa meni ,a“ na ,alebo“, resp. ,alebo“ na ,a“ a neguju sa jednotlivé vyroky.
e Zakon hypotetického sylogizmu: [(p=q)A(g=71)] = (p=71)

Je obdobou tranzitivneho zakona.

e Zakon transpozicie: (p=q) < (7= p)

Implikacia p = ¢ a obratend implikdcia § = p maju rovnaku pravdivostni hodnotu (schéma nepriameho dokazu).

e Komutativne zdkony: (pAq)< (¢Ap), (pVaq) < (¢VDp)
e Asociativne zakony: [(pAg)Ar]< [pA(gAT)], [(pVegVr]<[pV(gVvr)
Pre jednoduchost zatvorky vynechévame, t.j. piSeme p Aq A r, resp pV gV r.
e Distributivne zakony: pA(¢Vr) < [(pAq)V(pAT)], pV(gAT)< [(PV g A(pVr)
e Ekvivalencia a implikacie: [p < ¢| < [(p = q) A (¢ = D)]
e Negacia implikacie: p=qg< (pA7Q)

Téato tautoldgia sa najcastejsie vyuziva pri dokaze sporom (str. 1.2.2).

1.1.5 Kvantifikatory

V matematike casto skimame, ¢i je nejaky vyrok pravdivy vSeobecne, t.j. platny pre vSetky prvky z oboru uvahy, alebo iba pre
niektoré prvky, pripadne iba pre prave jeden prvok. Na druhej strane nas niekedy zaujima, Ci existuje aspon jeden prvok, pre ktory je

4 Axiéma je zadkladné tvrdenie, o ktorom sa predpoklad4, Ze plati a nedokazuje sa.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 5 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
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CVICENIA MATIT—S

tento vyrok pravdivy. Hovorime, ze vyrok kvantifikujeme.

e VsSeobecny kvantifikator

Ak dant vlastnost alebo dany vztah spliiaji vSetky prvky z oboru tvahy, kvantifikujeme dany vyrok vieobecnym kvantifika-
torom. Oznacujeme ho symbolom V a vyjadrujeme ho slovami ,kazdy*, ,vSetky“, ,ziadny“ a podobne.

¢ Existencny kvantifikator

Ak dant vlastnost alebo dany vzfah spliia aspon jeden prvok z oboru tvahy, kvantifikujeme vyrok existenénym kvantifikato-
rom. Oznacujeme ho symbolom 3 a vyjadrujeme ho slovami ,existuje“, , jestvuje“, ,niektoré“, ,aspon jeden“ a podobne.

Symbolom 3! vyjadrujeme skutoc¢nost, ze dant vlastnost alebo dany vzfah spliia prave jeden prvok z oboru tivahy (t.j. aspoii
jeden a najviac jeden prvok).

Ozna¢me symbolom F'(z) skuto¢nost, Ze prvok x méa vlastnost F. Kvantifikicia sa vzdy vztahuje k oboru kvantifikacie, t.j. k
mnozine premennych prvkov z. Ak pouzijeme kvantifikator, potom viaZeme premennu na tito mnozinu premennych a z vyrokovej
formy F'(z) sa stava vyrok:

VaF (z) ,Pre vsetky x, pre ktoré plati vlastnost F(x).“,
dxF(x) ,Existuje x, ktoré spliia vlastnost F(z).*.
Uvedme teraz priklady vyrokov vytvorenych pomocou kvantifikitorov:

Vo F(x) ,Kazdé xr ma vlastnost F.“

Vo F(x) ,Nie je pravda, ze kazdé x ma vlastnost F.“, t.j. ,Nie kazdé x ma vlastnost F.“ t.j. ,Existuje aspon jedno z, ktoré nema
vlastnost F.“.

Va F(x) ,Nie kazdé r mé vlastnost F.“ t.j. ,Existuje aspoii jedno x, ktoré nema vlastnost F.“.

Vo F(x) ,Pre kazdé x plati, Ze neméa vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé x nem4 vlastnost F.“. V hovorovej re¢i pouZzijeme dvojiti negaciu:
»Ziadne x neméd vlastnost F.“.

Vo F(x) ,Nie kazdé x nem4 vlastnost F'.“, t.j. ,Neplati, Ze kazdé x nema vlastnost F.“.
Jdz F(z) ,,Existuje aspon jedno x, ktoré ma vlastnost F'.“
Jx F(z) ,Nie je pravda, Ze existuje x, ktoré ma vlastnost F.“ t.j. ,Neexistuje x, ktoré ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé x nema

vlastnost F.*.
Jz F(x) ,Neexistuje x, ktoré ma vlastnost F.“ t.j. ,Kazdé x nema vlastnost F.“.
dz F(z) ,Existuje aspon jedno x, ktoré nema vlastnost F.“

Jz F(x) ,Neeistuje z, ktoré nema vlastnost F.“

Poznamka 1.1.2. - o
Z predchadzajuceho vyplyva, ze Vo F'(z) a Vo F(x), resp. 3z F(x) a Jz F(x) vyjadruju ten isty vyrok, t.j. negacia kvantifikdtoru je
ekvivalentna negacii kvantifikovaného vyroku

Dalej sa pri negécii vyroku menia kvantifikatory navzajom a vyrokova forma sa meni na svoju negaciu. Namiesto oznacenia dx sa
pouziva Bz

Cvicenia

1.1.1. Vytvorte negéciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:

a) , Vsetci ludia vedia plavat.”, b) ,Rovnica 2* = 4z ma kladny koren x.*,
c) ,Aspon dve ¢isla st kladné.”, d) ,Najmenej tretina krajin patri do OSN.“,
e) ,Prave dve ¢isla st kladné.*, f) ,Kazdé ¢islo tvaru n?, n€ N je parne.*.

1.1.2. Vytvorte negacie nasledujtcich vyrokov:

a) VreR: sinx < 1, b) dx€R: sinz < 1, c) dlz€R: sinz <1,
d) freR: sinz <1, e) VeeR: sinx > 1, f) JxreR: sinx > 1,
g) JlzeR: sinx > 1, h) fzeR: sinz > 1, i) VxeR: sinx =1,
j) Jx€eR: sinx =1, k) JlzeR: sinx =1, 1) fz€R: sinx = 1.

1.1.3. Napiste tabulky pravdivostnych hodnot pre nasledujtice vyroky:

a) pV, b) p AT, c) pVI(gAD), d) PAq)V(pATD),
e) D= ¢, f) P& g, g) P=q<7 h) (p= 9 ANT=D,
i) pAqVDp, i) PATVq, k) (pVaq) =7, ) (pVag)A(pV7Y).
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1.1.4. Utvorte vyroky p A ¢, p V q a urcte, v ktorych pripadoch st pravdivé:
a) p: ,Dany trojuholnik je pravouhly.“, q: ,Dany trojuholnik je rovnoramenny.“,
b) p: ,Celé ¢islo k je parne.“, q: ,,Celé cislo k je delitelné tromi.“,

c) p: ,Dana nerovnica plati pre x < 4.“, q: ,,Dand nerovnica neplati pre v < 1.4

d) p: ,Dana kvadraticka rovnica nemé reéalne riesenie.“, q: ,Dana kvadratickd rovnica ma absolitny ¢len s opacnym znamienkom
ako znamienko kvadratického clena.”.

1.1.5. Ku p = ¢ a p & ¢ najdite ekvivalentné formy, ktoré obsahuju iba negaciu a:
a) konjunkciu, disjunkciu, b) konjunkciu, c¢) disjunkeciu.

1.1.6. Utvorte vyroky p = ¢, ¢ = p, p < q a urcte, ktoré z nich su pravdivé. V pripade pravdivej implikacie vytvorte pomocou zakona
transpozicie obratenti implikaciu.

p: ,Dané cislo x < 0%, q: ,Dané cislo v < 3°,

p: ,,Bol som v Prahe.“, q: ,Bol som v Cechich.*,

p: ,Nemam peniaze.“, q: ,Nepojdem do kina.“,

p: ,,Pri ceste rastie cakanka.“, q: ,,Pri ceste rastie trava.“,

p: ,Pridem na stanicu vcas.“, q: ,,Nezmeskam vlak.“,

p: ,Pre dané é&isla x,y plati 2* = y2.“, q: ,,Pre dané ¢isla x,y plati x = y.*,
p: psine > 0.9 ¢ ,xe(0; 7).
p
p
p
p
p
7

- 0 Ao T o

=
\_/\_/\/\/vg_q/\_/\_/\_/vvv

: ,Dané dve kruznice nemaji spolocné body.“, q: ,,Dané dve kruznice st sustredné.”,
. ,,Trojuholnik ABC je pravouhly.“, q: ,Pre strany trojuholnika plati a®> + b* = 2.,

. ,Kvadraticki rovnicu mézeme pisat v tvare (x — x1)(x — x2) = 0.4, ¢: ,Kvadraticka rovnica ma korene w1, 5.,
. ,Dané cislo x > 0.“, q: ,,Pre dané ¢islo x plati sinx > 0.“
2 Y 2 )

. ,Dve rozne priamky p, ps leziace v rovine si rovnobezné.“, q: ,Dve priamky p;, ps leziace v rovine nemaji spoloc¢ny bod.*.

—e

1.1.7. Zistite, ktoré z nasledujucich vyrokovych foriem su tautologie:
a) [(p=gNp=r)]=I[= (@A), b) [(g=p)A(r=Dp)]=I[(gVr)=Dpl,
¢ [p=q)Vig=ple[@=79 D, d) [(gVvr)=pl=[l¢g=p) = (r=Dp)
e) [(pAg) =r]e[F=([qVD), f) (pvg) =rle = (@AD)
g) b= np=r)]ep= (@A), h) [(p=qgVvp=r]ep= (V)
i) (pAg=7r)=D)V(Ir=0V)l=I[pVT)AND= 9]
i) b= (qvr)]e{lpArg) =r]VIpAT)=ql}.

=
=
s

. Dokazte, ze nasledujtice vyrokové formy st tautoldgie:
P& p, b) p=p, c) p=(q=p), d) [peagnlgen))=(@er).

&
SN~—

1.1.9. Urcte, ktoré z nasledujucich vyrazov su vyroky a svoje tvrdenie odovodnite:
a) 4—1=5, b) 254, ¢) 2z +1=3,
d) 2(x+1) =22+ 2, e) ,Kolko je hodin?* f) ,,Pomoc!
g) ,Nebezpecenstvo trazu“, h) ,Prsi.« i) ,,Véera prsalo.”,
j) »Zajtra bude prsat.“, k) ,,Vcera prsalo?”, 1) ,,Prsi a neprsi.”.

1.1.10. Z vyrokovych foriem p: ,x je delitelné dvomi.“, q: ,x je delitelné tromi.“, r: ,x je delitelné Siestimi.* vytvorte v slovnom zneni
zlozené formy F(zx), F(x):

a) F(z): (pAq) =, b) F(z): (pVaq)=r, c) F(z): pVg= (pN7),

d) F(z): (p=q) VPAT, e) F(z): (p=q) < (pV7), f) F(z): (pvr)=(pVaq).

1.1.11. Zistite, ktoré z vyrokovych foriem F'(x) z prikladu 1.1.10 sa tautoldgie.

1.1.12. Zametime v priklade 1.1.10 vyrokova formu r na tvar ,x je delitelné piatimi.“. Ktoré z vyrokovych foriem F'(z) st tautolégie
v tomto pripade?

1.1.13. Nech vyrokova forma ¢ je tautolégia a vyrokova forma £ je kontraindikacia. Zistite, ktoré z nasledujtcich vyrokovych foriem
st tautologie a ktoré kontraindikécie:

a) 1, b) k, c) t =k, d) k=t e) (t=k)VtAF,
f) tVEk, g) tAk, h) #VEk, i) tAK, i) (tVE)=k=t

1.1.14. K vyrokovej forme p= ¢ V (r < s) najdite ekvivalentnt formu, ktord neobsahuje symboly =, <, V.

1.1.15. Zjednoduste vyrazy tak, aby v nich bol ¢o najmensi pocet symbolov negacie:
a) DVGATAS, b) pVGATAS, c) PAGVTVS.

1.1.16. Nech p, ¢ st vyrokové formy také, ze p < ¢ je tautoldgia. Dokazte, ze aj p = ¢ je tautoldgia.
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1.1.17. Dokazte, Ze vyrokova forma p & g < r < p < ¢ < r je tautoldgia pre lubovolné vyrokové formy p, g, r.

1.1.18. Uvazujme vyrokovu formu F(z): 2z — 3y = 1. Ktoré z vyrokov su pravdivé:

a) Yee RVye(0; o0) : F(x), b) Vee R3ye(0; o0) : F(x),
c) IxreRVye(0; o0) : F(z), d) IreRIye(0; o0) : F(x),
e) Jye(0; ) VeeR: F(x), f) Vye(0; o0) Jz€R: F(x).

1.1.19. Vytvorte negaciu a rozhodnite, ktory z vyrokov je pravdivy:

a) Ve€R: sin®x +cos’x =1, b) Vz€R: sin®z — cos?x = 1,
¢) Ir€ER: cosz = /1 —sin’x, d) Vz€R: cosz = /1 —sin’z,
e) dreR: 2" < 23, f) Vee RV¥yeR: 22 + y* > 0,
g) IxreRVneN: n+ 3 < nx, h) Vne N3dzeR: n+ 3 < nx.

1.2 Zakladné prvky matematickej teorie

Hlavnym znakom sticasnej matematiky je, Ze svoje jednotlivé discipliny buduje axiomaticky. Na zaciatku st najjednoduchsie pojmy
(tzv. primitivne, nedefinované pojmy) a sibory viet (tzv. axiémy), o ktorych predpokladame, ze platia a nedokazujeme ich. Vyber
systému primitivnych pojmov a axiém nie je tplne Tubovolny, ale je ovplyvneny réznymi podmienkami a hlavne Gcelom, pre ktory sa
disciplina buduje.

Najdolezitejsia je ale podmienka bezspornosti systému. To znamend, Ze v sytéme nemodzeme odvodit vyrok a zaroven jeho
negaciu. Na tomto zéklade definujeme pomocou definicii nové pojmy a pomocou uz dokdzanych (t.j. platnych) viet formulujeme a
dokazujeme vety nové. Struktiru matematiky moZzeme charakterizovat trojicou zakladnych kametiov, ktoré nazyvame definicia, veta
a dokaz.

Definicia urcuje vyznam zavadzaného pojmu, pomocou uz zndmych pojmov.

Veta (poucka, tvrdenie) je pravdivy vyrok o matematickych objektoch a vztahoch medzi nimi, ktory je dokazany, resp. nie st
o 1iom pochybnosti. Pravidlom nazyvame oby¢ajne vetu, ktord obsahuje nédvod na dal$i postup (napr. vypocet, konstrukciu novych
objektov) pri budovani systému. V matematike sa niekedy pouzivaju pomocné vety (lemy), ktoré maji (uz podla nazvu) pomocny
vyznam pri dokazovani inych viet.

Dokaz vety, resp. daného tvrdenia je logicky proces, ktorého cielom je ukdzat pravdivost tvrdenia pomocou axiém, definicii a uZ
predtym dokazanych viet. Dokazy mézu mat rozmu formu, najznamejsie druhy dokazov st priamy doékaz, nepriamy dokaz a dokaz
matematickou indukciou.

1.2.1 Priamy dodkaz

Je to sposob, ktory sa pouziva pri dokazovani platnosti viet, ktoré maji vo vSeobecnosti tvar vyroku p = ¢ (ak plati vyrok p, potom
plati vyrok q).

Priamym dokazom sa dokazuje platnost povodnej implikacie p = ¢. Predpokladdme, Ze vyrok p je pravdivy, potom pomocou
definicii, axiém a uz dokézanych viet ukdzeme, Ze plati vyrok ¢. Prakticky zostrojime koneénti postupnost pravdivych vyrokov py, pa,
... Pk, ktortt mozeme symbolicky zapisat p = p; = po = -+ = p. = q.

1.2.2 Nepriamy dokaz

Nepriamy dokaz sa podobne ako priamy dokaz pouziva pri dokazovani platnosti viet tvaru p = ¢. Pri nepriamom ddkaze sa
nedokazuje platnost povodného vyroku p = ¢, ale platnost nejakého ekvivalentného vyroku.
Druhéd moznost je, Zze budeme predpokladat pravdivost negacie povodného vyroku, t.j. pravdivost vyroku p = g, resp. p A7 a
dokézeme nepravdivost tejto negécie.
e Dokaz pomocou obratenej implikacie
Pévodnt implikaciu p = ¢ nahradime ekvivalentnou obratenou implikdciou § = P (zdkon transpozicie, str. 5) a potom ju dokdzeme
pomocou priameho dékazu.
e Dokaz sporom

Budeme predpokladat platnost negacie vyroku p = ¢, t.j. platnost vyroku p Ag a ukdzeme jeho nepravdivost. Prakticky to znamena,
ze pri dokazovani dospejeme k sporu. Najcastejsie sa zvykne dospief k tymto sporom:

a) pAq = D, z predpokladu pravdivosti p ukdzeme nepravdivost p.
b) pAqG = q, z predpokladu nepravdivosti ¢ ukdZzeme pravdivost ¢.
c) pAq = rAT, kde r je Tubovolny vyrok (zdkon sporu, str. 5).
d) pAg = T, kde r je lubovolny zndmy pravdivy vyrok.
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Priklad 1.2.1.

Dokézeme tvrdenie: ,,Ak je prirodzené ¢islo n delitelné 4, potom je delitelné 2.%
To znamend, ze mame dokdzat platnost vyroku: Vne N : 4}n = 2’77,.

Priamy dokaz: 4‘n = Z}n

VneN: 4n = JkeN: n=4k=2-2k=2(2k) = 2|n.

Obratena implikacia: 2)(71 = 4/fn

VneEN: 2fn = (2-2)/n, t.j4/n.

Dokaz sporom: 4}n A 2/%7, = spor

VneN: 4nA2fn = [BkeN: n=4k=2(2k)]A2/n = 2|nA2/n, t.j. spor. m

1.2.3 Dokaz matematickou indukciou

Matematickd indukcia je dolezity prostriedok na dokazovanie tvrdenia, Ze prvky nejakej mnoziny maju urcitt vlastnost. Pomocou
matematickej indukcie sa dokazuje pravdivost vyrokov tvaru Vne N,n > ng: F(n), kde ng je dané prirodzené ¢islo.
Nech F je nejaké tvrdenie, ktoré zavisi od mnoziny prirodzenych ¢isel. Checeme ukazat, Ze tvrdenie F'(n) plati pre prirodzené ¢isla
n=ng,no+1,n9+2,....
Doékaz matematickou indukciou pozostava z krokov 1, 2 a zaveru:
Krok 1.
UkézZeme, Ze je tvrdenie F' splnené pre prvy prvok n=ny, t.j. Ze plati F'(ng).
Krok 2.
Predpokladédme, Ze dané tvrdenie F' plati pre nejaké prirodzené ¢islo n =k > ng a (za tohto predpokladu) dokézeme, Ze plati pre
nasledujtce prirodzené ¢islo n=Fk+1.
TakZe ukdzeme, Ze z platnosti F'(k) vyplyva platnost F(k+1).
Zaver.
V kroku 1 sme ukazali, Ze plati F'(ng). Lenze z kroku 2 vyplyva platnost F'(ng+1).
Z tohto opif na zdklade kroku 2 vyplyva platnost F(ng+2), F(ng+3), atd.
Potom je tvrdenie F' splnené pre vSetky prirodzené cisla n > ng.

Priklad 1.2.2.
Dokazte, Ze pre vietky prirodzené ¢isla n plati vzfah 1+3+5+---+(2n—1) = n%.
Riesenie.
Ozna¢me F(n) = 14+3+5+---+(2n—1). TakZe mame ukazat rovnost F'(n)=n?.
Krok 1. F(1)=1%
Vztah je splneny trivialne, pretoze F(1)=1=12.
Krok 2. F(k)=k*>= F(k+1)=(k+1)>
Ak predpokladame, Ze plati F'(k)=k?, potom
Flk+1) =143+ 4+ (2k—1)+ (2k+1) = F(k) + (2k+1) = F*+2k+1 = (k+1)%

Na zaklade matematickej indukcie vyplyva z krokov 1 a 2 dané tvrdenie. m

Priklad 1.2.3.
Dokéazte, ze pre Vn€ N, n > 5 plati nerovnost 2" > n?.
Riesenie.
Nerovnost dokézeme pomocou matematickej indukcie.
Krok 1. Pre n = 5 plati 32 = 2° > 52 = 25.
Krok 2. 2F > k? = 21 > (k+1)2
Pre k > 5, t.j. pre k—1 > 4 plati (k—1)>=k*>—2k+1 > 4°=16.
7 toho dostavame k% > 2k+15 > 2k+1. Potom plati
2l =9 o S ok = 2+ kP > KP4 2k + 1 = (k+1)2

Tym padom je tvrdenie prikladu dokazané. m

Priklad 1.2.4.

Dokazte, ze pre lubovolné celé ¢islo n je &islo n? + n delitelné dvomi.

Riesenie.

Ozna¢me F(n) = n? + n.

Pretoze plati Z={-1,-2,-3, ...} U{0} U{1,2,3, ...}, dokaz rozdelime na tri Casti.
a) Pre n = 0 plati F(0)=0, t.j. 2| F(0).
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b) Pre n€{1,2,3, ...} pouZijeme matematickt indukciu.
Krok 1. n=1: 2|F(1), pretoze F(1) =1+1 =2,
Krok 2. VkeN: 2|F(k)=k*+k = 2|F(k+1)=(k+1)*+k+1.
Na zaklade predpokladu plati

F(k+1) = (k+1)4+k+1 = B>+ 2k+14+k+1 = F(k)+2(k+1).
Ak uvézime, ze 2|F(k) a 2|2(k+1), potom 2|F (k+1).
c) Pre ne{—1,-2,-3, ...} dokdzeme vztah tiez matematickou indukciou.
Krok 1. n=—1: 2|F(—1), pretoze plati F(—1)=1-1=0.
Krok 2. Vke{-1,-2,-3,...} : 2|F(k)=k*+k = 2|F(k—1)=(k—1)>+k—1.
Na zéklade predpokladu plati

F(k—=1)= (k—1)*+k—1=k*-2k+1+k—1= F(k)—2k.

Posledny sucet je delitelny dvomi, pretoze Q}F (k) a 2’21«.

Z kroku 1 vyplyva 2|F(—1), z kroku 2 vyplyva, ze 2|F(—2), 2|F(—3) atd.

Tym je dokaz daného tvrdenia ukonceny.

Iné riesSenie.

Riesenie sa od predchadzajuceho bude lisit iba v Casti ¢).

Polozme m = —n, potom me N a F(n)=F(—m)=(-m)?> — m=m? — m.

Takze moZeme povodny problém transformovat na problém dokézat, Ze pre vietky m € N je ¢islo m? — m delitelné dvomi (dokéZeme
matematickou indukciou). m

1.2.4 Poznamka k dokazom

Nie vSetky tvrdenia sa daju dokazat uvedenymi sposobmi. Niekedy potrebujeme zistit, ¢i existuje nejaky objekt, potrebujeme
zostrojit konkrétny objekt s danymi vlastnostami alebo na druhej strane chceme ukézat, Ze nejaka vlastnost neplati pre dané prvky.

Na dokézanie pravdivosti vyroku, ktory mé tvar 3z F(z), ndm staci najst aspon jeden prvok z oboru tvahy, pre ktory je vlastnost
F splnend. Preto sa takymto dokazom zvykne hovorit existenéné dokazy.

Na dokézanie pravdivosti vyroku Va F'(z), je nutné ukazat, ze vlastnost I je splnend pre vSetky prvky x z oboru tivahy. Z ekvivalencie

Vi F(r) <= Vo F(r) < 3z F(x)

vyplyva, Ze ak chceme ukézat nepravdivost pdévodného vyroku, staci najst jeden prvok, pre ktory vlastnost F' splnené nie je. Takyto
prvok nazyvame kontrapriklad.

Casto v matematike potrebujeme zostrojit (skonstruovat) nejaky objekt s danymi vlastnostami, preto takyto postup niekedy nazy-
vame konstruktivny dokaz.

Priklad 1.2.5. n n(n+1)

Dokézte, 7e Vn€N: 142434 4n =Y j= S

Riesenie. =

Postupnost {1,2,3,...,n} je n-Clennd koneéna aritmetickd s diferenciou d=1, prvym ¢lenom a; =1 a poslednym ¢lenom a,, =n. Pre

jej sucet plati
142434+ tn— (Ch—i-an)n: (1+n)n
2 2

Iné riesenie.
Ak oznacime 142+3+---+n = s, potom zrejme n+(n—1)+(n—2)+---+1=s.
Ak napiseme tieto suc¢ty pod seba a spocitame po jednotlivych ¢lenoch, dostaneme

1+ 2 + 3 + -4+ n = s
n + n-1 + n-2 + --- + 1 = s
(n+1) + (n+1) + (n+1) + - + (n+l) = n(n+1)

Z toho vyplyva 2s = n(n+1), t.j. s = 1+243+---+n = (n+1)n/2.

Iné rieSenie.

Najprv spocitame pocet dvojprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n+1}.
Usporiadajme tieto podmnoziny nasledujicim spdsobom:
{1, n+1} {2, n+1},{3, n+1}, .......ooo.t. {n, n+1}, n podmnozin,
{1,n}, {2,n}, {3,n}, ... .. {n—1,n}, n—1 podmnozin,
{1, n—1},{2, n—1},{3, n—1},...... {n—2, n—1}, n—2 podmnozin,
{1,3}, {2, 3}, 2 podmnoziny,
{1, 2}, 1 podmnozina.
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Z toho vyplyva, ze dvojprvkovych podmnozin je n + (n—1) + (n—2) 4+ - - - + 1.

Teraz sa pozrieme na tento pocet z druhej strany.

Kazdy z prvkov 1, 2, ..., n, n+1 sa nachadza v n dvojprvkovych podmnozinach.

Takze dostéavame celkovo (n+1)n dvojprvkovych podmnozin. LenZe v tomto pocte je kazdd podmnoZina zapocitana dvakrat (za kazdy
jej prvok raz). To znamend, Ze pocet dvojprvkovych podmnozin je (n+1)n/2.

Ak to zhrnieme, dostavame tvrdenie vety 14243+ --+n =n(n+1)/2.

Iné riesenie.

Dokazeme matematickou indukciou, Ze pre vsetky n€ N plati F'(n) = G(n), pric¢om

1
Fn)=1+2+---+n, G(n):%.
1-(1+41
Krok 1. Tvrdenie F(1) = G(1) plati, pretoze F'(1) =1, G(1) = % =1
Krok 2. YkeN: F(k)=G(k) = F(k+1)=G(k+1).
k(k+1
Kedze pre vsetky k€ N plati F(k) =142+ ---+ k= G(k) = %, potom

Flk+1)=1+2+---4+k+(k+1)=[14+2+4+---+ k] + (k+1) = F(k)+ (k+1) =
k(k+1) N k+2  (k+1)[(k+1) + 1]

(h+1) = (k+1) [gﬂ] = ()2 o : — Gk+1).

Tym je dané tvrdenie na zaklade principu matematickej indukcie dokazané. m

1.2.5 Sumacna a sucéinova symbolika

Znak Y (velké grécke pismeno sigma) sa pouziva na zjednoduSenie zépisu si¢tu s mnohymi séitancami. Stucet s koneénym poctom

sCitancov as, asy1, ..., a, a sucet s nekoneénym poctom scitancov as, Gsi1, ..., A, Gnyi1, - .., kKde s, n st celé ¢isla, zapisujeme
n (0.0
E j = Qs + Asy1 + -+ A, E aj =as+asy1+ -+ ap+app1+ -
j:g j:S

Tieto zdpisy ¢itame suma (stcet) a; pre j=s aZ n a suma (sGcet) a; pre j =s aZ do nekonecna.” Pismeno j nazjvame
s¢itaci index, pismeno s pod znakom sumy sa nazyva dolna hranica pre s¢itanie a pismeno n, resp. symbol oo nad znakom sumy
nazyvame horna hranica pre séitanie.

Za j dosadzujeme postupne celo¢iselné hodnoty od dolnej hranice po horntt hranicu (vratane hranic). Dolnou hranicou s a hornou
hranicou n mézu byt vo vSeobecnosti lubovolné celé ¢isla, musi byt ale splnend podmienka s < n. Nekonefné sumy sa nazyvaju ¢iselné
rady a budeme sa nimi podrobne zaoberat neskorgie.

Na zjednodusSenie suéinu pouzivame znak [ [ (velké grécke pismeno pi). St¢in s koneénym poctom ¢initelov ag, agyq, ..., a, a sGéin
s nekone¢nym poctom Cinitelov ag, Gsi1, ..., G, pyy - .., kde s, n st celé ¢isla, potom zapisujeme
n [ee]
Haj:as.asﬂ...am Hajzas'as+1"'an'an+1"'
J=s J=s

a Citame sucin (produkt) a; pre j=s az n a sucin (produkt) a; pre j=s az do nekone¢na. Pismeno j nazyvame nasobiaci
index, pismeno s pod znakom produktu sa nazyva dolna hranica pre nasobenie a pismeno n, resp. symbol oo nad znakom produktu
nazyvame horna hranica pre nasobenie.

Priklad 1.2.6. .,

Pre vSetky n€ N, a€ R plati n! = Hj =123--n, a" = Ha =a-a-a---a. M
j=1 j=1

Nech n€ N, potom saéin n! = 1-2-3 - - -n nazyvame faktorial ¢isla n a ¢itame n faktorial. Specidlne pre n=0 definujeme 0!=1.
CvicCenia

1.2.1. Dokazte roznymi sposobmi nasledujtce tvrdenia:
a) Pre vetky redlne ¢isla a, b plati a® + b* > 2ab.

b) Sucin dvoch neparnych ¢isel je ¢islo neparne.
¢) Sucin dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.
d) Sucin dvoch ¢isel, z ktorych je aspon jedno parne, je parny.
®Niekedy sa namiesto zapisu Z a; pouziva zapis Z aj, Tesp. Z aj.
j=s j=s,8+1,...n j€{s,s+1,....,n}
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CVICENIA MATIT—S

e) Sucet dvoch neparnych ¢isel je ¢islo parne.

f) Sucet dvoch parnych ¢isel je ¢islo parne.

g) Sucet parneho a neparnych ¢isla je ¢islo neparne.
1.2.2. Dokéite, 7e /7 je iracionélne ¢slo.
1.2.3. Dokazte: Va,be€R: a#b < a® + b* > 2ab.

1.2.4. Dokazte réznymi sposobmi, ze pre vSetky ne€ N plati: 3)(71 = 3’(77,2 —1).

1.2.5. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vSetky n€ N plati:

a) 2|(n? —n), b) 3[(2n® + n), c) 5/(n° —n), d) 6|(n*—n),
e) 6|(n*+ 3n*+2n), f) 6{(n” —n), g) 7|(n" —n), h) 7|(6** — 8),
i) 2|(3n%+ 5) pre n nepérne, j) 8|(n?+ 2n) pre n parne.
1.2.6. Dokazte priamo a potom matematickou indukciou, ze pre vsetky n€ N plati:
- 1 n - 1 n
. . - bl b . . - )
2) ;j(j+1) n+1 ) ; (2j-1)(2j+1) 2n+1
- 1 n - 1 n
= : d : : = :
9 jzl (3j—1)(3j+2)  2(3n+2) ) jzl (4-3)(4j+1) 4n+l

1.2.7. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vSetky n€ N plati:

n " 251
a) D2 = n(n+1), b) D (2j-1) =n? 0 Y. F—=n
J=1 j=1 j=1 n
n 2 2 n n n+1
53 _ n(n+1) i ontl ;3 =1
g 3= e’ S ICEE L nyw=20
N . " _ 2n—1)(2n+1)(2n+3) + 3
B Y27 =2-2 b Y-+ = ENEE LD 23
§=0 j=1
1.2.8. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vSetky n€ N plati:
n o . - . —1)"(2n+1) —1
a) Y (1Y@~ = (-1, b) (-1 = CEH L
j=1 j=1
. n(n+1)(2n+1 - . —1)"n(n+1
C) ZJQ _ ( )6( )7 d) Z(_l)j]Q _ ( ) 2( )’
j=1 j=1
— n(4n?—1 - . —1)"(4n?-1) -1
e) 2(2‘7—1)2:%, ) Z(—l)j@]—l)Q:( " 5 ) :
j=1 J=1
S n3+3n2+2n S ) n(n+1)(n+2)(n+3
g) D i+l =—7F— h) Y G+ (+2) = n+1)( 1 Jotd)
j=1 j=1
1.2.9. Dokazte pomocou matematickej indukcie, ze pre vsetky ne N, n > 2 plati:
)1+1+1+ +1>\f b)1+1++1>13
a _— _— ... _— n _— PR _ E—
V2 V3 4D ’ n+1l n+2 2n = 24’
1 3 5 2n-—-1 1
— == < d) 2t4!6! ...(2n)! Hh".
D316 T Vet ) (@n)t > {(n+ 1)1

1.2.10. Dokazte, Ze pre vietky n€ N, n > 9 plati 2" > (n—1)*(n—2).

1.2.11. Dokazte, ze pre vSetky ne N plati:

a) 4|[n*+(n+1)2-1], b) 9|[n*+(n+1)>+(n+2)?.
|
1.2.12. Pre vSetky k,ne NU{0}, k < n definujeme kombinaé¢né ¢islo n nad k predpisom (Z) = ﬁ Kombinacné ¢isla (g),
(n—k)!
(T) e (n) tvoria postupne prvky n-tého riadku tzv. Pascalovho trojuholnika (obr. 1.2.1).
n
Dokazte priamo a matematickou indukciou:
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n+1 n n
P Setk N < n—1 plati = !
a) Pre vetky k,neN U {0}, k <n—1 plati (k+1) <k+1) i ( )

b) Pre v8etky n€ N, a,b€ R plati binomicka veta (a+0b)" = (n) a™ Fpk

c) Pre vSetky ne N plati Z (Z) = 2" Z(—l)k (Z) = 0.

k=0 k=0
d) Pre vetky n€ N, z€ R, x > —1 plati Bernoulliho nerovnost (14z)" > 1+ nz.

o

e 0 11
B 0 0 1 2 1
(o) ® 6 (5) 13 3 1
.................................... 1 4 6 4 1
B Gocooc ”_l) ® ® Y cocooc ®© 1 5 10 10 5 1

n+1 0 n+1 k-l n+1 k n+1 ktl n+1 " n+1
(0) (1) ,,,,,, (k) (n+1) ..... (n) (n+1) ........................

Obr. 1.2.1: Pascalov trojuholnik.

1.2.13. Dokazte, ze pre vietky ne N:  a) 73|(2%"—3%"), b) 31|(5" 4621

1.2.14. Predpokladajme, Ze existuju trojhalierové a pithalierové mince. Dokézte, Ze kazdy nakup s cenou viac ako 7 halierov mozeme
zaplatit tymito mincami.

1.2.15. Dokazte pomocou matematickej indukcie:
a) Vypukly n-uholnik méa (n—3)n/2 uhlopriecok.
b) Stcet vniutornych uhlov vypuklého n-uholnika je (n—2)x.
c¢) Sucet vnatornych uhlov [ubovolného n-uholnika je (n—2)r.
d) n priamok prechadzajtcich jednym bodom deli rovinu na 2n ¢asti.
e) n rovin prechadzajucich jednou rovinou deli priestor na 2n casti.
f) n rovin prechadzajicich jednym bodom, z ktorych Ziadne tri nemaju spolo¢nt priamku, deli priestor na n(n—1)+2 ¢asti.

1.3 Mnoziny

1.3.1 MnozZina a podmnozina

Pod pojmom mnozina rozumieme neusporiadany subor (skupinu, sihrn) predmetov (veci, pojmov, ¢isel, ...), ktoré nazyvame
prvky mnoziny. Mnoziny sa obvykle ozna¢uju velkymi pismenami a ich prvky sa ohranic¢uju zlozenymi zatvorkami { }.
Ak prvok patri do danej mnoziny, vyjadrujeme to symbolom € a ak nepatri do danej mnoziny, vyjadrujeme to symbolom ¢.
Mnozinu povazujeme za danu vtedy, ak o kazdom predmete je urcené, ¢i do danej mnoziny patri alebo nepatri, t.j. ¢i je alebo
nie je prvkom danej mnoziny. Formalny zapis
A = {x; podmienky pre =}

predstavuje mnozinu A vetkjch bodov x, ktoré spliiaji dané podmienky.

Priklad 1.3.1.
Ozna¢me A mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati vztah 3 <n < 7.
Mnozinu A mozeme vyjadrit réznymi sposobmi, napr.

A={4,5,6}={n;neNAn<TAn>3}={neN:3<n<7}. =

Ak mé mnozina kone¢ny pocet prvkov, nazyva sa kone¢na mnozina. Ak nie je konecna, nazyva sa nekone¢na mnozina.
Hovorime, Ze mnozina A je podmnoZinou mnoZiny B ak, kazdy prvok mnoziny A patri aj do mnoziny B® a zapisujeme A C B.”
Ak neplati, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B, potom hovorime mnozina A nie je podmnozZinou mnoziny B a zapisujeme

Ad B.

6 Analogicky mézeme definovat pojem nadmnozina. Hovorime, ze mnozina B je nadmnozinou mnoziny A, ak A je podmnozinou mnoziny B. Oznac¢ujeme
B D A.

"Vztahy ,je podmnoZina“ a ,je nadmnozina“ zvykneme nazyvat inkltizia mnozin.
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1.3. MNOZINY MATIT—S

Hovorime, ze mnoziny A a B sa rovnajua (st totozné), ak maju tie isté prvky, t.j. ak kazdy prvok mnoziny A patri do mnoZiny
B a zaroven kazdy prvok mnoziny B patri do mnoziny A, piSeme A = B. Takze mnozina A sa rovna mnozine B prave vtedy, ak A C B
a zaroven B C A.

Ak neplati, ze sa mnoziny A a B rovnaju, hovorime, 7Ze mnoziny A a B st rézne (nerovnaju sa), vtedy pisSeme A # B. Takze
mnoziny A a B st rozne, ak existuje aspoii jeden prvok, ktory patri do jednej z mnoZin a nepatri do druhej. Z toho vyplyva, Ze ukazat
rovnost A = B znamen4 ukéazat obidve inklizie A C B a B C A.

Niekedy sa pouZivaji oznacenia A C B alebo A € B, aby sme zdoraznili, Ze moze platit A = B a naopak oznacenia A C B, resp.
A G B, aby sme vylucili moznost A = B.

Mnozinu, ktord neobsahuje ziadne prvky, nazyvame prazdna mnozina a oznacujeme ju (), pripadne {}. Musime si ale uvedomit,
7e symbol {0} vyjadruje jednoprvkovii mnozinu, ktord ako prvok obsahuje prazdnu mnozinu. Dalej si treba uvedomit, ze prazdna
mnozina je podmnozinou kazdej mnoziny a Ze je kone¢nou mnozinou.

Moze sa stat, ze prvkami mnoziny st op#t mnoziny, st to tzv. systémy mnozin. Specidlny vyznam mé mnozina vietkych podmnozin
danej mnoziny A, ktorti nazyvame (potenénd mnoZina mnoziny A) a oznacujeme 24, t.j. 24 = {B; B C A}.

Priklad 1.3.2.
Poten¢nou mnozinou mnoziny X = {0, 1,2} je mnozina

28 ={A; Ac X} ={0, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0,2}, {1,2}, X} . m

1.3.2 Operacie s mnozinami

e Prienik dvoch mnozin
Prienikom mnozZin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vSetky prvky patriace do mnoziny A a zaroven do mnoziny B, t.j.
ANB={z; e ANzEB}.
Ak pre mnoziny A, B plati AN B = (), potom ich nazyvame disjunktné.
e Zjednotenie dvoch mnozin
Zjednotenim (stié¢tom) mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktora obsahuje vSetky prvky patriace do mnoziny A alebo do mnoziny
B,tj. AUB={z; x€ AV zeB}.
e Rozdiel dvoch mnozin
Rozdielom mnozin A a B nazyvame mnozinu, ktord obsahuje vSetky prvky patriace do mnoziny A a zaroven nepatriace do
mnoziny B, t.j. A— B={z; z€ANz¢B}.
e Symetricky rozdiel dvoch mnozZin
Symetrickym rozdielom mnozin A a B nazyvame (A — B) U (B — A), t.j. mnoZinu
AAB=(A—B)U(B—-A)={z;z€(A—-B)Vze(B—-A)}.

e Doplnok mnoziny

Nech pre mnoziny A, X plati A C X, potom doplnkom (doplnkovou mnozinou, komplementom, komplementarnou mno-
Zinou) mnoZiny A do mnoZiny X nazjvame mnozinu A’ = X — A. Niekedy sa zvykne doplnok tiez oznacovat A°, A, resp. A’y (aby
sa zdoraznil doplnok do mnoziny X).

Mnoziny A a A’ sa nazyvaji doplnkové (komplementarne) vzhladom na mnoZinu X. Symbolicky mozeme pisat A’ = X — A =
{r;xeX Ne¢A} ={xeX;x¢ A}

Poznamka 1.3.1.
Z uvedeného vyplyva, ze kazdy prvok x € X patri do prave jednej z mnozin A, A’.
Nech X #(, AC X, BC X, potom A— B =ANB (obr. 1.3.2). Vyplyva to zo vztahov

r€(A-B)& (rt€ANxé¢B) & (x€ANzeB') & ze(ANDB).

e Karteziansky stcin mnozZin

Usporiadana dvojica [r;y| prvkov = a y je dvojica prvkov x a y, v ktorej zalezi na ich poradi. Usporiadané dvojice [z1;y1] a

[9; y2] sa rovnaja, ak plati x1 = 2, y; = y2. Podobne pre n € N nazyvame prvok [zq; x9;. .. ; x,] usporiadana n-tica.
Kartezianskym suc¢inom mnozin A a B nazyvame A X B = {[z;y]; €A, y€ B}. Analogicky definujeme karteziansky
su¢inom mnozin A;, A,, ... A, ako mnozinu
Ay X oo X Ay ={[z1;. . 5xn] s v €A, 2, €AY
Pre A, = Ay =--- = A, = A zjednodusSene piseme A x A x --- x A= A",
Mnozinové operacie (prienik, zjednotenie, ...) maju podobné vlastnosti ako logické operécie (konjunkcia, disjunkcia, ... ).
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A B A A B A
(¢ &8 g g8 53
A-B

B
ANB AUB AAB A=X—-A

\\__’/ m
=~

-
S
U

Obr. 1.3.2: Prienik, zjednotenie, rozdiel, symetricky rozdiel a doplnok

mnozin.
Veta 1.3.1.
Pre vSetky mnoziny A plati: a) AU = A, b) AN( =0, c) 0 —A=0.
Dokaz.

Tvrdenia st zrejmé a vyplyvaju priamo z definicie.

AUD={z;xecAvreld}={x;xe€A}=A AnD={z;z€ANzel}={z; 2€0}=0,0 - A={z; 2Nz ¢A}={x; 2z€(}=0. =

Veta 1.3.2.
Nech A, B, C st Iubovolné mnoziny, potom plati:

a) ANB=BNA, AUB=BUA, AAB = BAA,

b) AnN(BNC)=(AnB)NC, AUu(BUC)=(AuB)UC,

c) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO), AU(BNnC)=(AUuB)N(AUCQC).
Dokaz.

a) Vyplyva z definicie.
b) Z asociativnych zdkonov pre A a V vyplyva

zelAN(BNO) e zrcAN(zeBAzel)] & [(reANzeB) NzeC| s xe|(ANB)NC],
r€[AU(BUC)| < [zreAV (zeBVzel)] e [(reAVzeB)Vaeel] < ze|(AUB)UC].
c) Z distributivnych zédkonov pre A a V vyplyva
ze[AN(BUC)] & [r€AN(zeBVzel)] &

& [(reANzeB)V(reANzel)| & z€[(ANB)U(ANC),
ze[AU(BNC)] & [r€AV(zeBAzel)] &

& [(reAvzeB)AN(zeAVzel)] & z€[(AUB)N(AUC)]. =

Veta 1.3.3.
Nech mnozina X # () a nech A, B C X. Ozna¢me (A4’) = A”, potom plati:

a) (ANB) =AUB, (AUB) =AnNH, b) X' =0, =X, c) A" = A.
Dokaz.

a) Tieto rovnosti nazyvame de Morganove zakony a vyplyvaji zo vztahov:

r€(ANB) ©non (r€cANTEB) & 1¢AVa¢B o rcAVreB &rc(AUB).
r€(AUB) ©non (r€AVreB) e r¢ANs¢B o rcANreB & ac(ANDB).

b) Vyplyva zo vztahov 2 € X' & 2¢ X S xclarel & 2¢() & reX.
¢) Z poznamky 1.3.1 vyplyva r€(A") & 2¢ A & €A m

Poznamka 1.3.2.
Pre konec¢ny systém mnozin Ay, As, ..., A,, n€ N a pre nekonecny systém mnozin Ay, A, As, ...maju de Morganove zakony tvar:

() Ax :UA;, UAk. =4 |4 =UJ4% [UA] =4
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

1.3.3 Zobrazenie mnozZin

Nech A # (0, B # () st mnoziny. Binarnou relaciou medzi mnoZinami A a B nazyvame kazdi podmnozinu kartezianskeho
stfinu A x B. Slovo bindrna sa v praxi ¢asto vynechava. Ak ozna¢ime tato relaciu T', potom skuto¢nost, Ze prvok [z;y| patri do relacie
T, zapisujeme vztahmi [z;y| €T, resp. zTy.

Medzi najdolezitejsie bindrne relacie patri relacia ekvivalencie.® Hovorime, Ze bindrna reldcia 7' C A x A je relaciou ekvivalencie
na mnozine A, ak je reflexivna, symetrickd a tranzitivna na mnozine A, t.j. ak plati:

a) YVeeA: [v;z]eT (reflexivnost),
b) Vx,ycA: [x;y|leT & [y;z]eT (symetria),
c) Va,y,z€A: [[z;y|€T Ny, 2] €T = [x;2]€T (tranzitivnost).

8Je potrebné ju odliovat od logickej operacie ekvivalencie.
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Poznamka 1.3.3.
Ak pouzijeme oznacenie xT'y, mdzeme tieto vlastnosti symbolicky zapisat v tvare:

Va,y,z€ A: a) 2Tz, b)aTy< yTz, c) [xTyNyTz] = 2Tz

Jednym zo zdkladnych pojmov v matematike je pojem zobrazenia (v matematickej analjze sa uprednostiiuje ndzov funkcia). Nech
A # (), B # () st mnoziny. Zobrazenim (funkciou) z mnoziny A do mnozZiny B nazyvame kazdu relaciu f C A x B s vlastnostou,
ze pre kazdé x € A existuje najviac jedno y € B také, ze [x;y| € f.

Prvok x € A sa nazyva vzor a prislusné y= f(x) sa nazyva obraz prvku x v zobrazeni [, resp. hodnota zobrazenia [ v bode
x. Casto, najméi ak hovorime o redlnych funkcidch, vzor nazyvame nezavislou premennou a obraz zavislou premennou., resp.
funk¢nou hodnotou v bode z.

Mnozinu D(f) v8etkych vzorov « € A, pre ktoré existuje y = f(z) € B, nazyvame defini¢ny obor zobrazenia f. Mnozinu H(f)
vSetkych obrazov y € B, pre ktoré existuje vzor z € A taky, Zze y = f(x), nazgvame obor hodnot zobrazenia f. To znamena, Ze

D(f)={z€A;yeB: [vyleft,  H(f)={yeB;IxeD(f): [vylef}.

Namiesto zapisu [x; y] € f sa CastejSie pouzivaju zapisy f: = — y, resp. y = f(x), resp. y = f(z): D(f) — B.

Ak ku kazdému z € A existuje obraz y € B, t.j. ak D(f) = A, potom zobrazenie [ nazyvame zobrazenie mnoziny A do mnozZiny
B (zobrazenie zobrazujice mnozZinu A do mnoziny B) a oznacujeme y = f(x): A — B, resp. f: A — B.

Nech C' € D(f), potom mnozinu f(C) = {f(x); x€C} nazyvame obraz mnoziny C' v zobrazeni f.

Poznamka 1.3.4.

Ak mame zobrazenie zadané iba predpisom, napr. y = f(z), potom pod pojmom D(f) rozumieme mnozinu vSetkych x, pre ktoré existuje
y=f(z) (t.j. maximalnu mozni mnozinu vzorov). Obor hodndt je mnozina H(f) = {f(x); z€ D(f)}, takze zapis y= f(z), x€ D(f) a
zapis y=f(x): D(f) — H(f) st ekvivalentné.

Priklad 1.3.3.

a) Relacia f = {[z;y] € R?; siny = z} nie je zobrazenie, pretoze [0;0] € f, [0;7] € f. To znamen4, Ze jeden vzor x = 0 m4 dva obrazy
y=0ay=m.

b) Reldcia f = {[z;y]€ R?; 2* + y* = —1} je zobrazenie, pretoze f = () a ) C R% Usporiadana dvojica [x;y] s danymi vlastnostami
neexistuje, t.j. kazdému vzoru je priradeny najviac jeden obraz. m

e Injektivne, surjektivne a bijektivne zobrazenie
Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je injektivne (injekcia, prosté zobrazenie), ak dva rozne vzory z mnoziny A maju rézne
obrazy z mnoziny B, t.j. ak rovnaké obrazy maji rovnaké tiez prislusné vzory (obréatend implikacia). Symbolicky to moZeme vyjadrit
Vxl,a:QEA: 1 7é1'2 = f(l’l)?éf(.fﬂg), tJ v.fEl,IBQEAZ f(xl):f(.fﬂg) = T1=T9.

Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je surjektivne (surjekcia, zobrazenie na mnozinu B), ak ku kazdému obrazu z mnoZiny
B existuje vzor z mnoziny A, t.j. ak f(A) = B. To znamend, ak Vye B dx € A: y = f(z).

Hovorime, Ze zobrazenie f: A — B je bijektivne (bijekcia, prosté zobrazenie na mnoZinu B, jednojednoznaéné zobraze-
nie), ak je injektivne a zaroven surjektivne.

Priklad 1.3.4.
a) Nech A = {a, b, ¢}, B = {p, q, r, s}. Zobrazenie f; = {[a;q|, [b;r], [¢;p]} je injekcia, ale nie je surjekcia, pretoZe s nemd vzor
(obr. 1.3.3).

b) Nech A = {a, b, ¢, d}, B ={p, q, r}. Zobrazenie fo = {[a;q|, [b;7], [¢;p|} je surjekcia, ale nie je injekcia (d nemé obraz).

c) Nech A ={a, b, ¢, d}, B ={p, q, r}. Zobrazenie f3 = {[a;q], [b;7], [c;p], [d;q]} je surjekcia, ale nie je injekcia (a, d maja rovnaky
obraz).

d) Nech A = {a, b, ¢}, B={p, q, r}. Zobrazenie f, = {[a;q], [b;7], [c;p]} je bijekcia (injekcia a stc¢asne surjekcia). m

p q r s p q r p q r p q r
: >§< : >§< : >% ! >§<
a b c a b ¢ d a b c¢ d a b c

Obr. 1.3.3: Injekcia f1, sujekcie fo, f3 a bijekcia f; z prikladu 1.3.4.
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Priklad 1.3.5.

Uvazujme zobrazenie dané predpisom f(z) = \/z. Jeho definiénym oborom je mnozina D(f) = (0; co) a oborom hodndt mnozina
H(f) = (0; o0). Zobrazenie je bijekcia a mdZeme ho zapisat v tvare f(x) = /z, x€(0; 00), resp. f(x) = /z: (0; 00) — (0; 00).
Teraz uvazujme rozne mnoziny vzorov a obrazov:

f: R—R Zobrazenie nie je injektivne ani surjektivne (r = —1 neméd obraz, y = —1 nem4 vzor).

f: (0;4) — (0; 1) Zobrazenie nie je injektivne, je surjektivne (x = 3 nemé obraz).

f: (0;2) — (0;4) Zobrazenie je injektivne, nie je surjektivne (y = 3 nema vzor).

f: (0;4) — (0;2) Zobrazenie je bijektivne. m

e Rovnost zobrazeni
Zobrazenia st mnoziny usporiadanych dvojic, takZe ich rovnost musime chapat ako rovnost mnozin. Inymi slovami f = ¢ prave
vtedy, ak plati: [z;y]€f < [z;y]€g.
Ak to zhrnieme pre zobrazenia f(z), z€ D(f) a g(z), x € D(g), dostavame, 7e zobrazenie f sa rovna zobrazeniu g prave vtedy,

ak D(f) = D(g) a pre vsetky x€ D(f) plati f(x) = g(z).
Nech M C D(f) N D(g), potom zobrazenie f, z€ D(f) sa rovna zobrazeniu g, 2 € D(g) na mnozine M prave vtedy, ak pre
vsetky x € M plati f(z) = g(z).

Priklad 1.3.6.
a) Zobrazenia f(z) = 22, g(z) = |z|* sa rovnaji na mnozine R, pretoze D(f)=D(g)=R a pre vietky = € R plati 22 = |z|°.
b) Zobrazenia f(z) =1, g(x) = ? sa nerovnaju, pretoze D(f)=R, D(g)=R —{0}. =

T

e ZloZené zobrazenie

Nech st dané zobrazenia f: A — B, g: C — D, pricom H(f) C C. Potom zobrazenie F': A — D ktoré kazdému z € A priradi
hodnotu z=g(y) € D, kde y= f(z), nazyvame zlozené zobrazenie (kompozicia, resp. zloZenie) zobrazeni | a g. Zlozené zobrazenie
zapisujeme I = g(f) = f o g, resp. F(z) = g[f(x)] = [f o g](x), z€ D(f).

Zobrazenie f sa nazyva vnutorna zlozka a zobrazenie g vonkajsia zlozka zlozeného zobrazenia g(f).

Priklad 1.3.7.
Nech A ={a, b, ¢,d}, B=A{p,q, 1 s, t}, C ={x,y, z} st mnoziny. Najdite zlozené zobrazenie F' = g[f|: A — C, ak zobrazenia
f:A— B, g: B— C (obr. 1.3.4) st definované predpismi f={[a;p], [b;p], [c;7], [d;t]} a g={[p; x|, [¢; 2], [r;v], [s;v], [t; ]}
Riesenie.

Zlozené zobrazenie F' = {[a; x|, [b;z], [c;y], [d;y]}, pretoze F(a
F(b) = glf(b)] = g(p) =z, F(c) = g[f(c)] = g(r) =y, F(d) = g]

d./.:z

Ce————o 7T
b e q
a ; p
f g f g F=g(f)

Obr. 1.3.4: Zlozené zobrazenie F' = ¢(f) z prikladu 1.3.7.

NV 3w
< N
Q@ o O Q.
Q@
< N
QS O
Vl/.
< N

Priklad 1.3.8
Ak f(z)=23: R—>R, g(x)=sinz: R — (—1; 1), potom
flg(@)] = [g(@)] =sin’z: R — (=13 1), g[f(2)] =sin f(z) =sinz®: R— (-1;1).m

Veta 1.3.4.

Ak st f: A— B, g: B — C bijekcie, potom je bijekciou tiez ' = g[f]: A — C.
Dokaz.

Injekcia.

Zobrazenia f, g st injektivne, t.j. pre vSetky x1, 29 € A, y1,y2 € B plati
T1#22 = yi1=[f(21) # 2= f(22) = 2n1=9() # 22=9(y2)-
z toho vyplyva z1=g(y1) =g[f(z1)|=F(21) # 22=g(y2) =g[f(22)]=F(z2).

Surjekcia.

Zobrazenia g, f st surjektivne, t.j. Vz€C JyeB: z=g(y) aVye B Jzc A: y = f(x).

Ak to spojime, dostavame Vze€C Jx€ A: 2 = g(y) = g[f(z)] = F(z). m
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e Inverzné a identické zobrazenie
Ak je zobrazenie y = f(z): A — B bijektivne, t.j. ak
Vizl, [vos ] €f: =y = m1=129, VyeBIzeA: [z;y]€f,

potom existuje zobrazenie z = g(y): B — A také, ze plati [x;y]€ f < [y;2]€g. Toto zobrazenie sa nazyva inverznym zobrazenim
k zobrazeniu f a oznacuje sa f L.

Poznamka 1.3.5.

Ak je zobrazenie f: D(f) — H(f) injektivne, potom je zaroven aj surjektivne (t.j. je bijektivne), pretoze plati f[D(f)] = H(f).
Inverznou funkciou k f je bijekcia f~': H(f) — D(f) takd, Ze pre vsetky x € D(f) plati y = f(z), resp. pre vsetky y € H(f) plati
x=f"(y). Je zrejmé, ze D(f) = H(f™1), H(f) = D(f™).

Priklad 1.3.9.

a) Ak f(z) =z: R — R, t.j. [v;z] € f, potom [z;z]€ f~, t,j. f(x) =2: R — R.

b) Ak f(z) =2x+3: R — R, t.j. [z; 2z + 3] € f, potom [y; 2] = [2z + 3;z] € f 1.

Z rovnosti y = 2z + 3 vyplyva z = (y — 3)/2, t.j. [y; (y — 3)/2] € f~1.

c) Ak f(z) =cotgz: (0; 7) — R, potom f~!(z) = arccotgz: R — (0; 7). m

Veta 1.3.5.
Nech zobrazenie f: A — B je bijektivne, potom plati:

a) f~': B — A je bijektivne, b) (fH) =/,

c) VyeB: flf~'(y)=v, d) Ve A: fHf(z)]=z.
Dokaz.

a) Vyplyva z definicie.
b) Zobrazenia f: A — B, f~': B — A st bijektivne, t.j. pre vietky z € A, y € B plati
[myle f & [ysale f™ lyalef™ & [ayle(fh)7
Z toho vyplyva [z;y|€ f < [wyle(f~H)7 tj f= ()"
c) Ak y € B, potom existuje x € A také, ze [z;y]€ f, [y;x]€ [, t.j. z=f"(y). Potom
[yl = [f ')yl ef,  tioy=fIf )
d) Ak x€ A, potom existuje y € B také, ze [y;z|€ 7L, [z;y] € f, t.j. y = f(z). Potom
ly;a] = [f(x);2lef™ tj o= f(z). m

Identickym zobrazenim (identitou) nazyvame zobrazenie, v ktorom sa kazdy obraz zhoduje so svojim vzorom, t.j. zobrazenie
f(z)=z, x€ D(f). Je zrejmé, ze identické zobrazenie je injektivne a zaroven surjektivne, t.j. bijektivne.

e Postupnost
Postupnostou nazjvame Iubovolné zobrazenie f s definiénym oborom N, t.j.
F =l )] s nENY = {[L £, (2 £@)], 35 B -, (s ()],
Pre jednoduchost oznac¢ime f(n)=a,, n€ N a postupnost f budeme zapisovat

{£1), f(2), f3), -, f(n), .} =A{ar, @, a3, . an, -} ={an} 2y

Hodnoty a,,, n € N nazyvame ¢lenmi postupnosti {a,} . Kazdy ¢len a, predstavuje usporiadant dvojicu [n;a,]. To znamend, ze
vzor ¢lena a, je urceny jeho poradim.
Obor hodnét H(f), t.j. mnozinu hodnét, ktoré nadobudajt ¢leny a1, as, as, . .., nazyvame mnozina hodnét postupnosti {a,} ~ .

1.3.4 Mohutnost mnoZin

Hovorime, ze mnozina A je ekvivalentna s mnozinou B3, ak existuje bijektivne zobrazenie f: A — B. Tento vztah oznacujeme
A ~ B. Skutoc¢nost, ze mnoziny A a B nie st ekvivalentné, oznacujeme A % B.

Ak st mnoziny A a B ekvivalentné, hovorime tiez, e mnoZiny A a B maji rovnakt mohutnost. V pripade, ze existuje
injektivne zobrazenie A — B, ale neexistuje bijektivne zobrazenie A — B, hovorime, e mnoZina A mA mensiu mohutnost ako
mnozina B.

Priklad 1.3.10.

a) Pre mnoziny A={1, 2, 3}, B={a, b, ¢} plati A ~ B. Bijekciou je napriklad zobrazenie f={[1;a], [2;b], [3;¢]}.

b) Pre mnoZiny prirodzenych a celych éisel plati N ~ Z. Dokazuje to bijekcia f: N — Z definovana vztahmi f(n) = n/2 pre ne N
parne a f(n) = —(n—1)/2 pre n€ N nepérne.

c) N # R, pretoze neexistuje bijekcia N — R (N ma mensiu mohutnost ako R).

d) (—m; m) ~ R, pretoze zobrazenie f(x)=2tgz: (—7m; m) — R je bijekcia. m
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Mnozina A sa nazyva nekonecéne spocitatelna, ak je ekvivalentna s mnoZinou prirodzenych ¢isel, t.j. ak A ~ N. Ak je mnoZina A
nekonec¢ne spocitatelnd alebo konecnd, potom ju nazyvame spocitatelna. V opacnom pripade, t.j. ak nie je spoc¢itatend, ju nazjvame
nespoditatelna a hovorime, Ze ma mohutnost kontinua.

Poznamka 1.3.6.

Mnozina A moze byt kone¢né alebo nekonecnd, resp. na druhej strane spocitatelnéd alebo nespocéitatelna (vid tab. 1.3.4).

Mnozina A je kone¢nd prave vtedy, ak je prazdna (t.j. A=) alebo je kone¢ne spocitatelnd (t.j. A ~ {1, 2, ...,n}, kde n€ N). Ked nie
je kone¢nd, potom je nekonecne spocitatelna (t.j. A ~ N={1, 2, 3, ...}) alebo je nespocitatelna.

mnozina {

Tab. 1.3.4: Konecnd, nekonecnd, spocitatelnd, nespocitatelnd mnozina.

prazdna

’

konecné {

konec¢ne spocitatelna } spocitatena
nekonecne spocitatelna } mnozina

nekonecna { » .
nespocitatelna

Priklad 1.3.11.
a) Mnozina celych ¢isel Z je spocitatelna. Vyplyva to z prikladu 1.3.10.

b) Mnozina parnych prirodzenych ¢isel je spocitatelnd, t.j. {2n; n€ N} ~ N. Danou bijekciou je napriklad zobrazenie f: N —
{2n; n€ N} dané predpisom f(n)=2n.

¢) Mnozina hodnot Tubovolnej postupnosti {a,} -, je spocitatelna. m

Veta 1.3.6.
Ak st mnoziny A, B spocitatelné, potom st spocitatelné tiez mnoziny AU B, Ax B a kazda podmozina C' C A.

Priklad 1.3.12.

a) Mnoziny N x N = {[ny;no] ; n1,ne €N}, Q = {m/n; meZ ne N} su spocitatelné.

Bijekciou F': NxN — @ je napriklad F([n1;ns]) = f(n1)/ne, pricom f(ny) = n1/2 pre ny parne a f(ny;) = —(n1—1)/2 pre n; nepérne.
b) Nespocitatelné st napriklad (a; b), (a; b), (a;b), (a; b), R, R*, [=R— Q. m

Cvicenia
1.3.1. Nech X #(). Dokézte, ze pre lubovolné mnoziny A, B,C' C X plati:
a) (ANC)—BJU[(AAB) — C|={[AABJU[CN(A—-DB)]} —[Bn(C— A)],
b) [(ANC) - BJU[(AAB) - C]Cc (A-B)U(AuC).
1.3.2. Nech A = {1, 2, 3, 4}, B = {1, 2, 3, 4, 5}. N4jdite potenéné mnoziny 24 a 25.
1.3.3. Nech n€ N a nech A, = {1, 2, ..., n}. Kolko prvkov a kolko podmnoZin maji mnoziny A,, A2, A3 ..., A* kde ke N?

1.3.4. Nech X #() a nech A, B,C C X. Ktoré z uvedenych vztahov st pravdivé:

a) AC (ANB), b) AcC (AUB), c) (A—B) C A,

d) (A—-B)C B, e) (A—B)UB =B, f) (A—B)NnB =B,
g) (A—B)UA=A, h) (A-B)NA=A, i) (A-B)UB=A,
j) (A-=B)NB=A, k) (A-B)NA=B, ) (A-B)NnB=10

1.3.5. Nech X #{) a nech pre mnoziny A, B, C, D C X platia vztahy AUB’ C C, (AN B)'UD = A’U B. Zistite, ktoré z mnozin A’'UC,
BU(D - A), DA(ANC), (D — B)' st za tohto predpokladu viazané vzfahom inkltzie alebo rovnosti mno#in.

1.3.6. Nech X #( anech A, B,C C X.Ozna¢me P = [AA(B'—C")|N(AUB), Q = [AU(B'NC)|A(BUC) a R = [A—(B'AC)|N(B'UC).
Zistite, ¢ existuje medzi niektorymi z mnozin P, ), R vztah inklizie alebo rovnosti.

1.3.7. Nech X #0( a nech pre A, B,C,D C X plati (AAB) C (C — D), (AND)N[AU(CAD)] = 0. Co mdZeme tvrdit o vzdjomnych
vztahoch medzi mnozinami AU B, BN D" a AAC?

1.3.8. Nech A ={1, 2, 3,4}, B={a, b, ¢}, C ={1, 5, a, b, h}. Napiste vSetky prvky mnozin A x B, Ax C, Ax B x C.
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1.3.9. Nech A = {z: z€ N,z < 16} anech Ay, A3, A5 C A st také, ze As obsahuje vSetky parne ¢isla, A3 obsahuje vSetky ¢isla delitelné
tromi a A5 obsahuje vSetky ¢isla delitelné piatimi. Urcte nasledujiice mnoziny:

a) AQ—A3, AQ—A5, A3—A5, b) Ag—AQ, A5—A2, A5—A3,

C) AQUA?), AQUA5, A3UA5, d) AQﬂA3, AQﬂA5, A3ﬂA5,

e) AsNA;NAs, Ay U AU As, £) AsAAy, AsAAs, AsAAs,

g) (A2 NA3)UA;5, (AxU Az) N As, h) (A2 N A5)UAs, (AU A5) N As,

1) (AgﬂAg,)UAg, (A3UA5)ﬂA2, J) (Ag— 5)UA2, (Ag—AE,)ﬂAQ,
k) (A2 As) U (A3 N As), 1) (A2 — A;3) U (45 — Az),
IIl) (A2 U Ag) (A2 N A3), Il) (A2 U A3) (Ag U A5)

1.3.10. Graficky zndzornite mnoziny a) — n) z prikladu 1.3.9.

1.3.11. Nech X #(). Dokézte, ze pre vietky A, B,C, D C X plati:

a) ACB & AUB=B, b) ACB & ANB=A,

c) ACB & A—B=1, d) AC(AUB), (ANB) C A4,

e) AcC,BCD = (AUB)C (CUD), fy AcC,BcD = (AnB)cC (CnD),

g)ACCBCO:>(AUB)CC h) ACB,AcCC = AcC (BNOQO),

i) AcB = (C—-B)cC(C—-A), j) ACB = (A-C)cC(B-0).
1.3.12. Nech X #(). Dokézte, ze pre vietky A, B,C C X plati:

a) AAB=(AUB)— (AN B), b) AN(BAC)=(ANB)A(ANC),

¢) AA(BAC) = (AAB)AC, d) AA(ANB)=A- B,

1.3.13. Nech X #() anech A, B,C, D C X. Zistite, ktoré z rovnosti si pravdivé:
a) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
b) (AxB)U(C x D)= (AUC) x (BUD,).

1.3.14. Uvazujme mnoziny A={1,2,3,5,7}, B={1,3,7,9}. Rozhodnite, ¢i mnoziny:
a) fi={[1;1], [1;3], [3; 1]}, b) fo={[2:3], [3;:2], [1;
o) fs={[1:1], [3;3], [7;7]. [7; 9]}, d) fa={[1;1], [1;3], [1;

su relaciami medzi A a B, resp. B a A. Zistite, v ktorych pripadoch st zobrazenim.

1.3.15. Uvazujme relaciu f={[z; y]€ Rx R; 2* — 4y*=0}. Rozhodnite, ktoré z usporiadanych dvojic [1;2], [2;1], [1;1], [-1;2], [-2; 1],
[1;—2], [2; —1], [-1;1], [-2; —1] patria do relacie f.

1.3.16. Nech je dand mnozina A={a, b, c,d, e}. Definujte relaciu f € A? tak, aby bola:
a) reflexivna, symetrickd a tranzitivna, b) reflexivna, symetrickd, nie tranzitivna,
c¢) reflexivna, tranzitivna, nie symetricka, d) symetricka, tranzitivna, nie reflexivna.

1.3.17. Nech A je mnozina vSetkych priamok v rovine. Urcte, ¢i st ekvivalenciami relacie:
a) rovnobeznost dvoch priamok, b) kolmost dvoch priamok.

1.3.18. Dokazte, ze platia nasledujtce ekvivalencie mnozin:
a) (0;1)~(0;1), b) (05 1) ~(0; 1), c) (051)~(=1;1), d) (0;1) ~ 12,
e) (051)~(0;1), f) (051)~(0; 1), g) R~1, h) R~ R%

1.3.19. Rozhodnite, ktoré z mnozin s spocitatelné a ktoré nespociatelné:

a) (0;1)NQ, b) (0;1)N1, c) (05 1)x{0,1}, d) (0;1)xQ.
1.3.20. Nech A je spocitatelnd mnozina, akii mohutnost ma mnozina vietkych jej podmnozin 247

1.3.21. Dokéazte, ze mnozina {ag + a;x + asx?® + - - + @, 2" ; ag, ay, . .., a, €Q}, t.j. mnozina vsetkych polynémov stuptia najviac n
(n€ N) s racionalnymi koeficientami, je spocitatelna.

, Tati, bila té nékdy tvoje maminka?*
, Ne, jenom tvoje.“
tiryvok z filmu SLUNCE, SENO A PAR FACEK

, Mi Fekni, prosim t€é, co na tom chlastu mas?*
,Ja ti to feknu a ty zacnes chlastat taky.“
aryvok z filmu SLUNCE, SENO A PAR FACEK
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Cakal som to, ale nie tak skoro!
NAHROBNY NAPIS

Miady gentleman, ktory sa chce ozenit, by sa rad zoznamil
so sktisenym muzom, ktory by ho od tohto kroku odradil.
inzerdt v londynskych TIMES [1896]

Ach mili priatelia, priatelia neexistuju!
ARISTOTELES

Rec¢nik mé vycerpat tému, nie posluchacov.
WINSTON CHURCHIL

Mam rad pracu, priam ma fascinuje.
Celé hodiny vydrzim sa na 1u divat.
JEROME K. JEROME
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Kapitola 2

Realne ¢isla

2.1 Algebraické vlastnosti realnych cisel

2.1.1 Uvodné poznamky

Mnoziny, s akymi sa stretavame v praxi, su dolezité nielen preto, ze sa skladaju z urcitych prvkov, ale hlavne preto, ze tvoria urcita
struktiru. Ak hovorime o mnozine celych ¢isel, nemyslime tym iba ¢isla, ale aj ich porovnéavanie a operacie na nich definované (s¢itanie,
odcitanie, ndsobenie). V tejto kapitole sa budeme venovat redlnym ¢islam ich vlastnostiam. Mnozinu redlnych ¢isel budeme oznacovat
symbolom R.

Nech A je neprazdna mnoZina, potom zobrazenie, ktoré kazdej usporiadanej dvojici [a;b] € Ax A = A? priradi prvok z mnoziny A,
t.j. zobrazenie ¢: A x A — A, nazyvame binarna operacia (definovana) na mnozine A. Vysledok operacie ¢ vykonany na prvkoch
a,b € A oznacujeme p(a,b).! V praxi sa bindrne operécie spravidla oznac¢uji $pecidlnymi symbolmi, napr. +, -, U, N, A a podobne.
Vtedy namiesto ¢(a,b) piseme a+b, a-b, MUN, MO N, pAq.

Priklad 2.1.1.
Nech X #0 a 2% = {A; A C X} je potenénd mnoZina mnoziny X. Symboly U, N, —, A predstavuji bindrne opericie definované na
mnozine 2%, st to zobrazenia z mnoziny 2% x 2¥ do mnoziny 2X. Doplnok mnoziny je unarna operacia 2%* — 2% . m

2.1.2 Axiomy realnych cisel

Jednym zo zékladnych pojmov, s ktorym sa stale stretavame, je ¢islo. Pojem disla je intuitivne jasny asi kazdému c¢loveku.

NajrozsiahlejSou ¢iselnou mnozinou je mnozina komplexnych ¢isel, ktora obsahuje tzv. imaginarne ¢isla a oznacuje sa pismenom
C. Najdolezitejsou mnozinou je jej podmnozina, ktortt nazyvame mnozina realnych c¢isel. Mnozinu redlnych ¢isel definujeme ako
celok s reldciami, operaciami a ich vlastnostami. Zaddvame ich pomocou tzv. axiém realnych ¢isel. Pokial nepovieme ina¢, budeme
pod pojmom ¢islo, rozumiet ¢islo realne.

e Rovnost &isel

Zékladnym vztahom medzi ¢islami je relacia rovnost dvoch ¢isel, ktort znac¢ime symbolom =. Hovorime, Ze ¢islo a sa rovna ¢islu
b (¢isla a, b sa rovnaji) a zapisujeme a=0b, ak vyrazy a, b vyjadruju to isté ¢islo. Ak neplati a =b, potom hovorime, Ze ¢islo a sa
nerovna ¢islu b (¢isla a, b sa nerovnaja) a zapisujeme a#b.

Rovnost dvoch ¢isel je relaciou ekvivalencie na mnozine R, t.].

Va,b,ce R: a=a, a=b & b=a, (a=bAb=c) = a=c.

e Axiomy scitania a nasobenia
S¢itanie dvoch ¢isel + je bindrna operacia, ktord dvom danym ¢islam (s¢itancom) priradi jednoznacne tretie ¢islo (ktoré
nazyvame sucet cisel a a b, oznacenie a+b).
Nasobenie dvoch ¢isel - je bindrna operécia, ktord dvom danym ¢éislam (€initelom) priradi jednoznac¢ne tretie ¢islo (sti¢in éisel
a a b, oznacenie a-b=ab).
Pre vsetky a, b, c€ R plati:

(S1) a+b=b+a, (N1) a-b=b-a,

(52) (a+b)+c=a+(btc), (N2) (a-b)-c = a-(b-c),

(83) J0€RVacR: a=a+0, (N3) JN1eRVYacR: a=al,

(S4) VaeR IzeR: 0 =a+z, (N4) VaeR,a#0 AyeR: 1 =a-y,
(D) (a+b)-c=(ac)+ (b-c)=ac+ bc.

Axiémy (S1), (N1) nazfvame komutativny zakon. Axiémy (S2), (N2) nazyvame asociativny zakon. Cislo 0 nazyvame nula
(nulovy prvok), ¢&islo x nazyvame opac¢né éislo k &islu a a zna¢ime = —a. Cislo 1 nazjvame jednotka (jednotkovy prvok), &islo

INech n€ N, potom zobrazenie ¢: A™ — A nazjvame n-narnou operaciou na mnozine A. Ak n=1, potom hovorime o unirnej operacii.
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y nazyvame inverzné (obratené) ¢islo k ¢islu a a znadime a™! = 1/a. Axiému (D) nazjvame distributivny zakon nasobenia
vzhladom na séitanie.

e Axiomy usporiadania

Charakteristickym znakom reéalnych ¢isel je, Ze ich méZeme podla velkosti porovnavat a usporiadat. Nech a, b s redlne ¢isla, potom
vyraz a < b vyjadruje, ze €¢islo a je mensie ako ¢islo b. Relaciu < nazyvame mensi, spolu s fiou je zaroven definovana aj relacia

[T 9 T NI A AL LG O J S A A 4 AT S

(Ul) Plati prave jeden zo vztahov a <b, a =10, b< a,
(U2) (a<bAb<c) = a<ec, (U3) a £ a, t.j. neplati a < a,
(U4) a<b = atc<b+c, (U5) (a<bAN0<c) = ac<be

Poznamka 2.1.1.
Nech A je neprazdna mnozina a T je bindrna relacia definovanad na mnozine A, na ktorej platia axiémy (U1), (U2), (U3). Relaciu T
potom nazyvame usporiadanie a mnozinu A nazyvame usporiadana mnozina. To znamend, ze mnoziny R, N, Z, () su usporiadané.

Ak pre a,b€ R plati a < b alebo a=b, potom piSeme a < b (a je mensie alebo rovné b). Ak plati a > b alebo a=b, potom piseme
a > b (a je viicsie alebo rovné b).

Redlne ¢islo x sa nazyva kladné [resp. nezaporné], ak plati x > 0 [resp. > 0] a zaporné [resp. nekladné|, ak = < 0 [resp.
x < 0]. Cislo 0 je nezdporné a stcasne nekladné. Mnoziny vSetkych kladnych, zapornych, nezapornych a nekladnych ¢&sel oznacujeme

Rt={zeR;2>0}, R ={z€R; r<0}, Rf={z€R; x>0}, Ry={xeR; 2<0}.

e Axiéma o najmensSom hornom ohraniceni

Nech A C R. Hovorime, Ze ¢islo a € R je horné [resp. dolné] ohrani¢enie mnoziny A, ak pre vSetky prvky =z € A plati z < a
[resp. b < x].

Mnozina A sa nazyva ohrani¢ena zhora [resp. zdola], ak existuje aspoii jedno jej horné [resp. dolné] ohranicenie. Mnozina A sa
nazyva ohranicena, ak je zdola aj zhora ohrani¢end. Ak mnozZina A nie je ohrani¢end, nazyva sa neohranicena.

Nech A C R. Ak a € R je horné [resp. dolné| ohrani¢enie mnoziny A a zarover plati a € A, potom a nazyvame najvicsi prvok
(maximum) [resp. najmensi prvok (minimum)] mnoziny A a ozna¢ujeme a = max A [resp. ¢ = min A].

Najmensie z hornych ohranic¢eni mnoziny nazyvame suprémum mnoziny a najvicsie z dolnych ohranic¢eni nazyvame infimum mno-
7ziny.?
Hovorime, ze o € R je suprémum mnoziny A a oznacujeme a=sup A, ak plati:

i) VeeA: z <aq, ii) VbeR: (VxeA: x<b)=a<bh
Hovorime, ze § € R je infimum mnoziny A a oznacujeme =inf A, ak plati:

i) VeeA: g <u, i) VbeR: (VxeA:b<zx)=0b<p.

Axiéomu o najmensom hornom ohraniceni (o supréme) moézeme formulovat gramatickou vetou: ,,Kazda neprazdna zhora

ohranicena podmnozina mnoziny realnych c¢isel ma realne suprémum.”, t.j.

(AH) VACR,A#(: (3aeRVxeA: x <a) = Ja=supAER.

2.1.3 Dosledky axiom realnych cisel

Nech a, b€ R, potom odéitanim dvoch éisel — nazgvame bindrnu operaciu, ktora ¢islu a (mensenec) a ¢islu b (mensitel) priradi
¢islo z € R také, 7e b+ x = a. Cislo z nazyvame rozdiel &isel a a b a zapisujeme ho v tvare x = a + (—b) = a — b.
Nech a,b € R, b# 0. Delenim dvoch ¢isel : nazyvame operdciu Rx R — {0} — R, ktora ¢islu a (delenec) a ¢islu b (delitel)

priradi ¢islo y € R také, Ze plati rovnost by =a. Cislo y nazjvame podiel &isel a a b a zapisujeme hoy =a-b' =a:b=a/b =

Z-

Veta 2.1.1. S
a ¢ a ¢ a c
Nech a,b,c,de R, b#0, d#0, potom: a) 7= 7 < ad = be, b) 3+8— I

Poznamka 2.1.2. 4
Podiel ¢isel a a b, b#0 v tvare a/b = 7 nazyvame zlomok s €itatelom a a menovatelom b. Postup opisany vo vete 2.1.1 b) sa

nazyva uprava dvoch zlomkov na spolo¢ného menovatela.

2Vlastnost i) znamena, 7e « [resp. 3] je horné [resp. dolné| ohrani¢enie mnoziny A a vlastnost ii) znamen4, %e kazdé iné horné [resp. dolné] ohranicenie

.....
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e Ciselné mnoziny
Cisla 1,2=1+1,3=2+1,4=3+1, ..., n=(n—1)+1, ... nazyvame prirodzené. Mnozinu, ktora obsahuje vietky prirodzené ¢isla,
nazyvame mnozina prirodzenych ¢isel a oznac¢ujeme ju N. Symbolicky ju mozeme vyjadrit
N={1,2,3,...,n,n+1,n+2,...}.
Celymi ¢islami nazyvame ¢isla, ktoré sa daji zapisat ako rozdiel dvoch prirodzenych ¢isel. Mnozinu, ktoréa obsahuje vSetky celé

¢isla, nazyvame mnozina celych ¢isel a oznacujeme ju znakom Z. Do mnoziny Z patria vSetky prirodzené ¢isla, vSetky ¢isla k nim
opac¢né a ¢islo 0. To znamen4, Ze plati®
Z={m-n;mneN}={0,+1,+£2 +3, ..., +n,...}.
V mnozine celych ¢isel Z nie je pre m,n€ Z, n#+1 definovany podiel m/n. Kazdé ¢islo, ktoré sa da vyjadrit ako podiel dvoch celych
¢isel m/n, n # 0, nazyvame racionalne ¢islo. MnozZinu, ktora obsahuje vSetky raciondlne ¢isla nazyvame mnozina racionalnych
¢isel a oznacCujeme symbolom ().

Cisla, ktoré nie st racionalne, naz§vame iracionilne. Medzi iracionalne &sla patria napriklad v/2, v/3, 7. Mnozinu obsahujtcu
vSetky iracionalne ¢isla nazyvame mnozina iracionalnych ¢isel a ozna¢ujeme symbolom /. Potom plati

QZ{%;m,neZ, n;«éo}, I=R-Q.

Poznamka 2.1.3.
Je zrejmé, Zze podiel dvoch raciondlnych ¢isel s nenulovym menovatelom je opit racionalne ¢islo. Raciondlne ¢islo moze mat viacero

3 1 0,7
O h 1 d 1 . = = = — = ’ .
roznych vyjadreni, napr. 0,5 6 2 14
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Na druhej strane suéin a podiel dvoch iracionalnych &sel nemusi byt iracionalne ¢islo, napr. v/2-v/2 = 2, 7\/2_ = 2.
Priklad 2.1.2.
Dokézte, 7e v/2 je iracionalne &slo.
Riesenie.
Dokazeme sporom.
Nech /2 je racionélne é&islo, t.j. v/2 = m/n, kde m,n € N st nestdelitelné ¢isla. Potom 2=m?/n?, t.j. 2n®> =m?2. To znamena, e 2|m,
t.j. m=2k, kde k € Z. Z toho vyplyva 2n? = m? = 4k?, resp. n® = 2k*. To znamena, Ze 2|n. Takze ¢isla m, n st stdelitelné &slom 2.
To je spor, z ktorého vyplyva v/2¢ Q. m

Kazda podmnozina usporiadanej mnoziny je tiez usporiadana, t.j. mnoziny N, Z, ), [ = R—() st usporiadané. Mnozina komplexych
¢isel C' usporiadana nie je.
Priklad 2.1.3.

Mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel N je zhora neohranicend, t.j. nie je ohranicena zhora a nie je ohranic¢ena. Mnozina vsetkych celych
¢isel Z je zhora aj zdola neohranicena. m

Veta 2.1.2.
Nech A C R, A#(), potom (pokial existuji) plati min A = inf A, max A = sup A.

Dokaz.
KedZze max A € A, potom z vlastnosti i) supréma vyplyva max A < sup A. Na druhej strane je max A horné ohranicenie A. Z vlastnosti
ii) vyplyva sup A < max A. Z toho vyplyva max A = sup A. Pre minimum je dokaz analogicky. m

Aj ked je mnozina redlnych c¢isel R nekonecnd, vSetky jej prvky su konecné, pretoze pod pojmom ¢islo rozumieme konecné ¢islo.
To znamené, Zze pocet prvkov mnoziny nemozeme vyjadrit ¢islom. Preto mé zmysel rozsirif mnozinu R o prvky minus nekonecno a
(plus) nekonecno, ktoré oznacujeme symbolmi —oco a co. TGto mnozinu nazyvame rozsirend mnozina realnych ¢isel a znacime
R* = RU{—00,00}.
Poznamka 2.1.4.
Operécie séitania, od¢itania, ndsobenia, delenia a relaciu usporiadania <, ktoré sme definovali pre redlne ¢isla, mozeme rozsirit aj pre
prvky mnoziny R*.
Pre vsetky a € R plati —oo < 00, —00 < a < 00.
Pre vsSetky a,b€ R, b > 0 definujeme vyrazy

00+00=00, —00—00=-—00, azxoo==00,
+00 - 00 = +00, —00-(—00) =00, =£b-o0 =200, =£b-(—00)= Fo0,
a 00 —00
T
+ + /
Nedefinujeme vyrazy* oo — oo, 400 -0, OO, OO, OO, g.
oo Foo 0 0

3Symbol +n vyjadruje éslo n a zaroven opac¢né ¢islo —n. V praxi sa pouziva tiez symbol Fn, ktory vyjadruje ¢islo —n a opaéné ¢islo n.
4Nazjvajl sa neurc¢ité vyrazy a blizsie sa im venujeme na strane 106.
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Z definicie infima a supréma je zrejmé, ze kazda mnozina A C R mdze mat najviac jedno infimum a najviac jedno suprémum. Ak je
mnozina A zhora ohranic¢end, potom na zaklade axiémy (AH) plati sup A€ R. V opa¢nom pripade definujeme sup A = co. Analogicky
ak je mnozina A zdola ohranicend, potom inf A€ R a v opa¢nom pripade definujeme inf A = —o0.

Poznamka 2.1.5.
Ak A =), potom kazdé a € R* je hornym a zaroven aj dolnym ohrani¢enim mnoziny ().
To znamen4, Ze najmensie z hornych ohranic¢eni je —oco a najvicsie z dolnych ohraniceni je oo, t.j. sup() = —oo, inf ) = co.

Nech A C R, c€ R, potom ozna¢me symbolmi —A, cA mnoziny

—A={—z;rvcA} ={r; —xvcA}, cA={cx;rcA}.

Veta 2.1.3.
Nech A C R, A#(, potom: a =sup A< —a =inf (—A), f=inf A& —3 =sup (—A).

Veta 2.1.4.
Nech A C B st neprazdné realne mnoziny, potom inf B < inf A, sup A < sup B.

e Intervaly

NajcCastejsimi mnozinami, s ktorymi sa stretavame st intervaly a ich zjednotenia. Nech a,b € R, a < b, potom ohranicenymi
intervalmi s krajnymi bodmi a a b (s lavym krajnym bodom a a pravym krajnym bodom b) nazyvame mnoziny:

(a;b) ={z€R;a<z<b} uzavrety interval,
(a;0) ={z€eR;a<z<b}, zlava uzavrety a sprava otvoreny interval®
(a;b) ={zeR;a<x<b}, zlava otvoreny a sprava uzavrety interval,
(a;b) ={r€eR; a <z <b}, otvoreny interval.

Ak I je ohrani¢eny interval, potom dlzkou intervalu / nazyvame ¢islo d; = b — a.
Neohrani¢enymi intervalmi s krajnym bodom a € R® nazyvame mnoZiny:

(—ocs a) = {reR; x < a}, (a; o) = {zreR; a < ),
(—o0;a) ={zeR;z <a}, (a; 00) ={z€R;a<x}.
Mnozinu R zvykneme zapisovat ako neohraniceny interval (—oo; oo) = {z€ R} = R.
Vsetky predchadzajiice intervaly nazyvame nedegenerované. Ak a = b, potom intervaly nazjvame degenerované. St to intervaly’

(a;a)={reR;a<z<a}={a}, (a;a)={zeR;a<z<a}=0.

e Princip suvislosti

Usporiadani mnozina M # () sa nazyva husto usporiadana, ak pre vSetky prvky a,b€ M, a < b existuje prvok c € M taky, Ze
a<c<b.

Veta 2.1.5.
Mnozina R je husto usporiadand, t.j. pre vsetky a,b€ R, a < b existuje ce R, 7e a < ¢ < b.
Dokaz.
” s , a+0b
Nech a,be R, a < b, potom staci polozit napriklad ¢ = .m

Poznamka 2.1.6.

Mnozina racionalnych ¢isel Q je tiez husto usporiadana. Lenze medzi dvomi raciondlnymi ¢islami existuju medzery, ktoré vypliaja
iracionélne ¢isla. Geometricky si to mozeme predstavit tak, ze ak bude bod prebiehat ¢iselnou osou iba po racionalnych ¢islach, potom
jeho pohyb nebude ,spojity“ (stvisly).®

Mnozina A C R sa nazyva suvisla, ak pre vSetky a,b€ A, a < b, plati (a; b) C A.
Poznamka 2.1.7.

Z definicie vyplyva, ze kazdy interval v mnozine R je stvisld mnozina.
Mnoziny N, Z, @), I a vSetky ich podmnoziny nie st suvislé.

SIntervaly (a; b) a (a; b) stru¢ne nazyvame polouzavreté, resp. polootvorené.

63 Tavym, resp. pravym krajnym bodom a.

"Pokial nebude povedané ina¢, budeme pod pojmom interval rozumiet nedegenerovany interval.

8V geometrii chapeme stvislost mnoziny tak, Ze s kazdymi dvomi bodmi obsahuje aj Gse¢ku medzi nimi.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 26 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



2.1. ALGEBRAICKE VLASTNOSTI REALNYCH CISEL MATI—S

Veta 2.1.6 (Princip suvislosti).
Ak A C R je suvisla mnozina a obsahuje aspon dva roézne body, potom A je interval.

Dokaz.

Sporom. Nech A je suvisld, obsahuje aspon dva body a nie je interval.

KedZe A nie je interval, potom existuji a,b€ A, c¢ A také, ze a < ¢ < b, t.j. c€(a; b).
Zo suvislosti A vyplyva (a; b) C A, t.j. c€{a; b) C A. Dostali sme spor c€ A. m

Mnozinu R mozeme reprezentovat priamkou. Zvolme v rovine priamku p a na nej dva body O, J tak, aby vzdialenost |OJ| = 1. Ak
bod P lezi na polpriamke O.J, potom mu priradime ¢islo zp = |OP|. V opa¢nom pripade mu priradime ¢islo 2p = — |OP|. Je zrejmé,
ze to = 0 a z; = 1. Priamku p nazyvame realna ¢iselna os, bod O nulovy bod a bod J jednotkovy bod (obr. 2.1.1).

(—o0; —3) (—2;0,5) (1;2.5) (m; 00)
L ] [  J [ O O
O J P
— 00 ® ® } ® ® O o—ij ® ® —e (0. ]
-2
4 -3 P9 0 1 V2 9 3 TPy

Obr. 2.1.1: Redlna diselné os.

e Archimedov a Cantorov princip

Archimedov princip sa zvykne tiez nazyvat Archimedova vlastnost realnych ¢isel a je dolezitym dosledkom axiémy o najmensom
hornom ohrani¢eni (AH). V niektorych tedriach sa Archimedov princip spolu s Cantorovym principom povazuji za axiémy.

Veta 2.1.7 (Archimedov princip).
Nech a€ R, z€ R, x > 0, potom existuje k€ Z také, ze kr <a < (k+1)x.

Ak polozime x = 1, potom pre kazdé a € R existuje k € Z také, ze plati k < a < k + 1. Cislo k nazyvame cela ¢ast ¢isla a a
oznacujeme |a], resp. [a], resp. Int a. Rozdiel a — |a| nazyvame lomenou ¢astou ¢&isla ae R (vid obrazok 2.1.2).

a
) la )
a—|al
1 ——0 /0 1
a // //
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 a
—o0—1 =il
——o0 —2 —2

Obr. 2.1.2: Cela a lomené c¢ast &isla a.

Veta 2.1.8. .
Nech a€ R, a > 0, potom existuje n€ N také, ze — < a.
n

Dokaz.
Kedze a=! > 0, potom existuje n€ N také, ze n—1<a ' <n,tjn't<am

Veta 2.1.9.
Nech a,be R, a < b, potom existuju s€Q, vel také, ze s€(a; b), ve(a; b).
Dokaz.

1
KedZe b — a > 0, potom existuje n€ N, Ze — < b — a. Potom existuje k € Z také, ze
n

k k+1 k1 1
E<na<k+1 tj —<a< * =—+—<a+—-—<a+(b—a)=0.
n n non n

To znamend, 7Ze staci polozit s = (k +1)/n, s€Q.
Kedze a — /2 < b — /2, potom existuje sq€Q také, ze plati a — /2 < so < b — /2.
Je zrejmé, 2ea<so+\/§<b, U:So+\/§¢Q.l
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Veta 2.1.10.
Nech r€ R, potom sup{s; s€@Q, s<r}=r, sup{s;sel, s<r}=r.

Priklad 2.1.4.
Pre mnozinu racionalnych ¢isel A = {xe Q;x<V2 } plati sup A = v/2¢ Q.
To znamend, ze axiéma (AH) v mnozine racionalnych ¢isel () neplati. m

Veta 2.1.11 (Cantorov princip vloZenych intervalov).
Nech {(a,; b,)},—, je postupnost uzavretych intervalov takych, ze pre n = 1,2,3,... plati (a,41; bot1) C (an; by). Potom existuje

o0

aspor jedno c€ R, ktoré lezi vo vSetkych intervaloch {(a, ; b,), n =1,2,3,..., t.j. pre ktoré plati ce€ ﬂ {(ap ; by).

n=1
Ak navyse pre kazdé € > 0 existuje n€ N také, ze b, — a,, < €, potom existuje prave jeden taky bod c€ R.

Dokaz.
Ozna¢me A = {a,; ne N}, B ={b,; ne N}. Je zrejmé, Ze pre vSetky j, k€ N plati a; < by. Z toho vyplyva, ze pre vsetky ne€ N plati

a, <supA <inf B <b,, tj. ce ﬂ (ay; by) = (sup A; inf B) .
n=1

Jednozna¢nost ¢. Ozna¢me d = inf B —sup A, D = {d}. Je zrejmé, ze d > 0.
Nech pre vsSetky € > 0 existuje n€ N také, ze b, — a,, < €. Potom plati
0<d=infB—-supA<b,—a,<e, tj DCR ={e;e>0}.

Z toho vyplyva (veta 2.1.4) 0 < d =inf D < inf Rt =0, t.j. 0 = d. To znamen4, ze inf B = sup A a existuje jediné ¢ = inf B = sup A.
|

Priklad 2.1.5.
Postupnosti uzavretych intervalov {<—l 4 >}ZO:1, {<—1 — % 1+ %>}Z°:1 spltiaji predpoklady vety 2.1.11 (obr. 2.1.3) a plati

n'’n
00

N2b =0 N1-2i1ed) =L

|
Jun
|
N|=
[N

1 e I 0 1oL

S|=
Wl
=
[SIES
Nl
[N}

Obr. 2.1.3: Obrazok k prikladu 2.1.5.

Poznamka 2.1.8.

Cantorov princip vloZenych intervalov sa v matematike vyuziva ¢asto. Postupnost vloZenych intervalov sa spravidla konstruuje metédou
bisekcie.” Pri tejto metéde sa interval (a; b) postupne deli na dva rovnaké podintervaly. Z nich sa vyberie vhodny interval a ten sa
opét deli na dva podintervaly. Tento postup sa opakuje dovtedy, kym sa nedosiahne pozadované presnost.

e Absolitna hodnota a signum ¢isla

Nech a € R, potom absoliitnou hodnotou ¢isla a nazyvame ¢islo |a| = max {—a,a}. To znamend, ze plati |a|] = a, ak a > 0 a
la| = —a, ak a < 0 (vid obrazok 2.1.4).

Veta 2.1.12.
Pre vsetky a,b, c€ R, ¢c#0 plati:

a) |a| 20, [a]=0 < a=0, b) |—a| = lal, c) |ab| = |al- 0],

d) la/c| = lal /|, e) la+b| < |af+ b, £) laf = 1b] < |a+0].
Dokaz.

a), b), ¢), d) Doékaz vyplyva priamo z definicie.
e) Tato nerovnost nazyvame trojuholnikova. Zo vztahov +a < |a|, £b < |b| vyplyva
a+b<la|+b<fa|+ 0],  —a—-b=—a+(=b)<la|+(=b) < |a[+]b].
To znamend, Ze |a + b| = max{a + b, —a — b} < |a| +|b].
f) Ak dosadime do nerovnosti e) redlne ¢isla —b, a + b, dostaneme
|=b+ (a+b)| < |- +|a+b] < |a] <|b]+|a+0b], t.j. |a]—|b] <|a+0f.m

9V literattire sa mozeme stretnit aj s nadzvom chytanie leva na pusti.
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Veta 2.1.13.
Ak a€R, a > 0, potom plati: |z|<a <— —a <z <a.

Poznamka 2.1.9.
Vyraz |z — a| predstavuje vzdialenost bodov a a z. Ak § > 0, potom plati
lt—a| <0 <= —<r—a<d <= a—d6<zx<a+d < z€{a—0;a+)9).

Veta 2.1.14.
Mnozina A C R je ohranicena prave vtedy, ak existuje a € R také, Ze pre vSetky = € A plati |z| < a.

Dokaz.
NP_.: Mnozina A je ohranicend, t.j. existuju Cisla ci,co € R také, Ze pre vSetky z € A plati ¢; < x < c¢y. Potom stac¢i polozit
a = max {[c1], [ea]}.

PP_: Je zrejmé, ze pre vsetky x € A plati —a < x < a, t.j. A je ohranicena. m

Poznamka 2.1.10.

Ak pre a € R ozna¢ime a™ = max {a, 0}, a~ = max{—a, 0}, potom plati
a+|a a—la
la| =a" +a~, a=a" —a, at = +|‘, a” = i
2 2
—1, prea <0,
Nech a € R, potom signum ¢isla a definujeme vztahom sgna = { 0, prea =020,
1, prea > 0.
sgna
2 |al
a
1 —5 -1 o 1 2
a
-2 -1 0] 12 -1
Obr. 2.1.4: Absolutna hodnota ¢isla a. Obr. 2.1.5: Signum ¢isla a.
Veta 2.1.15.
Pre vsetky a,be R plati:
a) a=sgna-|al, b) |a|=sgna-a, c) sgn (ab)=sgna-sgnb.
Dokaz.

a) Pre a = 0 je rovnost splnena trividlne. Pre a#0 plati
a>0: sgna-la|=1-a=aq, a<0: sgna-la] =—-1-(—a)=a.
b) Pre a = 0 je rovnost splnend trividlne. Pre a#0 plati
sgna-a=sgna-sgna-|al = (sgna)®-|al = (£1)*- |a| = |a .
c) Ak a = 0 alebo b = 0, rovnost plati trividlne. Ak a#0+#b, potom plati

a_b_ ab - i—sgna sgnb. m
jab] fa]-[b]  lal [0] '

sgn (ab) =

e Mocniny a odmocniny realnych ¢isel

Nech a€ R, n€ N, potom vzfah a" = g - a- - - g nazyvame n-t4 mocnina &isla a (¢itame a na n-tt). Cislo a nazyvame mocnenec
n-krat

(zéklad mocniny), n nazyvame mocnitel (exponent). Pre a#0 definujeme ¢° =1, a™ = 1/a™.

S mocninou 0° je to trochu zloZitejsie. Na zaklade predchadzajiiceho mozeme definovat 0° = 1, ale na zaklade vztahov 2.1 mozeme
definovat!® 0% = 0.

V beznych pripadoch definujeme 0° = 1. Pre pouZitie tejto definicie existuje niekolko zévaznych dovodov. Medzi najddleZitejsie patri
binomicka veta, pre ktorej vSeobecnu platnost je téato definicia nevyhnutné. Na druhej strane limita v tomto tvare patri medzi neurcité
vyrazy a je potrebné ju individualne vycislovat (str. 106).

0Prvy pohlad je zalozeny na funkcii y = 2° = 1, x#0 a druhy na funkcii y = 0% = 0, = > 0.
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Poznamka 2.1.11.
Vyraz a™" nemé zmysel, pretoze nie je urcené, ¢ vyjadruje (a™)" alebo a(™").
Posledné dva vyrazy sa nemusia rovnat, napriklad (2%)% = 4% = 64, 2(2°) = 98 — 256.

Nech a € R, a >0, n€ N, potom n-tou odmocninou ¢&isla a nazjvame také ¢islo # > 0, pre ktoré plati 2” = a. Oznacujeme!!
x = a=an =a'/"

Nech a € R, a > 0, s € Q, pricom s = m/n, kde m € Z, n € N. Potom s-tii mocninu ¢éisla a > 0 definujeme vzfahom
a®=an = Yam = (/a)".

Ak a = 0, potom pre vSetky s€ @, s > 0 definujeme 0° = 0.

Mocninu ¢isla ¢ > 0 s redlnym exponentom r (r € R) definujeme nasledovne:

sup{a®; s€Q, s <r}, prea>1,

1" =1, pre a =1,

a’ 1y _ : (2.1)
(a1 = (1/a)™", pre a€(0; 1), t.j. 1/a > 1,
0" =0, pre a =20, r > 0.

Poznamka 2.1.12.
Uvedend definicia je zaloZené na skutocnosti, ze pre a € (1; 00), s,t€Q, s < t plati nerovnost a® < a a Ze kazdé r € R sa da vyjadrit v
tvare r =sup {s; s€@, s <r}.

Veta 2.1.16.
Nech a,be R, a > 0, b > 0, potom pre r, u € R plati:
a) a’r' . au _ a7'+u’ b) (a’r')u — ((Lu)’r — a]'r'u7 C) (LT . b'r' _ (ab)’r"
Veta 2.1.17.
Nech a,be R, 0 < a <1 < b, potom pre r € R plati:
a) 0<r = a" <1<, b) r<0 = b <l<ad.
Veta 2.1.18.

Nech a,be R, a >0, b > 0, r,u € R, potom plati:
O<r = ad <V,
a) a <b,
r<0 = 0 <a,

l<a = d <a"
a<l = a*<a".

b) r<u,{

Poznamka 2.1.13.

Podobne ako v poznadmke 2.1.4 definujeme mocninu (+00)™ s celoc¢iselnym exponentom.
Nech n€ N, me€ Z, potom definujeme oo™ = 0o, oo™ =0, (—o0)™ = (—1)"o0™.
Vyrazy 00, (—00)? nedefinujeme.

Cvicenia
2.1.1. Nech a €@, be 1, potom (a + b) € I. Dokazte.

2.1.2. Nech a,b€Q, Vabe I, potom (\/a + /b) € I. Dokézte.

2.1.3. Dokazte, ze nasledujice ¢isla su iracionalne:

a) V3, b) V243, c) V2 -3, d) V15, e) V345, f) V5.

2.1.4. Dokazte, ze pre a,be€ R platia nasledujice tvrdenia:
a a+1 a+1 a

b<—1 - < — b, b< —1 -
a) a<b< :>b<b+1’ c) a>bb< :>b+1<b’
a+1 a a b

_ 2 < — —.

b) a>b>0 = b+1<b’ b) a>0,b>0 = _b+a

2.1.5. Dokazte, ze pre a, b, c€ R platia nasledujice tvrdenia:

+ +
a)agb,0<b,0<c=>g<a C, b)&>b,0<b,0<c:>a C<g,
b b+c b+c b

a a-+c atc a
c) a<b< —¢,0<c = —< , d) a>b0<c,b< —c = < —.

b b+c b+c b

UDruhtt odmocninu éisla a oznacujeme namiesto symbolu /a skratene +/a.
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2.1.6. Najdite infimum a suprémum nasledujticich mnozin:

2 1 2 —1)" 1+
a) { nt ;nEN}, b) {L;nEN}, c) {¥;n€]\f},
n n

n

d) {sin%;nEN}, e) {#;ne]\f}, f) {\/n+\/ﬁ;neN}.

2.1.7. Najdite infimum a suprémum nasledujtcich mnozin:
a) {a€R; |2a+ 1| <a<|a—1]}, b) {acR;|a®—1| <a<|a+1[}.

2.1.8. Nech A, B C R st neprazdne ohrani¢ené mnoziny. Oznacme stcet, si¢in mnozin A, B symbolmi A+B = {a+b; a€ A,b€ B},
AB ={ab; a€ A,b€ B} a n-ttt mocninu mnoziny A, n€ N symbolom A" = {a"; a€ A}. Dokazte, Ze plati:

a) sup (A + B) =sup A + sup B, b) inf (A + B) = inf A + inf B,

c¢) sup (AU B) = max {sup A, sup B}, d) inf (AU B) = min {inf A, inf B},
e) sup (AN B) < min {sup A, sup B}, f) inf (AN B) > max {inf A, inf B},
g) sup A" = (sup A)", h) inf A" = (inf A)™.

2.1.9. Nech A, B C R st neprazdne ohrani¢ené mnoziny. Dokézte, ze aj mnoziny AUB, ANB, A+ B, AB, A" pre n€ N si ohranic¢ené
mnoziny.

2.1.10. Dokazte trojuholnikovu nerovnost |a; + as + - - - + a,| < |ag|+ |az| + - - - + |a,|, kde a1, az,...,a,€ R, n€N.
2.1.11. Dokazte, ze pre vsetky a,be R, a > 0,0 >0, ab=1 plati 2 < a + b.
2.1.12. Dokazte, Ze pre a, as,...,a, ERT, ajas---a, = 1 platin < a; +as + -+ - + a,.

2.1.13. Dokézte, Ze pre vietky ay, as, by, by € R plati (aiby + asbe)? < (a? + a3)(b? +b3). [Navod: Nerovnost 0 < (ay + byx)* + (ag + byx)?
plati pre vsetky =z € R.]

2.1.14. Najdite vSetky x € R, pre ktoré predstavuju nasledujice vyrazy realne cisla:

a) Vr—3++v4—u, b) \/$x_3+\/4$_$’ c) \\;i—:ng j:i

2.1.15. Najdite vsetky x € R, pre ktoré predstavuju nasledujiice vyrazy realne ¢isla:

a) /(1 —2), b) vI—sgnz, c) Vsgnr —1, d) Vx| =z,

— 2_9
e) ) —— £y — 2 g) LBNT L n L
rsgnx —x Vrsgnr —x rsgnzx + 3 — x?

i) Va4 2?2 —ux, j) Vasgnz — x, k) /sgnz — a2, 1) Va4 23

b b\" b
2.1.16. Dokazte, ze ak a,b€ R, potom: a) Vab < ot b) (&;L ) < ¢ ;_ .

_p)2 b — b)?
2.1.17. Dokéazte, ze ak a,be R, a < b, potom (a 8b) &;_ —Vab < (a8 ) .
a

IN

2.1.18. Do akej mnoziny patri ¢islo x, ak plati:
a) 22 +3x—1€ (2;3), b) 2 —4dx+1 € (2; 00), c) ¥*+x—1€R—(1;2).

2.1.19. Urcte velkosti stran pravouhlého trojuholnika, ak rozdiel odvesien je rovny 1 a prepona je dlhsia ako 11.
2.1.20. Ako musime zvolit parameter a € R v danej rovnici:

a) ar®+ (2a — 1)z — 2 = 0, aby jej korene boli z intervalu (—2; 2).

b) 2% + ax + 12 = 0, aby mala redlne, resp. komplexné korene.

c) 2%+ 5z + a = 0, aby mala redlne, resp. komplexné korene.

2.1.21. Dokazte, ze zo vSetkych pravouhlych rovnobeznikov s danym obvodom s mé najvicsi plosny obsah stvorec.

2.1.22. Dokazte, ze zo vsetkych pravouhlych rovnobeznikov s danym plosnym obsahom P ma najmensi obvod Stvorec.
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—_—~ ———

P ~ - ~

/7 0(A) N 7 O(4) N
o(4) / (4) \\ // /’_—\\\\
o— o / - N
s ) )
A \\ 4 / \\\\_A -
\ / - /

Ne // \\ //

~—

Obr. 2.2.6: Okolie O(A) bodu A na priamke, v rovine a v
priestore.

2.2 Topologické a metrické vlastnosti realnych cisel

2.2.1 Okolie bodu

Topologicka struktira vyjadruje polohové vztahy medzi prvkami a podmnozinami danej mnoziny. Zakladnym topologickym pojmom
je okolie bodu. Najprv uvedieme geometrickt interpretéciu okolia bodu (obr. 2.2.6) Okolim O(A) bodu A € R na priamke je vnutro
tisecky so stredom v bode A, v rovine R? je to vnitro kruhu so stredom v bode A a v priestore R?® je to vnitro gule so stredom v
bode A.

Nech M #0, M € R (M C R? resp. M C R®), potom systém vsetkych okoli bodov A€ M spliia axiémy (O1)—(O4), ktoré sa tiez
nazyvaju Hausdorffove axiomy.

(01) Ku kazdému bodu A€ M existuje aspoii jedno okolie O(A).

(02) Pre kazdé okolie O(A) a pre kazdé Be O(A), B# A, existuje okolie O(B) C O(A).
(03) Pre vsetky okolia O;(A), O2(A) existuje okolie O(A) C O1(A) N Oz(A).

(04) Ak A+# B, potom existuju okolia O(A), O(B) také, ze O(A) N O(B) = 0.

Oo (A)
01(4) @ O(B)
B

(02) (03) (04)
Obr. 2.2.7: Vlastnosti (02), (03), (0O4) okoli bodov.

Veta 2.2.1.
Nech A, Be M, C€O(A) N O(B). Potom existuje O(C) tak, ze O(C) C O(A) N O(B).

O(A O(B)

~—

A C B | 0(C)/B
0(C)

Obr. 2.2.8: Obrazok k vete 2.2.1.

e Okolie bodu v mnozine R

Nech a € R, potom interval (a — §; a + ), nazfvame d-okolim bodu a (okolim bodu a). Cislo § > 0 nazgvame polomer okolia.
Okolie bodu a ozna¢ujeme Og(a), resp. O(a) v pripade, Ze nie je velkost polomeru § podstatna.

Nech r € R, potom interval (r; oo) nazyvame okolim (r-okolim) bodu oo a oznac¢ujeme O, (c0), resp. O(c0). Analogicky interval
(—o0; 1) nazyvame okolim (r-okolim) bodu —oo a oznac¢ujeme O, (—00), resp. O(—o0).

Niekedy je vyhodné z okolia O(a), a € R vyluc¢it bod a. Mnozinu O(a) — {a} nazyvame prstencovym (rydzim) é-okolim bodu
a€ R a oznacujeme Pj(a), resp. P(a).
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Poznamka 2.2.1.

Okolia O(+£00) st zaroven aj prstencovymi okoliami bodov foc.

Okoliami st tiez mnoziny R a (). Mnozina R = (—o00; o0) je okolim Iubovolného bodu a € R* (t.j. aj £00) s polomerom r = oo a
mnozina () = (a; a) je okolim Tubovolného bodu a € R s polomerom r = 0.

Okolia bodov a € R* moézeme vyjadrit pomocou absolttnej hodnoty, t.j. pomocou vzdialenosti jednotlivych bodov. Nech a € R,
0, reR, 6 >0, potom:
a)=(a—d6;a+0)={rx€R;a—0 <z <at+dé}={r€R; |r—al <},
5(a) = (a—0; a+d)—{a} =(a—0;a)U(a; a+d) ={zxeR; 0<|z—a|<d},
Op(0) =(r;o0)={z€R;r <z < oo},
O,(—0) =(—o00;1r)={z€R; —co <z <r}.

Priklad 2.2.1.
Kazdy otvoreny interval (a; b), kde a,b€ R, a < b, je okolim. Je zrejmé, ze ¢ = (a+b)/2,0 = (b—a)/2. m

V matematike maju velky vyznam a ¢asto sa pouzivajui tzv. jednostranné okolia. Pravym [resp. lavym] j-okolim bodu «
nazyvame interval

Of (a) = (a; a+9) resp. Oj (a) = (a—4; a)].
Analogicky nazyvame pravym [resp. lavym] prstencovym J-okolim bodu « interval

P (a) = (a5 a+9) [resp. Pj (a) = (a—0; a)].

2.2.2 Otvorené a uzavreté mnoziny

Nech A C R, A#(). Bod a € A sa nazgva vnutorny bod mnoziny A, ak existuje okolie O(a) také, ze O(a) C A. Mnozinu vSetkych
vnttornych bodov mnoZiny A nazyvame vniitro mnoziny A a oznac¢ujeme int A, resp. A°.

Bod a € R sa nazyva vonkajsi bod mnoziny A prave vtedy, ak je vnitornym bodom doplnku A" = R— A. Mnozinu vsetkych
vonkajsich bodov mnoziny A nazyvame vonkajSok mnoziny A a oznaCujeme ext A.

Ak bod a € R nie je ani vnitornym a ani vonkajsim bodom!? mnoZiny A, potom ho nazyvame hrani¢ny bod mnozZiny A. To
znamena, ze v kazdom jeho okoli lezi aspon jeden bod z mnoziny A a aspon jeden bod z mnoziny A’. Mnozinu vSetkych hrani¢nych
bodov mnoziny A nazyvame hranica mnoziny A a oznacujeme 0A.

Poznamka 2.2.2.
Nech A C R. Mnoziny int A, A, ext A st disjunktné. NavySe pre mnoziny A a A’ plati:

0A = 0A, int A = ext A’, ext A =int A'.

L G R . a;b) ={ab} , o ext(aib)

~ (a; b ~ (a; b) ~ (a; b) .

a c b a b a bioc |
0() 0(a) o(b) 0(9)

int (a; b) = (a; b) d(a; b) ={a,b} ext (a;b) = R— (a; b)

Obr. 2.2.9: Mnoziny int (a; b), d(a; b), ext (a; b) z prikladu 2.2.2 c).

Priklad 2.2.2.

a) Pre mnoziny (), R plati int() = 0) = OR =ext R = (), ext () = int R = R.

b) Pre mnozinu racionalnych ¢isel @ plati 9Q = R.

c) Ak a,beR, a < b, potom d(a; b) =d(a; b) = I a;b) = I a; b) = {a,b},

ext (a; b) =ext(a;b) =ext(a;b) =ext(a;b) =R — (a;b) =(—00;a)U(b; o),

int (a; ) =1int (a; b) =int (a; b) = int (a; b) = (a; b) (obr. 2.2.9).

d) Nech A= {1,2}, B=(1;2)U(2; 3), potom int A=0, ext A=R—{1,2}, 0A = A,
int B= B, ext B=(—00;1)U(3; 00), 0B ={1,2,3} (obr. 2.2.10). m
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o— ext A —o o— ext B

° ° 0A ° ° ° OB
0 =int A o o int B

1 2 A 1 2 3 B

Obr. 2.2.10: Obréazok k prikladu 2.2.2 d).

Bod a € R sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom jeho okoli O(a) lezi aspon jeden bod z mnoZiny
A, ktory je rozny od bodu a, t.j. v kazdom jeho prstencovom okoli P(a) lezi aspoii jeden bod'® z mnoziny A.

Uzaverom mnoziny A C R (uzaverom v mnozine R) nazyvame zjednotenie mnoziny A s mnozinou vSetkych hromadnych
bodov a € R mnoziny A. Uzaver mnoziny A oznacujeme symbolom A.

Mnozina A C R sa nazyva uzavreta (uzavretd v mnoZine R), ak obsahuje vietky svoje hromadné body a€ R, t.j. ak A = A.

Bod a € A, ktory nie je hromadnym bodom mnoziny A sa nazyva izolovany bod mnozZiny A. MnozZina, ktord obsahuje iba
izolované body sa nazyva izolovana mnozina.

Mnozina A C R sa nazyva otvorena, ak kazdy jej bod je vnutorny, t.j. ak A = int A.

Poznamka 2.2.3.

Mnozina prirodzenych ¢isel N = {1,2,3,...} nema hromadny bod patriaci do R. Ale je zrejmé, Ze v kazdom okoli bodu oo lezi aspon
jedno prirodzené ¢islo. Preto rozsirime definiciu hromadného bodu na mnozinu R* = RU {+oc} a pri vySetrovani hromadnych bodov,
budeme overovat aj body +o0.

Bod a € R* sa nazyva hromadny bod mnoziny A C R* prave vtedy, ak v kazdom jeho okoli lezi aspon jeden bod z mnoziny A,
ktory je rozny od bodu a.

Poznamka 2.2.4.
Je zrejmé,; 7Ze ak v danom okoli O(a) lezi aspon jeden bod, ktory je rozny od a, leZi ich tam nekonecéne vela. To znamend, Ze a € R* je
hromadnym bodom mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom jeho okoli lezi nekonec¢ne vela réznych bodov z mnoziny A.

Z definicie vyplyva, ze ak bod a je hromadnym bodom mnoziny A C R, potom je tiez hromadnym bodom Tubovolnej jej nadmnoziny
B CR.

Priklad 2.2.3.
a) Mnoziny (), R st otvorené a zarovern uzavreté (v R).

b) Interval (0; 1) je otvorend mnozina, (0; 1) je uzavretd mnozina,™ (0; 1), (0; 1) nie st ani otvorené ani uzavreté mnoziny. Uzaverom
vSetkych tychto mnozin je (0; 1).
c) Interval (—oo; 1) je otvorend mnozina. Jeho uzéverom je mnozina (—oo; 1) U {—o0}.

d) Mnozina {1,2,3,4,5,6} nemé hromadné body. To znamen4, Zze obsahuje vSetky svoje hromadné body a je uzavreta. Navyse kazdy
jej bod je izolovany.

e) Mnozina N = {1,2,3,...} neobsahuje svoj hromadny bod oo, preto nie je uzavreta. Vsetky jej body st izolované, takze je izolovana.

f) Mnozina @ = {m/n; mée Z,ne€ N} nie je uzavreta, pretoze neobsahuje vSetky svoje hromadné body (neobsahuje napriklad hromadny
bod v/2). Nie je ani otvorena, pretoZe ziaden jej bod nie je vnitorny. m

Priklad 2.2.4.

1 1 .1 _1

Mnozina {—,n; nEN} = {1, 1, 5,2, 3 3, 1,4, .. } ma dva hromadné body 0, co. m
n

Veta 2.2.2.

Nech A C R, potom A je otvorené prave vtedy, ak A’ = R — A je uzavreté.

Dokaz.

NP_.: Sporom. Nech je A otvorend a A’ nie je uzavreta.

A’ nie je uzavretd, t.j. existuje jej hromadny bod a € R taky, ze a¢ A’, t.j. a € A.

A je otvorend, potom existuje okolie O(a) C A, t.j. O(a) N A" = (. To je ale spor s tym, Ze a je hromadny bod A’.

PP._: Sporom. Nech A’ je uzavreta a A nie je otvorena.

A nie je otvorena, t.j. existuje bod a € A, ktory nie je vnitorny. To znamend, Ze a je hraniény bod a v kazdom jeho okoli O(a) lezi
aspor jeden bod be A’, b#a. To znamen4, Ze a€ A, t.j. a¢ A’, je hromadny bod mnoziny A’. Spor s tym, ze A’ je uzavreta. m

127 3. v kazdom jeho okoli lezi aspoii jeden bod z mnoziny A a aspoil jeden bod z mnoziny A’.
13Tj. pre kazdé prstencové okolie P(a) plati P(a) N A#0.
14Preto aj nazov otvoreny a uzavrety interval.
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2.2. TOPOLOGICKE A METRICKE VLASTNOSTI REALNYCH CISEL MATI—S

Veta 2.2.3.
Ak st mnoziny A, B C R otvorené, potom st mnoziny AN B, AU B tiez otvorené.

Dokaz.

Nech a€ AN B, potom existuju okolia O;(a) C A, Oy(a) C B. Potom na zaklade axiémy (O3) existuje okolie O(a) C O1 N Oy C AN B,
t.j. AN B je otvorena.

Nech a€ AU B, potom a€ A alebo a€ B. To znamend, Ze a je vnitornym bodom mnoziny A alebo vnitornym bodom mnoziny B, t.j.
je vnatornym bodom mnoziny A U B. To znamena, Ze je mnozina A U B otvorena. m

Veta 2.2.4.
Ak st mnoziny A, B C R uzavreté, potom st mnoziny A N B, AU B tiez uzavreté.

Dokaz.
A, B st uzavreté, potom su otvorené A, B, A’UB’, A’N B’ a uzavreté mnoziny

(AuB)Y =A"nB"=AnB, (AnB)=A"UB"=AUB.nm

Veta 2.2.5.

0
Ak st mnoziny A, C R, k€ N otvorené, potom je mnozina A = U Ay, otvorena.
k=1
Dokaz.
Nech a € A, potom existuje otvorend mnozina A,, taka, ze a € A,,. KedZe je a vnutornym bodom mnoziny A,,, je tiez vnitornym bodom
nadmnoziny A. To znamena, ze A je otvorend mnozina. m

Veta 2.2.6.

o0
Ak st mnoziny A, C R, k€ N uzavreté, potom je mnozina A = ﬂ Ay uzavreta.
k=1

Dokaz.

o

Z predpokladov vyplyva, ze A) a U Aj. st otvorené mnoziny. Potom na zdklade de Morganovych zakonov (pozndmka 1.3.2) je mnozina

k=1
oo oo /
ﬂ Ay = U Al | uzavreti. m
k=1 k=1

Priklad 2.2.5.

Rk

[e.e]
. 11 L . ) o .y , . . )
a) Mnozina ﬂ — = {0} nie je otvorena, je uzavreta. To znamena, Ze prienik nekonecného systému otvorenych mnozin nemusi
’ k=1
byt otvorenda mnozina.

<1 1
b) Mnozina U {E} = {E’ ke N } nie je uzavreta, pretoze neobsahuje cislo 0, ktoré je jej hromadnym bodom. To znamena, Ze
k=1

zjednotenie nekonecného systému uzavretych mnozin nemusi byt uzavretd mnozina. m

2.2.3 Metrické vlastnosti ¢isel

S pojmami ako dlzka vektora, skalarny stcin dvoch vektorov, vzdialenost dvoch bodov sme sa uZ stretli v analytickej geometrii.
Tieto pojmy predstavuji metrické vlastnosti mnoziny a v tejto ¢asti sa budeme zaoberaf metrickymi vlastnostami realnych cisel.
Mnozinu R! = R moZeme povazovat za Specidlny pripad mnoziny R", n € N. Preto sa stistredime na mnozinu R" vSeobecne pre

n € N. Ako vieme z algebry ([33], str. 86), mnozina R" = {(x1; x9; ...; @) ; 1, %2, ..., 2, € R} je linedrny priestor. Nazgyvame ho
Euklidov (euklidovsky) n-rozmerny priestor a jeho prvky zvykneme nazyvat vektory (n-rozmerné vektory).

Nech z,y € R", x = (x1; x2; ... Tn), ¥ = (Y1 Y25 - - -5 Yn), potom skalarnym sti¢inom vektorov z a y nazyvame ¢islo definované
vztahom

(2,y) = (@13 225 5 @), (U35 Y23 -5 Un)) = T10n + Tat + -+ + Tnl = D Tili
=1

Pomocou skaldrneho stéinu mozeme vybudovat v priestore R™ geometriu s pouzitim vzdialenosti a uhlov, ako sme zvyknuti v rovine,
resp. v priestore. Zakladné vlastnosti prave definovaného skalarneho stc¢inu st uvedené v nasledujiicej vete.

Poznamka 2.2.5.

S pojmom vektor sme sa uz stretli v geometrii. Vektor # = (z1; 29 ...; z,) € R" graficky predstavuje orientovani tisecku z bodu'®
O =(0;0;...;0) do bodu = = (x1; x9; ...; xp).
Orientovant tsecku z bodu A = (ay; ag; ...; a,) do B = (by; by; .. .; by,) reprezentuje vektor B — A = (b — aq; by — ag; ... by, — ay).

15To znamend, Ze vektor vyjadruje smer a vzdialenost od zaéiatku stiradnicového systému O.
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Veta 2.2.7.
Nech z,y,2€ R", n€ N a nech c€ R, potom plati:
a) (r,y) 20, (z,2) =0 < == (0;0;...;0), b) (z,y) = (y, ),
) (x+y,2)=(x,2) +(y,2), d) (cz,y) =c(z,y).
Dokaz.

Vyplyva priamo z definicie. m

Nech x = (z1; x9; ...; x,) € R", n€ N, potom ¢islo |x| definované vztahom

ol = V(@ a) = et +ad+ -t ad =

nazyvame (euklidovska) norma vektora z. Vektor x € R", pre ktory plati |z| = 1 nazyvame jednotkovy, resp. normovany vektor.
Norma vektora z € R" predstavuje z geometrického hladiska dizku vektora z, preto sa niekedy nazyva dlzka vektora .

V priestore R sa norma vektora x € R, t.j. redlneho ¢isla x, redukuje na absolitnu hodnotu. Vyplyva to zo vzfahov |z| = /(z,x) =
Va? = |z|.

Nasledujtica nerovnost je zndma pod ndzvom Cauchyho nerovnost a formuluje sa v roznych tvaroch. Uvidzame ju bez dokazu.

Lema 2.2.8 (Cauchyho nerovnost).

Z Tl

i=1

Nech xq, 2o, ..., Zn, Y1,Y2,...,yn € R, n€ N, potom

n n
<\ 2oy v
=1 =1

Poznamka 2.2.6.

Ak x,y € R", x = (x1; x5 .. .5 T), ¥y = (Y1; Y25 - - - Yn), potom Cauchyho nerovnost moézeme formalne pisat v tvare |(z,y)| < |z|- |y],
resp. (z,y)" < (z,2) - (y,1).
Veta 2.2.9.
Nech z,y€ R", n€ N a nech c€ R, potom plati:
a) |x[>0, [2]=0 2=(0; 0;...; 0), b) |ex|=|c|-[x], c) |z 4yl <[z| + |yl
Dokaz.

a) Vyplyva priamo z definicie.

b) |ez| = \/(cx,cx) = \/c(x,cx) = \/c(cx,z) = /2 (x,2) = |c| /(z,2) = || - |z].

¢) Nech = = (x1; xo; ... xn), ¥y = (Y15 Yo; - - -5 Yn), potom na zdklade lemy 2.2.8 plati
4+ yl* = Z($i+yi)2 = Z(xf + 23y + 7)) = fo +2inyz‘ +Z?JZ2 <
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

< zn:x?+2
i=1

n
i=1

I DIATNDBEN DI PE
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
2

(e [ | = (el ol m

Nech x,y € R", pricom x = (1; Z2; ...; Tn), ¥y = (Y1; Y2; - - -; Yn), potom zobrazenie p: R" x R" — R definované vzfahom

plx,y)=lr—yl=(@—-yz—-y) =

nazjvame (euklidovskd) metrika priestoru R" a éislo p(z, y) nazyvame vzdialenost vektorov z a y.

Poznamka 2.2.7.

Euklidovsk& metrika reprezentuje vzdialenost bodov, ako ju pozndme z geometrie.
Napriklad pre vSetky x,y € R plati p(z,y) = /(z —y)? = |z — y

a pre vietky x,y € R?, & = (21; 22), y = (y1; y2) plati p(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — 12).

Veta 2.2.10.
Nech z,y,z€ R", ne N, potom plati:

a) p(z,y) =0, p(z,y)=0 z=y, b) p(z,y)=p(y, x), ¢) p(z,y) <p(x, 2)+p(z, ).
Dokaz.

a), b) Vyplyva z definicie.
c) plz,y) =z —yl =z —2) + (z—y)| < |z —z[+ [z —y| = p(z,2) + p(z,9). =
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Poznamka 2.2.8.
Nerovnost ¢) vo vete 2.2.9 a ¢) vo vete 2.2.10 nazyvame trojuholnikova nerovnost. Je to analdgia z geometrie zndmej nerovnosti,
ktora vyjadruje vztah medzi dlzkami stran v trojuholniku.

Cvicenia

2.2.1. Dokéazte, ze v euklidovskom priestore R", n € N je zjednotenim konecného poctu otvorenych mnozin otvorend mmnozina a
zjednotenim konec¢ného poctu uzavretych mnozin uzavretd mnozina.

2.2.2. Dokazte Cauchyho nerovnost (lema 2.2.8). [Navod: Pre vSetky ¢ € R, x,y € R" plati P(t) = >, (tz; +y;)* > 0. To znamen4,
ze kvadratickd rovnica P(t) = 0 mé najviac jeden redlny koren, t.j. zdporny diskriminant. Iny navod: Pre vSetky z,y € R" plati

D i1 2 @iy — wyi)? > 0]

2.2.3. Najdite vsetky hromadné body mnozin:

a) {mt+nt;mnenNy, b) {m2+n"t; mneN}, c) {n"t;neN},
d) {m™2+n;m,neN}, e) {m™'+n?; m,neN}, f) {n"%; neN},
g) {p*+¢*;p,qeQ}, h) {n~' +p*;neN, pe}, i) {p~*; peQ}.

2.2.4. Dokazte, ze kazda mnozina, ktord méa nekonecne vela prvkov, mé aspon jeden hromadny bod.

2.3 Postupnosti realnych ¢isel

2.3.1 Zakladné pojmy

Postupnostou redlnych ¢&isel (redlnou postupnostou) nazgvame kazdd postupnost {a,} -, ktorej mnozina hodnét (obor

hodnot) je podmnozina mnoziny R. To znamend, Ze vetky n € N plati a,, € R. Pokial nepovieme iné¢, budeme pod pojmom postupnost
rozumietf postupnost realnych cisel.

Postupnost {a,} -, zaddvame explicitnym (vSeobecnym) vyjadrenim ¢lena a,, ako funkciu premennej n alebo rekurentnym
zadanim prvého ¢lena a ¢lena a, pomocou predchadzajtcich ¢lenov. Hovorime, Ze postupnost {a,}, -, je zadand explicitne (vSe-
obecnym vzorcom), resp. rekurentne.

Hovorime, %e postupnost {a,} -, sa rovna postupnosti {b,} -, (postupnosti {a,} -, a {b,} —, sa rovnaji) prave vtedy,
ak pre vSetky ne N plati a,, = b,. Rovnost postupnosti symbolicky zapisujeme {a,} -, = {b,} —,.

Poznamka 2.3.1.
Nesmieme zabudat, ze redlna postupnost {a,} -, je zobrazenim f: N — R, t.j.

{antnzy ={ln )] 5 ne N} ={[LF D], 25, B FB)L - [ f(0)], -3

To znamend, Ze kazdy ¢len a,, prakticky predstavuje usporiadani dvojicu [n; f(n)].

Priklad 2.3.1.

a) Postupnost {a,},—, = {2n —1},7, = {1,3,5,7,...} moZeme explicitne zadat vztahom a, = 2n — 1, n € N a rekurentne vzfahmi
a; =1, a,11 =a,+2prenech.

b) Postupnost {5?"} | je rekurentne zadana vztahmi a; = 25, a,+1 = 25a,, n€ N.

o n+ 1 : o . 100 n+11™
c) Explicitny zapis a,, = ) neN definuje postupnost {a,} _, = - - ;

n=1

Poznamka 2.3.2.
Niekedy definujeme postupnost nie od prvého ¢lena, ale od nejakého ¢lena ay, kde k € Z. Postupnost potom zapisujeme'® {a,}>-, =
{ag, agi1, @y, . ..}. Ak pre n€ N oznacime b, = a,,,x_1, potom plati:

{Cln,}zo:k = {ak, Q415 U425 - - } = {a1+k—1> A4 k—15 - - } = {51, b, b3, . . } = {b’n,}zozl .

Postupnost {a,} -, sa nazyva ohranifena zdola [resp. zhoral, ak existuje m € R [resp. M € R] také, ze pre vSetky n € N plati

m < a, [resp. a, < M].

Postupnost {a,} -, sa nazjva ohraniena, ak je ohraniCend zdola a zaroven zhora, t.j. ak existuji m, M € R také, Ze pre vSetky
neN platim <a, < M.

Ak nie je postupnost {a,} -, ohranifend zdola [resp. zhora], potom sa nazjva neohrani¢ena zdola [resp. zhora]. Ak nie je

ohrani¢end, nazyva sa neohrani¢end.!”

16V praxi sa ¢asto stretdvame s postupnostami {an}ff:o zadanymi od nultého ¢lena.
1"To znamend, Ze postupnost je neohrani¢end, ak nie je ohrani¢ena zdola alebo nie je ohrani¢ena zhora.
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Postupnost {a,} -, sa nazyva rastiica [resp. klesajtical, ak pre vSetky n€ N plati a, < a,11 [resp. a, > ap11).

Postupnost {a,} -, sa nazyva neklesajiica [resp. nerasttical, ak pre vetky ne€ N plati a, < a,41 [resp. a, > an41].

Postupnost {a,} -, sa nazgva staciondrna (konstantna), ak pre vsetky n€ N plati a, = a; = a, t.j. {a,},—, = {a} ;.

Postupnost {a,}. -, sa nazyva monoténna, ak je neklesajica, nerasttica alebo staciondrna. Ak je {a,} , rastica alebo klesajtca,
potom sa nazyva rydzo monotonna.

Nech {k,} 7, je rasttica postupnost prirodzenych ¢isel. Potom sa postupnost {ay, } -, nazyva podpostupnost (vybrana postup-
nost z) postupnosti {a,} ;.

Priklad 2.3.2.
Uréime niektoré vybrané postupnosti z postupnosti {a, } -, = {2n — 1} 2.
Ak vyberieme pérne ¢leny, t.j. {k,} —, ={2n} ~ ={2,4,6,8,...}, potom

{ag, }>2, ={aom i, ={a2, a4, 06, 0as,...} = {4n —1}77  ={3,7,11,15,19,.. .} .
Ak {k,}> = {n?}_, ={1,4,9,16,...}, potom

{a,}.2 ) ={an}ro, ={a1,a4,0a9,a16,...} = {2712 — 1}:}:1 ={1,7,17,31,...}.
Vybrané su tiez postupnosti {2n — 1}, POSTUPNOST[2]2n — 1, {101,109, 235,637,...}. m

n=1’

o0

Stétom, rozdielom, stéinom, resp. podielom postupnosti {a,} -, a {b,},_, nazgvame postupnosti {a,+b,},—,, {an—bn} —,

{a,b,} >, resp. {a,/b,} — . V pripade podielu predpokladame, Ze pre vietky ne N plati b, #0.

Poznamka 2.3.3.
Z danej postupnosti mozeme vytvorit nové postupnosti mnohymi spdsobmi, napriklad

{lanl}ozy, {arjl :,11’ {ai}:,iw {sina.},2, . {lna.},2,, {Ba.},2; -

2.3.2 Limita postupnosti

Jednym zo zakladnych pojmov v matematickej analyze je limita a s nou spojené limitné procesy. S tym stvisi pojem hromadna
hodnota postupnosti.

Priklad 2.3.3.
a) Uvazujme postupnost
111 1
o —11%°
{an}nzl_{n }nl_{laéagyzwu,—,...}.

n
Postupnost je klesajiica a s rastticou hodnotou n sa ¢leny a, blizia k bodu 0. Bod 0 je hranica, ktort nikdy neprekroc¢ia. Mo6zeme
povedat, Ze sa body a, hromadia v bode 0.

b) U Vaiujme postupnosﬁ
nJin=1 ) n=1 » 727 737 717"'7 7n7"' .

Nepérne ¢leny a,, sa neobmedzene zvicsuju a parne ¢leny zmensuju. Neparne sa priblizuji (hromadia) k bodu oo. Parne ¢leny sa
priblizuji (hromadia) k bodu 0. m

Hovorime, ze bod a € R* je hromadnou hodnotou {a,},” , ak v kazdom okoli O(a) existuje nekonecne vela ¢lenov a,, takych, ze
a, €0(a).

Ak a € R, potom hovorime o vlastnej hromadnej hodnote. Ak a = —o0 alebo a = oo, potom hovorime o nevlastnej hromadnej
hodnote.

Poznamka 2.3.4.

Bod a € R je vlastnou hromadnou hodnotou postupnosti {a,, }
an€(a—e;a+e), tj. |a, —al <e.

Bod oo [resp. —oo] je nevlastnou hromadnou hodnotou postupnosti {a,}
takych, ze K < a, [resp. a, < K].

o0

-1, ak pre kazdé € > 0 existuje nekonecne vela ¢lenov a,, takych, ze plati

o

-1, ak pre kazdé K € R existuje nekonecne vela ¢lenov a,,

Veta 2.3.1.
Kazd4 postupnost {a,} -, ma aspon jednu hromadnt hodnotu.

Dokaz.

.....

nekonecne vela, musi existovat aj nekone¢ne vela ¢lenov a, > «. To znamen4, ze a = oo je hromadnou hodnotou {a,} ~ ;.

Ak je {a,} -, neohrani¢end zdola, potom analogicky je hromadnou hodnotou a = —oc.
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Ak je {a,},-, ohrani¢end, potom existuje interval (b ; ¢1) taky, ze vSetky a, € (b1 ; ¢1). Ozna¢me jeho dlzku d = ¢; — by a rozdelme ho
na dva rovnaké intervaly

<bl; (bl+61)/2>, <(bl+61)/2; Cl>.

V aspoii jednom z nich lez{ nekonecne vela ¢lenov {a,}- . Ozna¢me ho (by ; c2). Pre jeho dizku plati cy — by = d/2 = d/227!. Rozdelme
(by; o) na dva rovnaké intervaly

(b (ba+c2)/2), ((ba+c2)/25 ¢a) .

V aspoti jednom z nich lezi nekonecne vela ¢lenov {a,} . Oznaéme ho (bs; c3). Pre jeho dlzku plati ¢z —bs = d/2* = d/237'. Rozdelme
(b3 ; c3) na dva rovnaké intervaly, atd.

Predpokladajme, Ze pre m € N mame zostrojeny interval (b, ; ¢,,). Rozdelime ho na dva rovnaké intervaly a symbolom (bp,11; ¢rni1)
ozna¢me ten z intervalov

(b (bntcm)/2) s (bmtm)/25 ) -

v ktorom lezi nekonecne vela ¢lenov a,,. Pre jeho dlzku plati Cma1 — by = d /2.
Je zrejmé, Ze pre kazdé € > 0 existuje interval (b,, ; ¢,,) taky, Ze ¢, — by, < d/2™7! < e.

Potom (veta 2.1.11) existuje prave jeden bod a € ﬂ (b 3 Cm)-

m=1
Ak to zhrnieme, potom pre kazdé ¢ > 0 existuje interval (b, ; ¢,,), v ktorom lezi nekone¢ne vela ¢lenov a,, pre ktoré plati |a,, — a| <
Cm — by < €. To znamena, ze a je hromadnou hodnotou postupnosti {an}:il. ]

Désledok 2.3.1.a.
Ak je postupnost ohrani¢end, potom méa aspon jednu hromadni hodnotu a € R. Ak je neohrani¢ené zhora [resp. zdola], potom méa
hromadnt hodnotu oo [resp. —o0].

Ozna¢me symbolom E mnozinu vSetkych hromadnych hodnét postupnosti {a,} . Suprémum mnoziny E nazyvame limes
superior (horna limita) postupnosti {a,} ~, a oznacujeme limsup a,. Analogicky infimum mnoziny E nazyvame limes inferior
o n—0o0

(dolna limita) postupnosti {a,} ~, a ozna¢ujeme lim inf a,,.

n—o0

Bod a € R* nazyvame limita postupnosti {a,} ~, prave vtedy, ak je a jedinou hromadnou hodnotou tejto postupnosti, t.j. ak

plati liminf a,, = limsup a,, = a. Limitu postupnosti {a,}, ., oznacujeme symbolom a = lim a,.
n—oo n—oo n—oo

Priklad 2.3.4.
a) Postupnost {0,1,0,1,0,1,...} ma dve hromadné hodnoty 0 a 1.

b) Postupnost {2n —1},7, = {1,3,5,7,...} ma jednu nevlastnt hromadnt hodnotu oo.
c¢) Postupnost {n, —n} ~, = {1,—-1,2,—2,...} ma dve hromadné hodnoty +ooc.

d) Postupnost {n,n"'} 7 ={1,1,2,1/2,3,1/3,...} ma dve hromadné hodnoty 0 a oco.
e) Postupnost {0,n7'}7 = {0,1,0,1/2,0,1/3,...} m4 jednu hromadni hodnotu 0. m

Ak lim a, = a€ R, potom bod a nazyvame vlastna limita postupnosti {a,} =, a hovorime, Ze postupnost {a,} ~, konverguje

n—oo

k &islu a. Postupnost {a,} -, nazjvame konvergentna postupnost.
Ak lim a, = oo [resp. —o0], potom bod o0 nazyvame nevlastna limita postupnosti {a,} =, a hovorime, Ze postupnost

n—oo

{a,} ", diverguje do oo, [resp. —o0].

Ak nh_)ngo an neexistuje, potom hovorime, ze postupnost {a,} ~, osciluje.

Hovorime, Ze postupnost {a,} -, diverguje, ak osciluje alebo diverguje do +oo. Ak {a,} -, konverguje k bodu a € R, potom
hovorime, Ze postupnost {a,} -, konverguje.

Poznamka 2.3.5.
Ak postupnost {a,,} -, konverguje k ¢islu a, diverguje do —oo, resp. co, budeme niekedy zjednodusene pisat {a,} -, — a, {a,} —
—00, resp. {ap} — — 00.

Priklad 2.3.5.
a) Postupnosti {0,1,0,1,...}, {n,—n} =, {n,n "1} oscilujt, t.j. nemajt limity.
b) Limita postupnosti {n='},~, {0,n7'} ~, sa rovnd 0, t.j. konverguju k ¢slu 0.

¢) Postupnosti {2n — 1177, {n}>2, {n},2,, {n"} = divergujt do co. m

Priklad 2.3.6.
Ak {a,} =, ={a},”,, a€R je konstantna postupnost, potom lim a, = lim ¢ =a.

n—oo n—oo

o0

1, Potom existuje jedina.

Z definicie vyplyva, Ze ak existuje limita postupnosti {a,}
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Veta 2.3.2.
lim a, = a € R* prave vtedy, ak pre kazdé okolie O(a) existuje no € N také, ze pre vietky n€ N, n > ng plati a, € O(a).

n—~0o0

Dokaz.
NP_.: Sporom. Nech existuje O(a) také, Ze pre vSetky no € N existuje n > ng také, ze a, ¢ O(a). T.j. existuje nekonecne vela a,, ¢ O(a).
Potom na zaklade dokazu vety 2.3.1 mé postupnost {a,} -, dalsiu hromadni hodnotu b#a. To je spor s definiciou limity.

PP_: Jezrejmé, zZe a je hromadnym bodom {a,} - ;. UkdZeme sporom, Ze je jedinym. Ak b#a je hromadnym bodom {a,} -, potom

v kazdom okoli O(b) existuje nekonecne vela a,, € O(b). Ak zvolime O(b) N O(a) = 0, potom neexistuje ng také, aby pre vsetky n > ng
platilo a, € O(a). To je spor. m

Z poznamky 2.3.4 a z predchadzajucej vety vyplyva:
lim a, =a€R & Ve>0dnge N VneN,n>ngy: a,€(a—¢e;a+¢),
n—oo

lim a, =00 & VaceR dnge N VneN,n > ny: a<a,,

n—oo

lim a, = —o0 & VaeR dnge N VneN,n > ngy: a,<ca.

n—oo

Veta 2.3.3.
Bod a€ R* je hromadnou hodnotou postupnosti {a,}, ., prave vtedy, ak existuje vybrana postupnost {ay, } -, z postupnosti {a,} -,
tak? zZe {akn}zozl — a, tJ lim ar, = a.

n—oo

Dokaz.
NP_.: Nech a€ R* je hromadnou hodnotou postupnosti {a,}, ;.
Ak a€ R, potom pre kazdé k€ N existuje nekonecne vela a,, takych, ze |a, — a| < k™. Potom postupne pre kazdé k vyberieme jeden z

.....

Ak a = oo [resp. a = —o0], potom pre kazdé k € N existuje nekonecne vela ¢lenov a, takych, Ze plati k& < a, [a, < k]. Analogicky
zvolime pre kazdé k€ N jeden z nich a oznadime ay,, potom lim a;, = co [resp. lim a;, = —o0].
n—oo n—od

PP_: Vyplyva z definicie hromadnej hodnoty a limity. m

Priklad 2.3.7.

a) Postupnost {a,} -, ={0,1,0,1,...} mé dve hromadné hodnoty 0 a 1. Vybrané postupnosti st napr. {as,—1},., = {0,0,...} — 0,
{asn} oy ={1,1,...} — L

b) Postupnost {a,}.~, = {-n,0,n} ~, ={-1,0,1,-2,0,2,-3,0,3,...} ma tri hromadné hodnoty oo, 0, pricom prislusné vybrané
postupnosti su napriklad

{-1,-2,-3,...,—n,...} — —o0, {0,0,0,...} — 0, {1,2,3,...,n,...} — co.m

V mnohych pripadoch mézeme o konvergencii postupnosti {a, },; rozhodnit aj bez toho, aby sme poznali jej limitu. T4to skutocnost
vyplyva z axiémy o najmensom hornom ohraniceni. Zakladné kritérium je uvedené v nasledujicej vete a uvadzame ho bez dokazu.

Veta 2.3.4 (Cauchy—Bolzanov princip konvergencie postupnosti).
Postupnost {a,} -, konverguje prave vtedy, ak ku kazdému e > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky m,n€ N, n > ng, m > ng plati
| — ay| < €.

2.3.3 Prehlad zakladnych tvrdeni

V tejto casti sformulujeme a dokézeme niektoré jednoduché tvrdenia, ktoré nam ulahc¢ia pracu s postupnostami a hlavne s limitami
postupnosti. Ako sme uz uviedli, pod pojmom postupnost budeme rozumiet postupnost realnych ¢isel.

Veta 2.3.5.
Bod a € R* je hromadnym bodom mnoziny A C R prave vtedy, ak existuje postupnost {a,} -, bodov mnoziny A, kde a, #a pre vsetky
ne N taka, ze plati lim a, = a.

n—oo

Dokaz.

Z poznamky 2.2.4 vyplyva, ze bod a € R* je hromadnym bodom mnoziny A C R prave vtedy, ak v kazdom jeho okoli lezi nekonecne
vela bodov, ktoré st rozne od bodu a.

Na druhej strane je bod a hromadnou hodnotou postupnosti {a,},- ;. To znamend, Ze v kazdom jeho okoli lezi nekonecne vela bodov
z tejto postupnosti, t.j. bodov a, € A, a, #a.

KedZe uvedené tvrdenia st ekvivalentné, dokaz je ukonceny. m
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Priklad 2.3.8.
Bod 0 je hromadnym bodom intervalu (0; 2). Postupnost {n'} ~ konverguje k bodu 0 a pre vietky n€ N plati n=*#0, n=1€(0; 2).
]

Veta 2.3.6.
Nech existuje k€ N také, ze pre vsetky ne N, n > k plati a,, = b,.
Potom mnoziny hromadnych hodnét postupnosti {a,} -, a {b,} _, sa rovnaj.

Dokaz.

Ak a € R* je hromadnou hodnotou postupnosti {a,}
znamend, ze a je hromadnym bodom {b,} ~ ;.

Ak be R* je hromadnou hodnotou {b,}. -, potom v kazdom okoli O(b) existuje nekoneéne vela bodov b,, = a,. To znamena, Ze b je
hromadnou hodnotou {a,} - ,. ®

00
n=1’

potom v kazdom jej okoli O(a) existuje nekonecne vela bodov a,, = b,. To

Dosledok 2.3.6.a.
Nech existuje k€ N také, ze pre vSetky n€ N, n > k plati rovnost a, = b,,.
Potom lim a, existuje prave vtedy, ak existuje lim b, a limity sa rovnaja.

n—oo n—~o0

Poznamka 2.3.6.

Z vety 2.3.6 vyplyva, Ze konecny pocet ¢lenov postupnosti neovplyvni konvergenciu, resp. divergenciu postupnosti. V
budtcnosti budeme tvrdenia pre postupnost {a,} -, formulovaf v zjednoduSenom tvare pre vsetky ¢leny a,,. V zmysle vety 2.3.6 buda
tieto tvrdenia platif aj v pripade, ked vynechame kone¢ny pocet ¢lenov.

Veta 2.3.7.
Nech {a,} -, je postupnost a nech a € R*, potom
lim a,, = a prave vtedy, ak pre kazda podpostupnost {ay,} -, plati lim a;, = a.

n—oo

Dokaz.
NP_.: Sporom. Nech existuje podpostupnost {ax, } —, — b, kde b # a. Z vety 2.3.3 vyplyva, Ze b je hromadnou hodnotou postupnosti

{a,},2,. To znamen4, ze {a,} -, ma dve rozne hromadné hodnoty a nema limitu. To je spor.

00
n=1"

PP._: 7 vety 2.3.3 vyplyva, Ze bod a je jedinou hromadnou hodnotou posupnosti {a, } t.j. lim a, =a. m
Dosledok 2.3.7.a.

Ak lim a, = a, potom pre vsetky k€ N plati lim a, = lim a,,; = a.
Dosledok 2.3.7.b.

Ak sa z postupnosti {a,} -, daji vybrat podpostupnosti {a, } —,, {a,}
pre ktoré plati lim ax, # lim a;,, potom lim a, neexistuje.

n—oo n—oo

[eS)
n=1

Priklad 2.3.9.
a) Postupnost {a,} -, = {1+ (=1)"},2, = {0,2,0,2,...} osciluje. Staci vybrat konstantné postupnosti {0,0,0,...} = {0}, — 0 a
{2,2,2,..} ={2},, — 2.

117~ 1

b) Bod 0 je jedind hromadna hodnota postupnosti {—} ,tj. lim —=0.m
) =1 neo

Veta 2.3.8.

Ak postupnost {a,} -, konverguje, potom je ohranicena.

Dokaz.

Sporom. Nech {a,} -, konverguje a nie je ohranicena.

Ak {a,} ~ | nie je ohrani¢end zhora, potom z dosledku 2.3.1.a vypljva, Ze co je jej hromadnym bodom. To je spor s konvergenciou a
znamend, ze {a,},_, je ohranicena.

Ak {a,} ~, nie je ohrani¢end zdola, dokaz je analogicky. m

Poznamka 2.3.7.
Opacné tvrdenie neplati. Ohranicend postupnost nemusi konvergovat. Napriklad postupnost {—1,1,—-1,1,...} = {(-=1)"} 7, je ohra-
nicena, ale nekonverguje.

Veta 2.3.9 (Bolzano—Weierstrass).
Z kazdej ohranicenej postupnosti {a,} -, sa da vybraf konvergentna podpostupnost.

Dokaz.
Z vety 2.3.1 vyplyva, Ze {a,}, ., mé aspon jednu realnu hromadni hodnotu a. Z vety 2.3.3 vyplyva existencia vybranej postupnosti,
ktora konverguje k a. m
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Veta 2.3.10.
Kazda monoténna postupnost {a,} -, ma limitu.

Poznamka 2.3.8.
Ak je postupnost {a,} -, ohrani¢end, potom je jej limita redlne ¢islo a ak nie je ohrani¢end potom mé nevlastnt limitu oo (v pripade
neklesajicej postupnosti) alebo —oo (v pripade nerastiicej postupnosti).

Zakladom pre vypocet zlozitejsich limit a zjednodusenie tohto vypoctu je pouzitie nasledujicich dvoch viet a ich désledkov.

Veta 2.3.11.
Nech ce R, lim a,=a, lim b,=b, a,be R*. Ak maju prislusné vyrazy zmysel, potom plati:
a) lim (¢c-a,)=c-lim a, =c-a, b) lim (a, £b,) = lim a, + lim b, = a+b,
c) lim |a,| = ‘ lim a,| = |a, d) lim (a,-b,) = lim a, - im b, =a-b.
o 1 1 T Jman
e) lim — = = - im — = = —.
n—oo by, lim b, b’ n—oo by, limb, b
Veta 2.3.12.
Nech pre vsetky ne N plati a,, < b,,. Ak limity existuji, potom /lim a, < /lim b,.

Poznamka 2.3.9.
Tvrdenie vety 2.3.12 sa nezmeni, ak nahradime predpoklad a,, <b,, nerovnostou a,, < b,.
Napriklad pre vietky n€ N, n#1 plati n < n?, ale lim n = lim n? = oo.
n—oo n—od
Daosledok 2.3.12.a (Veta o zovreti).
Nech pre vsetky ne N, n > nq plati a, <c¢, <b, a nech lim a, = lim b, = a, a€ R".

n—~0o0 n—~0o0

Potom existuje lim ¢, a plati lim ¢, = a.

Dokaz.
Vyplyva z nerovnosti lim a, < liminfc, <limsupc, < lim b, = lim a,. ®
n—oo n—oo n—oo n—oo n—od
Veta 2.3.13.
Ak lim a, < lim b,, potom existuje ng€ N, Ze pre vSetky n€ N, n > ng plati a,, < b,.
n—oo n—oo
Dokaz.
Ozna¢me lim a, = a, lim b, = b, potom existuju okolia O(a) N O(b) = ().

Z vety 2.3.2 vyplyva, Ze existuju ny, ng € N také, Ze pre vsetky n€ N, n > ny plati a,, € O(a) a pre vSetky n€ N, n > ny plati b, € O(b).
KedZe a < b, potom pre vSetky n€ N, n > ng = max {ny, ny} plati a,, < b,. m

Priklad 2.3.10.
Vypocitajte lim n?, kde g€ R.

Riesenie.
Ak ¢ =0, potom lim n? = lim n° = lim 1 = 1.

n—oo n—od n—oo
Nech ¢ > 0, potom pre vietky ne€ N plati n? < (n+ 1)9, t.j. je postupnost {n?} °  rastica. Je zrejmé, Ze je tiez neohranicend zhora.
To znamena, ze lim n? = oco.

n—oo
1 1 1
Ak ¢ <0, t.j. —q > 0, potom lim n? = lim = — — =—=0.m
n—0o0 n—oo N4 lim n7¢ o0
Poznamka 2.3.10.
Z prikladu 2.3.10 a vety 2.3.11 vyplyva:
0, preg<0, 1 oo, preq<0
lim n?=<¢ 1, preq=0, lim = 1, preq=0,
n—oo n—oo N4

o0, pre q > 0,

Ak niektory z ¢iastkovych vyrazov nemé zmysel, neznamenad to este, Ze dané limita neexistuje. V tomto pripade musime néjst limitu
inym spdsobom. Niekedy pomdze vhodné tprava vyrazu, ktorym je dand postupnost definovana.
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Priklad 2.3.11.
a) Limity lim (—=1)", lim (—1)"" neexistuju, ale

n—~0o0

lim [(—=1)" + (=1)""'] = lim 0 =0, lim =0 lim [(=1)"] = lim 1= 1.
b) Pre limity lim n* = oo, lim n = oo, lim n~' = 0 plati
n—oo n—oo n—oo
n2
lim — = lim n =00, lim (n®>—n)= limn- lim (n—1) =00 00 = oo,
n—oo M, n—o0 n—oo n—o0 n—oo
aj ked nasledujice vyrazy nemaji zmysel
lim n?
R2X - limn’—limn=0c0o—o00.m
limn oo n-ooo n—oco

Priklad 2.3.12. , - ,
o e . + - +
Vypocitajte limitu postupnosti {L} , t.j. lim iy
ne = n=1

Riesenie.
Pre danu limitu plati:

n2+n ' n . n2 l—i-ﬁ o2 1+ﬁ
lim = lim ———— = lim |—- = lim — - lim =
n—oo n2 -2 n—o00 9 2 n—oo n2 1 2 n—oo n2 n—o0 1 2
A\ T2 T2
1 1
= lim 1- lim % — lim no— =1lm
1— > 1— =
Priklad 2.3.13.
2 3 (—1 -2 n-1 -2 040
2) lim Ly AR o
n—oond —2 nooco n3(1—2n73) nSeo 1—-2n73  1-0
.ond=2 . nfn-2n"%) | n-2n"% o00-0
b) lim —— = lm— 11m = = 00
n—oon?4+n n—ooc n2(l+n7l) n-oo 14n7t 140
ont=nd ) 4(1—n1) n* 1—nt 1-0
c) lim lim = lim - lim =00 —— =00. 1
n—oo n24+n n—oon?(l4+n-1) n=con? n—ool+nl 1+0
Poznamka 2.3.11.
Hodnotu limity mozeme vypocitat rdéznymi spdsobmi.
Musime si ale davat pozor, aby sme nedostali nedefinované vyrazy, ako napriklad
n* —n? . n*(n®*—n) n’>—mn 00— 00
lim = lim —— = lim = = 00 — 00.

n—o00 7’2 +n n— oo 7’2,2 (1 + Tl_l) n—oo 1 + 77_1 1 + 0

Veta 2.3.14.
Nech {a,} -, je postupnost. Potom lim ap = 0 prave vtedy, ak hm la,| = 0.
Dokaz.

NP_.: Vyplyva z vety 2.3.11 c).
PP_: Pre kazdé ne N plati — |a,| < a, < |a,|.- Potom na zaklade vety o zovreti plati:

0=— lim |a,| = hm (—|ay|) < lim a, < lim |a,| =0, tj. lima,=0.m

n—oo n—oo n—oo n—oo

Priklad 2.3.14.
a)nhjgo[\/ﬁ—\/j hm [W \/_] Ziiigz

i n+1l—n i 1 1 0
= lm—:—: .
nﬂoox/n—i— Vntl+yn naoo\/n+1+\/ﬁ 00
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3-4-

vn+l+n n+1—n?
c) lim [\/n—f-l—n] = lim [\/n—f-l—n] e = lim ————— =
)"HOO 00 vn+l+4+n nocey/n+1+mn

.on l14+4nt—n 1+0— o0
= lim — =

neon/nlfn 241 0+1

b) lim [\/n——l—l—n} = lim /n

n—oo n—oo

= lim v/n - lim

n—oo n—oo

=00 (1l—0o0)=—-0c0.

= —0OQ. |

Priklad 2.3.15.

Vypocitajte limitu geometrickej postupnosti lim a", kde a € R.
n—o0

Riesenie.
Ak a > 1, potom a" — o0. Ak a = 1, potom a" = 1. Ak a€(—1; 1), potom a™ —— 0.

Ak a = —1, potom pre parne n = 2k plati a® = a?* — 1 a pre neparne n = 2k — 1 plati a” = a?*~!

—— —1. Ak a < —1, potom pre

parne n = 2k plati " = a?* — oo a pre neparne n = 2k — 1 plati a” = a?~! — —o0.
ﬂ? pre CLE(—OO, _1> )
. . —1;1

Ak to zhrnieme, potom lim a" = 0, preac(-1;1),

n—oo 1, prea=1,

00, preac(l; oco).m
Veta 2.3.15.
Nech {a,} 7, je postupnost taka, ze pre vsetky ne€ N plati a, > 0.
a’fL
Potom (pokial uvedené limity existuji) plati rovnost lim {/a, = lim Ay
n—oo n—oo an
Veta 2.3.16.
Nech {an}ff:l je postupnost, nech a,, > 0 pre vSetky n€ N a nech lim /a, = a€ R".
n—oo
a) Ak a <1, potom lim a, = 0. b) Ak a > 1, potom lim a, = oco.

n—oo n—oo

Dokaz.

a) Zvolme ¢ € R tak, aby a < ¢ < 1. Potom (veta 2.3.13) existuje ng € N také, ze pre vsetky n € N, n > ny plati {/a, < ¢, t.j.
0 <a, < q". 7Z toho vyplyva

0< lima, < limq¢"=0, ¢tj. lima,=0.
b) Zvolme ¢ € R, aby 1 < ¢ < a. Potom existuje ng € N také, ze pre vsetky n€ N, n > ny plati ¢ < /a,, t.j. ¢" < a,. Z toho vyplyva
oo = lim ¢" < lim a,, t.j. lim a, =0co. m

n—oo n—oo n—oo

Do6sledok 2.3.16.a. 4
Nech {a,} 7, je postupnost, nech a, > 0 pre vietky n€ N a nech lim " e R

n— 00 an

a) Ak a <1, potom lim a, = 0. b) Ak a > 1, potom lim a, = oco.

n—oo n—oo

Poznamka 2.3.12.
Ak lim 4 =1, resp. lim {/a, = 1, potom vo vieobecnosti o konvergencii postupnosti {a,},", nevieme rozhodnuf. Napriklad pre

n—oo (I/n n—oo

postupnosti {n~'} ", {1}°7, {n} >~ plati
1

lim ot lim /a,=1, ale lim — =0, lim1=1 limn=oc.

n—oo a’fL n—oo n—oo N, n—oo n—oo

Na zéver tejto Casti uvedieme bez vypoctu niektoré dolezité limity, na ktoré sa budeme v budiicnosti odvolavat, a vyriesime niektoré
ukazkové priklady.

Veta 2.3.17.

Nech a,be R, a > 0, potom plati:*®
n!

a) lim a=1, b) lim /n =1, c) lim Vn! = oo, d) lim — =0,
n—00 n—00 n—00 n—oo N
) 1 n ) b n b )
e) lim (1+—) =e, f) lim (14+—) =¢’, g) limn(Ye—1)=1,
n—oo n n—oo n n—o00
h) T}Lr{)lon(\/a—l):lna, 1) ’nh—>Holo 1+ﬁ+5+---+a =e.
18Cislo e nazyvame Eulerovo ¢&islo. Jeho hodnota je priblizne 2, 718 281 827.
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Priklad 2.3.16.

1 2n 1 ny2 1 n7 2
a) lim (1+—) = lim {(1—1——) } = {lim 1+—) ] =
n—00 n n—co n n—o00 n

2

1 n 1 nan
b) lim (1+—) = lim {(1—%—)} =e¥ =001
n—oo n n—oo n

Priklad 2.3.17. nd
Vypocitajte lim —, kde a > 0, ¢ > 0.

n— o0 a
Riesenie.
.nf :
Ak a =1, potom lim — = lim n? = oco.
n—oo ( n—oo
q

Nech a # 1. Oznac¢me a,, = n—, n € N. Potom plati
an

. 1) gn 1 1\ 1 1\ 1 1
limgzlimwg—:lim—<n+ ) — = lim (1+—) —C 10 =
n

n—oo (0, n—oo q"tl ng n—oo @ n a n—oo

T.j. prea > 1 plati a=! < 1 a pre a < 1 plati a=! > 1. Potom (dosledok 2.3.16.a) plati
nd q

. ..n
lim — =00 pre a <1, lim — =0 pre a>1.m
n—oo " n—oo "

Priklad 2.3.18.
Dokazte, ze lim —— =e.

n—~0o0 \/

Riesenie.
n" > n
Uvazujme postupnost {a,} -, = {—} . Potom pre ne€ N plati {/a, = —.

n' ), Vn!

Tvrdenie vyplyva z vety 2.3.15 a zo vztahu

. 1)+ p) 1) 1\"
L e A (U
Priklad 2.3.19. .
Dokazte, ze ak a € R, potom lim a_‘ =0.
n—oo 1.
RieSenie.
Nech k€N je také, ze k > |a| > 0, t.j. 1 > |a| /k. Potom plati
la]" 1 la|" 1 Jal" Lk o™ K [lal]"
o< & -4 -z M _r M
n k' (k+1)--n k' k---k kKD KR kR KD | K

Z toho vyplyva

lal”

k* kR " n
0 < lim a_ < lim — [M] - lim {M} =0, t.j. lim a_' =0.

n—oo n' n—00 k‘ k ]{' n—oo

Iné rieSenie.
Oznacme a, = a"/n!, n€ N. Na zaklade viet 2.3.16 a 2.3.14 plati

hm Vlan| = hm

—:O< 1 tj. 0= lim |a,| = hm (U,

’
n—>oo \/ ‘ O n—00

Iné riesenie.
Oznac¢me a, = a"/n!, n€ N. Potom na zaklade dosledku 2.3.16.a plati
a"tt nl

lim |2 = lim i ol _lal g1 b tim fan| = lim gy —0.m
n—oo | Qy n—oo (n + 1)! a™ n—oo n+1 00 n—oo n—oo
Priklad 2.3.20. -
Vypocitajte lim ﬂ, kde ae R, a > 0, a # e.
n—oo NN
Riesenie.
Ozna¢me a, = a™n!/n™ pre n€ N. Potom plati
. Qper . a4+ 1) nn , an® , n+1\"1" o«
lim = lim = lim ——— =a lim =—.
n—oo  Q, n—oo (n 4 1)"*1 a?n!  n—oo (n 4 1)» n—00 n e
Potom (désledok 2.3.16.a) plati lim a, =0 prea <e, lim a, =oc0prea >e. m
n—oo n—oo
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Priklad 2.3.21.

. [n 14+---4n . [n n(n+1) , n , 1 1
a) im |- —— | = lim |- — = lim = lim ——
n—oo | 2 n+ 2 n—oo | 2 2(n+2) n—00 2(n+2) n—o0 2+2/n 2
2" " T (2/3)"+1 2/3)"+1 1 1
b) hmi:hm?’_M:hm(/g)jL — 0+ - m

oo 201 43701 oo 312(2/3)7 + 3 nox2(2/3)7+3  2-0+3 3

Priklad 2.3.22.
Vypocditajte lim /3" — 2n.

Riesenie.
1 2 2 1 / 2\"
Pre vsetk Noplati —=1—-=-<1—-| = 1, t.] <{/l—-(=) <1
re vsetky n e /V platl 3 3> (3> < .- \/7 (3)
, . 1 2 2
Z toho vyplyva 1 = lim g m {/1— (§ <1, t.j. lim — (§> = 1. Potom

2\" 2\"
lim V3" — 2" = lim d3”{1—(§ }:lim3"1—(§) =3-1=3m

Priklad 2.3.23.

Dokazte, ze lim = 0.

n—o00 \/_

Riesenie.

Pre ne N, n > 1plati {/n>1,tj. ¢/n—1>0.

Kedze lim {/n =1, potom lim ({/n—1) =0. } = lim f —oco.m

Priklad 2.3.24.

Vypocitajte limitu postupnosti {a,} -, zadanej rekurentne ag > 0, a,+1 = v/a, + 6.

Riesenie.

Oznac¢me lim a,, = a. Potom na zaklade dosledku 2.3.7.a plati
lim a, = hm Uny1, t. a® = lim a = lim a? ol = hm (an, +6) =a+6.
n—oo n—oo n—oo

To znamena, zZe a je rieSenim kvadratickej rovnice
a>—a—6=(a—3) (a+2)=0.
Koren a = —2 < 0 nevyhovuje. Z toho vyplyva ¢ = lim a, = 3.

Este musime ukazat, Ze postupnost {a,} -, konverguje.
Ak ag = 3, potom pre vietky ne N plati a,, = 3, t.j. {a,},, konverguje.

Ak ay < 3, potom pre vsetky n€ N na zaklade matematickej indukcie plati a,, < 3. Plati totiz
a1 =vVay +6<V3+6=3, an <3 = apy1 = Va, +6<V3+6=3.

Kedze su vsetky cleny a,, kladné a a,, — 3 < 0, plati

al—al, =a,—a,—6=(a,—3)(a,+2) <0, tj a<al., tj. a,<a1.

n n
To znamena, ze {a,}, ., je rastica, zhora ohranicend, t.j. konverguje.

Pre ag > 3 je dokaz analogicky a prenechavame ho citatelovi ako cvic¢enie. m

Priklad 2.3.25.

Vypoditajte limitu postupnosti {a,}, -, = {0,2; 0,23; 0,233; 0,2333; ...}.
Riesenie.

Ak ozna¢ime ¢ = 0,1 < 1, potom pre n€ N plati

ar=0,2, az=0,2+0,03, az=0,2+0,03+0,003=0,2+0,03(1+q), ...,
4, = 0,240,031+ g+ +¢"2) =0,2+0,03(1 — ¢"1)/(1 — q), .... Potom

) ) 1—q¢"t 1 0,03 7
lim a, = lim 0,2+ 0,03— 2| =0,24+0,03—— = 0,2 S
i O = |2 1—gq O 09 3™
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Cvicenia
2.3.1. Napiste niekolko prvych ¢lenov postupnosti {a,} - . Vyslovte a dokdzte hypotézu o monoténnosti a o ohrani¢enosti postupnosti
{a,}>7 |, ak pre vSetky n€ N plati:

n—1 n+3 n’+n n?
n:—) b n:7’ n:7, d n:—’
8) an =27y ) an =5 ¢ an =y ) an =g
e) an:n2_1’ f) an:n2_na g) an:(n3+1)_17 h) an:(_n)n—27
, n+(=1)" , n n+1 nt—n+1
n — 5 n — - 5 k n— = 4 . 4
i) a n—(=1)» ) a n+1 n ) a nt+1

2.3.2. N4jdite mnozinu hromadnych hodnot postupnosti {a,}, -, ak:

n=1?
a) a, =2/(n+ 3) pre n neparne a a,, = 37" pre n parne,

b) a, =(n+1)/(n — 1) pre n neparne a a,, = 3"/(1 + 3") pre n parne,
¢) ap, =14 37" pre n neparne a a,, = n/(n + 1) pre n parne,
d) a, =n/(2n+ 3) pre n neparne a a, = (2n + 3)/n pre n parne.

2.3.3. Nech postupnost {a,}. -, konverguje a postupnost {b,} -, diverguje. Zistite, aké s postupnosti {a, £ b,} -, {anb,}, -,
{an/bn}>" 1 {bnfan} 1, {1/(anby)} ~ . Uvedte priklady takychto postupnosti.

2.3.4. Predpokladajme, ze postupnosti {a,} -, {b,} -, diverguji. Zistite, aké st postupnosti {a, £ b,}, -, {anbn} . {an/bu} |,
{1/(anbn)}, -, Uvedte priklady takychto postupnosti.

2.3.5. Néjdite postupnosti {a,},-,, {b,} -, pre ktoré plati:

n=1"

a) lim anb, = 0, lim a,#£0, lim b, #£0, b) lim a, = lim b, = 0, lim % 41,
c) lim dn _ 1, lim (a, —b,) #0, d) lim a, = lim b, =0, lim a,b, = co.

n

2.3.6. Dokézte, ze postupnost {a,}, ., zadand rekurentne vztahmi a, 41 = 1+ a, —n, a; =1 je nerastica a ohrani¢end zhora. Uréte
a dokazte vSeobecny vzorec pre ¢len a,, n€ N a vypocitajte lim a,.
n—

(e}
2.3.7. Najdite rekurentné vyjadrenie ¢lena a,,, n€ N postupnosti {a,} - :
a) {2"+3}., b) {1+ (=1)"}L,, c) {1-n}7,, d) {n" '}y
2.3.8. Najdite vSeobecny vzorec pre n-ty ¢len postupnosti {a,} -, zadanej rekurentne:
a) a1=1, apr1=a, + 1, b) a1=1, apy1=—ay, c) ar=1, apy1=2(n+ 1)a,,

2.3.9. Najdite mnoziny hromadnych hodno6t nasledujtcich postupnosti:
a) {(=1)"¥/n}, Ly, b) {(=n)™"}y, o) {(=1)"}2y d) {n™"} 11,
e) {n+(=1)"} 2y, £) {(=n)"}1, g) {(-)"(V2+1-n)}

n=1"
2.3.10. Na zaciatku pokusu v ¢ase t; = 0 bolo v skiimavke ny baktérii. Ich podet po ¢ minttach je uréeny vztahom n;, = ngk?, kde k je
nejaké konstanta. Na konci druhej mintty bolo v skiimavke ny, = 5000 baktérii a na konci piatej mintty ich bolo ns = 625 000. Kolko
baktérii bolo v skiitmavke na zaciatku pokusu?

2.3.11. Nech {S,} 7, je postupnost Stvorcov, kde S; je Stvorec so stranou a; = a > 0 a pre n € N, n > 2 ma $tvorec S,, vrcholy
umiestnené v stredoch stran stvorca S,,_;.

a) Uréte vieobecny vzorec pre dizku strany a,, $tvorca S,, n€N.

b) Urcte sucet obvodov Stvorcov S,,. c) Uréte stcet obsahov §tvorcov S,.

2.3.12. Pre aké a € R konverguje postupnost {a,} -, kde a, = (n + 1)/n pre n parne a a,, = (1 — an)/(2n + 1) pre n nepérne.

n=1’

2.3.13. Urcte, ktoré z nasledujucich rekurentne zadanych postupnosti konverguju:

a) agp =1, api1 = \/\/an + 1, b) ap =11, api1 = Va, + 5,
c) ap =2, app1 = (aj +1)/2, d) ag =1, anp1 = (a2 +1)/2,

e) Qo = Oa an+1 = el—an’ f) Ao = 2a ant1 = el—an,

2.3.14. Vypocitajte lim a,, kde postupnost {a,} -, je rekurentne zadand vztahmi:
n—oo

a) ani1 = Van +2, a9 >0, b) ani1 = Va, +12, a9 > 0,

¢) Any1 = Vay, +20, ag > 0, d) ans1 = (ap +1)/2, ap€(-1; 1),
e) Api1 = el—an’ G()GR. f) Api1 = (a% -+ 4)/4, ag € <—]_, ]_>,
g) any1 = an/(2+ay), ag > 0, h) apy1 =1+a,t, ag =1,
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2.3.15. Urcte liminf a,, a limsup a,,, ak pre vsetky ne€ N plati:

n si?:?;!o o n cosn! nsinn! n cos n!
n - 77 b n - 77 n - 77 d n -
2) « n?+1 ) n?+1 c) @ n?—1 ) n?—1
2.3.16. Urcte limity nasledujucich postupnosti, t.j. vyjadrite periodické ¢isla ako zlomky:
a) {0,1; 0,13; 0,135; 0,1355; ...}, b) {0,5; 0,53; 0,533; 0,5333; ...},
c) {0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; ...}, d) {0,5; 0,50; 0,505; 0,5050; ...},
e) {0,6; 0,66; 0,666; 0,6666; ...}, f) {0,1; 0,12; 0,121; 0,1212; ...}.
2.3.17. Urcte a € R tak, aby nasledujtiice limity boli vlastné:
)i n*+5 b) +1 " )l a+11" Q) 1 1—a"
a) lim —— im |a+ — ¢) lim im
n—oo | 4 ’n?” n— oo n ’ n—oo 3 ’ n—oo 1 4+ a”
2.3.18. Najdite vsetky cisla a,be R tak, aby platilo:
2
a) lim " ran+tb| = 0, b) lim L antb| = 0,
n—oo | 1, + 2 n—oo | M + 2
n® n?
li ——— +bn| = d) B bn| =
c) ngrgo{n2+1+ n} 0, )nirgo[na+1+ n} :
2.3.19. Nech a1 =1, a,,= \/1 + 24+ /n, ne N. Dokéite, ze {a,}, ., konverguje.
2.3.20. Nech a€ R, a > 0. Vypocitajte limitu nasledujicich postupnosti:
) {\/5,\/\/5,\/\/\/5,...}, b) {\/ﬁ,\/2+\/§,\/2+\/2+\/§,...},
c) {\3/5, ALY \3/\3/5,...}, d) {\/a,\/a—i—\/E,\/a—l—\/a#—\/a,...}.
2.3.21. Vypocitajte nasledujice limity:
oo n?4+1 . (n+1)? ) 5n? . 2n
a) m e b) fm e ol T O e
. 142434+445+---4n 12422432440
e) lim , f) lim
n—oo VInt+1 n—00 n?
12432452+ 4+ (2n —1)? 143+5+---+(2n—-1
o) lim DS +(2n )7 b lim LT3T5E +(2n-1)
n—o0 n3 n—o0 1+24+3+---+n
2.3.22. Vypocitajte nasledujtce limity:
oont—n+1 n*—n+1 Cont—n+1
a) lim : b) lim ————, ¢) lim ——|
n—oo 2n2 +1 n—oo 2nt +1 n—oo 218 +1
2 2 2 2 2 2
d) lim | " , e) lim Y _op , f) lim M,
n—oo|n+2 n+3 n—oo | n + 2 n—oo 3n? —n+1
) n? b 1 n* —3n? 4+ 2 )l n? n? 41
im |n— im i) lim — .
& n—o0 n-+1 ’ n—o0 n2+1 ’ n—oo |n—1 n—+3
2.3.23. Vypocitajte nasledujtce limity:
1-— an 2 B
2) lim L=V b) lim 22 ¢) lim —'— d) Tim =Y
nﬂOOl—i—\/ﬁ n—oo N — 3" n—oo 3" + 1 n—oo M — 1
3" = —1)" 2 32 11
¢) lim >—" £) Jim D" o) lim — h) lim Y2
n—oo nt n—00 n—(—l)" n—oo 1 + n\/ﬁ n—oo 1+ 1
3/ 9 —1)" 3" 1
) lim YT i) lim —— K Tim A0 ) lim =22
47 p) Bn + 1 —1]" ~3]2
m) lim —n, n) lim ¢ i, o) lim o , p) lim r
q) lim r : r) lim [1— > , s) lim [1——/| , t) 1 nto
n—oo | 2n-+1 n—00 n n—00 3n n—oo | M + D
2.3.24. Vypocitajte nasledujice limity:
—2)" 4 3" 4)! — 2)! 1/2)"
2) lim 2 F3" b) qim (A= (42) o) lim — "
n—oo (—2)mHt 4 3t n—oo (n+3)! n—oo (1/4)" — (1/3)"
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d) lim v

n—~o0

1 3 4
, ¢) lim —— YT , f) Jim VIV
n+y/n+vn nﬂoo\/n%— n++n noee V2n 41
(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) Vvn?2—1++vn2+1

8 T | h) i, "
2.3.25. Nech a,be R, b > a > 0. Vypocitajte nasledujuce limity: )
a4 b L a b sl
2) i T e R S
2.3.26. Nech a € R. Vypocitajte nasledujtce limity:
n n r 3 n
a) lim L, b) lim ¢ , c) lim - , d) lim i ,
n—oo " + 1 n—oo " + 1 n—oo @?" + 1 n—oo | 2
1" n—a n—al"” a”
li — f) lim a? li h) i
) Jim [a 3] L 9 Jim i) RS T

2.3.27. Nech a,be R. Vypocitajte nasledujuce limity:

a) nlgrolo[\/n—jta—\/ﬁ}, b) lim [vn—+vn—a], c) 1im[ n(n—a)—n],

d) lim -\/n2+1—n], e) lim -\/n2+n—n], f) lim [\/n—i—l—n],
g) lim _n—\/nQ—l], h) lim _3n3—1—n}, i) 1imn[\/n2+1—n],
2 bn2 2 2 2 _ an? 43
j) Jim |m T, W) i | ) ) fm 0t 3
n—oo n+1 mn-—1 n—oo |ln—a n-—2>b n—00 n+95

2.3.28. Nech a,be R. Vypocitajte nasledujice limity:

a) lim :\3/(77, T2 Y- 1)2}, b) lim [3n— vOnZ — 100 + 1],

N o0 n—oo L
c) lim _\?’/n3+n+1—\r°/n3—n+1}, d) lim _\7n3+n2+1—\3/n3—n2+1},

e) lim _\/(n—a)(n—b)—n], f) lim

n—oo L n—oo

\/n+\/n—|— — \/n—\/n—ir 1}.
2.3.29. Nech a,be R, a > b > 0. Vypocitajte nasledujice limity:

a) lim [2V/a]", b) lim /1 + an, ¢) lim Va"+ b, d) lim na®,

— 112
o) Jim [ “a]. I o) Jim n[ 93~ V1]

2.3.30. Na obrazku 2.3.11 je znazorneny postup konstrukcie lomenej ¢iary, ktorda vznikne z tsecky AB. Kazda jednotliva tisecka sa

.....

proces sa opakuje do nekone¢na. Vypocitajte dizku lomenej &iary, ak [AB| = 1.

N T U B

A B A B A B A B

Obr. 2.3.11: Lomen4 ¢iara z cvidenia 2.3.30.

2.4 Ciselné rady

2.4.1 Zakladné pojmy

Ciselné rady tizko stvisia s ¢iselnymi postupnostami a zovseobeciiuji pojem spoéitavania koneéného poctu séitancov na nekonecény
pocet. S vyrazmi, ktoré obsahuji nekonecne vela s¢itancov sa nepriamo stretdvame uz v zakladnej skole. Jednoduchym prikladom st
zlomky. S vyrazmi ktoré obsahuju stcet nekoneéného poctu ¢isel sa mozeme stretnif aj v geometrii. Ilustruje to nasledujtci priklad.
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2.4. CISELNE RADY MATI—S

Priklad 2.4.1.
Uvazujme rovnoramenny pravouhly trojuholnik 7" (obr. 2.4.12) s preponou dlhou 2. Vyska trojuholnika 7" m4a dizku 1 a odvesny /2.
Obsah trojuholnika T je uréeny vztahmi

2-1 V2-V2

P:—2 =1, resp. P= 5

Uvazujme (nekoneéni) postupnost stvorcov vpisanych do trojuholnika 7" tak, ako to vidime na obrazku 2.4.12. Prvy Stvorec mé stranu
dlhii 2/3 a jeho obsah je P, = 4/9. Druhy $tvorec (st dva) mé stranu polovi¢nej dlzky ako prvy Stvorec a jeho obsah je P, = P, /4.
Treti $tvorec (st dva) mé stranu poloviénej dizky ako druhy $tvorec a jeho obsah je Py = P, /4 = P;/4%. Takto pokracujeme pre vietky
neN.

Je zrejmé, ze stucet obsahov jednotlivych stvorcov je mensi ako obsah trojuholnika 7T, t.j.

oP, 2P 2P
1:P>P1+2P2+---+2Pn+---:P1+Tl+4—21+---+4n_11

1.

+---.m

Priklad 2.4.2.

Nech S je stvorec so stranou dlhou 1. Jeho obsah P sa rovna é&islu 12 = 1.

Stvorec S rozdelme uhloprieckou na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Obsah jedného z nich oznac¢ime P; a druhy rozdelime na dva
zhodné pravouhlé trojuholniky. Obsah jedného z nich ozna¢ime P, a druhy opéif rozdelime na dva zhodné pravouhlé trojuholniky. Takto
budeme pokracovat pre véetky n€ N (obr. 2.4.13).

Je zrejmé, ze tieto trojuholniky pokryju cely Stvorec S, t.j. sticet ich obsahov je rovny ¢islu P = 1. Kazdy nasledujtci trojuholnik ma
obsah rovny polovici obsahu predchédzajiceho trojuholnika. Obsah prvého je P, = P/2 = 1/2. To znamen4, Ze plati

P P P 1 1 1
l=pP=p + 2t oD T
1t gt gt sttt
Py
1 P 1
Py
P P nil p
P " R AN N
Obr. 2.4.12: Priklad 2.4.1. Obr. 2.4.13: Priklad 2.4.2.

Nech {a, } 7, je ¢iselnd postupnost, potom nekoneénym ¢éiselnym radom (nekoneénym radom ¢isel) vytvorenym z postupnosti
{a,} ~ | nazgvame vyraz
ay+as+ag+---+ap+---

Struéne ho nazyvame rad (¢iselny rad) a oznac¢ujeme symbolom

(0.0
Zan=a1+a2+a3+---+an+--~ .
n=1
oo
Cisla a1, ap, ...nazyvame ¢leny radu > a,, pricom a, sa nazyva n-ty ¢len.

n=1

Poznamka 2.4.1.
Ciselné rady a postupnosti izko suvisia. Rad je jednoznacne uréeny postupnostou. To znamens, Ze rad mézeme zadat vieobecnym
vyjadrenim (explicitne) kazdého ¢lena a,, n€ N alebo rekurentnym vyjadrenim prvého ¢lena a ¢lenov a,, n€ N.

Poznamka 2.4.2.
Pre spocitavanie nekonecného poctu s¢itancov neplatia vsetky pravidla, ktoré platia pre s¢itanie kone¢ného poctu sc¢itancov. Napriklad,

ak aplikujeme asociativny zdkon na ¢éiselny rad > (—=1)""' =1—-1+1—1+---, dostaneme spor
n=1

S w1 J A-D)4+(1-1)+(1-1)+---=0+04+0+---=0,
2. (-1 _{ 1+ (-14+1)+(-1+1)+---=1+0+0+---=1.

n=1

Neskor (pri prerovnani radu) ukdzeme, Ze neplati ani komutativny zakon.
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&)

Nech > a, je ¢iselny rad a nech k€ N je lubovolné. Potom koneény stucet
n=1

k
sk:al—l—ag—i----—f-ak: E Ay,
n=1

o
nazyvame k-tym ¢iastoénym stic¢tom radu ) a, a nekoneény sicet

n=1
o0 (oo}
Tk = Qg1+ Qg2 + Qg3 + -0 = E an=§ Ak+n
n=k+1 n=1

nazyvame k-tym zvysSkom radu ) a,. Postupnost

n=1
{Sn}iil ={a+---+ @n}iil

nazyvame postupnost &iastoénych stiétov radu > a,.
n=1

Poznamka 2.4.3.
7 definicie vyplyva, ze pre vsetky k€ N plati

00 k

Zan = Zan + Z Ay, = Zan + Zak+,,, = S + Tk.

n=1 n=1 n=k+1 n=1 n=1

Poznamka 2.4.4.

oo

Vztah medzi radom > a, a jeho postupnostou ¢iastoénych sactov {s,} -, je vzdjomne jednozna¢ny. Postupnost {s,} -, je pre ne N
n:}

jednoznac¢ne ur¢end vztahmi

S1=ai1, Sp=0a1+a2=381+0a2, ..., Sp =01+ "+ Ap_1 1 Qp = Sp—1 + Up,

Ak polozime sg = 0, potom je rad > a, pre n€ N jednoznacne urc¢eny vztahmi
n=1

1 =851 =851 — S50, Q2=52—51, ..., QAp = Sp — Sp-1,

o0
Hovorime, 7e rad ) a, ma stacet s€ R* a zapisujeme
n=1

o
S:al+a2+...+an+...:Zan
n=1

[o¢]
prave vtedy, ak existuje lim s, = s, t.j. plati Z a, = lim s, = s.
n—oo =1 n—oo

Ak s€ R, potom hovorime, ze rad ) a, konverguje k €islu s (je konvergentny k ¢islu s) alebo strucne, Zze rad konverguje
n=1
(je konvergentny).

Ak rad nemé koneény sucet, potom hovorime, ze rad diverguje (je divergentny). Ak s = oo [resp. s = —oo|, potom rad
diverguje do oo [resp. do —oo| a piSeme

o o0
E a, = 00, resp. E a, = —00| .
n=1 n=1

Ak rad sucet nema, t.j. ak lim s, neexistuje, potom hovorime, Ze rad osciluje.

n—oo

Poznamka %4.5.

Ciselny rad >~ a, bud konverguje alebo diverguje. Ak rad diverguje, potom bud osiluje alebo diverguje do oo [resp. do —oo]. Je zrejmé,
n=1
ze vsetky tieto moznosti sa vylucuju.
Pri(l)colad 2.4.3.
a) y. 0 =0, pretoze plati {s,} —, = {0} 2, lim s, = 0.
n—o0

n=1

[e.e]
b) > 1 = oo, pretoze plati {s,} -, = {n} —,, lim s, = cc.
n=1 n—00
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[e.e]
¢) > (1) = —oo, pretoze plati {s,} -, = {-n}—,, lim s, = —cc.
n—oo

d) > (—1)" osciluje, pretoze {s,},-; = {—1,0,—1,0,...} a lim s, neexistuje. m

1 n—oo

Poznamka 2.4.6. .

1
Z vety 2.3.17 vyplyva Z - = 1+ B
n! !

111
M TR

n=1
Priklad 2.4.4. .

[e.e]
1 1 1 1 1
VypoéitajtesﬁéetraduZan:Zn(n+1):1.2+2.3+3.4+4.5+...

n=1 n=

Riesenie. 1 1 1
P Setk eNplatia, = ——— = — —
re vsetky n plati a n D) nd

+ag 4+ L + L 1 4+t
Sn:a G o e an: —_— — —_ — — P
P 1 2 2 3

. Potom n-ty Ciastocny sucet plati

LR U D
n n+1| n+1

L : 1 = 1
Z toho vyplyva nll_{rolosn = lim [1 T 1] =1, t.j. ;m =1 =

n—od

Priklad 2.4.5. .

1 11 1 1
Vypocitajte sucet harmonického radu Z — =1+ 2 + 3 + 1 + 5 + e
n

n=1
Riesenie.
Postupnost ¢iastoénych suctov {s,} - je rastica a podla vety 2.3.10 m4 limitu.
Pre prvé Styri ¢leny vybranej postupnosti {son} - | plati

0
812820:121+—,

2
1 0 1 1
32:5‘21:sl+521+§+§=1+§,
1 1 1 1 1 1 2
84:6’22:$2+§+Z21+§+Z+Z:1+§+§:1+§,
1 1 1 1 1 1 1 1 2 4 3
38:523:S4+§+6+?+§21+§+§+§+§+§:1+§+§:1+§'
Dokéazeme, ze pre vSetky n€ N plati son > 1+ n/2.
Pouzijeme matematicktl indukciu. Pre s; sme vztah uz dokazali.
Predpokladajme, Ze plati vztah sor > 1+ k/2. Potom pre sort1 plati
82k+1:82k—|—2k11—|—2k:_2+"'+ﬁ2
>1+ﬁ+i+i+...+izl+ﬁ+z_]€:1+ﬂ
— 2 2k+1 2k+1 2k+1} 2 2k+1 2

~
2k —krat

Takze pre vSetky n€ N plati son > 1+ n/2. Z toho vyplyva

lim son > lim <1 + g) =00, t.j. lim Son = 00.

n—od n—oo n—od
[e.e]
To znamena, ze lim s, = oo, t.j. rad diverguje a plati E —=00. 1
n— oo 1 n
n=

Priklad 2.4.6. .
Nech g€ R. VySetrite konvergenciu geometrického radu Z =14+ q¢+F+ .

n=1
Riesenie. - .
Ak ¢ =1, potom Y ¢"'=>1=c0.
n=1 n=1
Ak g # 1, potom pre n-ty ¢iastoény sucet geometrického radu plati
—1 "—1
sn:1_|_q_|_..._|_q"*1:(q”*1+...+q+1)q :q .
g—1 q-1
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Potom na zaklade prikladu 2.3.15 o limite geometrickej postupnosti plati

3 pre ¢ < —1, t.j. osciluje,
oo —1 - .
. . gt =1 =00, preq>1, t.j. diverguje do oo,
lim s, = lim =q qg—1
n—00 n—oo ( — 1

—— =——, pregqe(—1;1), t.j. konverguje. m
q

Poznamka 2.4.7.
V priklade 2.4.6 sme pouzili rovnost, ktord pre a,b€ R, n€ N mé tvar

a* = b= (a—b)(a" P +a" b+ ab" 2+ Y.

Priklad 2.4.7.
[e.e]
Vysetrite konvergenciu ¢iselného radu Z =
n=1 \/ﬁ
Riesenie.
Nech ne N, potom pre n-ty Ciastocny sucet daného radu plati

1 11 1 1
Sn=ld—=+ At =>4+ ——==

V2 ViV NI

n—oo

1
7 toh Iy li > li = — = 0.
toho vyplyva lim s, > lim Vn = o0, t.j 221 7 00. W

2.4.2 Vlastnosti konvergentnych radov

V tejto Casti uvedieme niektoré zakladné vlastnosti ¢iselnych radov, ako aj niektoré kritéria na urcovanie konvergentnych, resp.
divergentnych radov.

Veta 2.4.1 (Nutni podmienka konvergencie radu).

Ak diselny rad > a, konverguje, potom lim a, = 0.

n=1 n—oo

Dékaz.oo

Plati > a, = lim s, = s€ R. Z toho pre vSetky n€ N vyplyva a,, = s, — $_1, t.j.
n—oo

n=1

lim a, = lim (s, —$,-1)= lim s, — lim s, 1 =s—s=0.m

n—oo n—oo n—oo n—oo

Poznamka 2.4.8.
Ako dokazuju priklady 2.4.5 a 2.4.7, tvrdenie v predchadzajicej vete sa neda obratit.

To znamend, Ze z podmienky lim a, = 0 nevyplyva konvergenciu radu »_ a,.

n—
n—00 n=1

Dosledok 2.4.1.a. -
Ak nie je splnend podmienka lim a, = 0, potom rad »_ a, nekonverguje.

n—oo n=1

Priklad 2.4.8.
Rad > n(-1)" = —14+2—-3+4 — 5+ --- nekonverguje, pretoze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie, lim n(—1)" totiz
n=1

n—~o0

neexistuje. m

Pri vySetrovani konvergencie ¢iselnych radov méa dolezitt tlohu tzv. Cauchy—Bolzanov princip konvergencie, ktory ndm umozni overit
konvergenciu radu bez toho, aby sme poznali jeho stcet. Vyplyva z Cauchy—Bolzanovho principu konvergencie pre ¢iselné postupnosti
(veta 2.3.4, str. 40), ktory je v pripade postupnosti ¢astoénych stcétov {s,} | sformulovany v leme 2.4.2.

Lema 2.4.2.
Postupnost {s,}. -, konverguje prave vtedy, ak ku kazdému ¢islu € > 0 existuje no € N také, ze pre vSetky m,n€ N, n > ng, m > ng
plati |s,, — s,| < €.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 53 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



2.4. CISELNE RADY MATI—S

Veta 2.4.3 (Cauchy—Bolzanov princip konvergencie radu).

Ciselny rad > a, konverguje prave vtedy, ak ku kazdému ¢islu € > 0 existuje ng € N také, ze pre vietky n,k € N, n > ng plati

n=1

|a’n,+1 + Un+4-2 + -+ an—i—k‘ <E.

Dokaz.
Tvrdenie vyplyva priamo z definicie konvergencie radu a z lemy 2.4.2.
Ak polozime m = n + k, potom m > n a pre postupnost ¢iastoénych sactov {s,}, -, plati
|Sm — Sn| = [Snk — sn| = [(a1 + -+ an+anp1+ -+ apgr) — (@1 + - +a,)| =
— ‘a’n,—&-l + Up+-2 + -+ a’n,—&-k‘ .

Takze st tvrdenia |s,, — s,| < &, |ani1 + -+ + anyx| < € ekvivalentné a veta plati. m

Poznamka 2.4.9.
Podobne, ako pri ¢iselnych postupnostiach, ak zmenime v ¢iselnom rade konec¢ny pocet ¢lenov, jeho konvergencia, divergencia do +-oo,
resp. oscilacia sa nezmenia. Toto plati pre rady vo vSeobecnosti, t.j. koneény pocet ¢lenov nema vplyv na vlastnosti radu.

Ciselné rady mozeme séitavat, odéitavat, nasobif ¢islom. Ostatné operacie, ako st napriklad vzajomné nasobenie radov a prerovnanie
radu, zavedieme neskor.
Nech ce R, potom c¢iselné rady

o0

> (an +bn),

n=1 n=1

(@n — ), i cay,
n=1

o0 o0 o0

nazyvame sucet, rozdiel radov g (s E b, a nasobok radu E a, Cislom c.

n=1 n=1 n=1

Veta 2.4.4. . .
Nech ceR, > a, = s, >, b, =t, kde t,s€ R*. Potom (ak maju prislusné vyrazy zmysel) plati

n=1 n=1
i(anibn)_ianiibn_sjit ican—cian—cs.
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
Dokaz. . .
Ak oznac¢ime {s,} —,, {t,},—, postupnosti ¢iastoénych suctov radov > a,, > b,, potom st postupnosti {s, £,} _, {c¢sn} o,
n=1 n=1
postupnostami ¢iastoénych suctov radov > (a, £ b,), > ca, a tvrdenie vyplyva z vety 2.3.11. =
n=1 n=1
Poznamka 2.4.10. . . N
Ak ¢ =0, potom pre Tubovolny rad > a, plati > ca, = > 0=0.
n=1 n=1 n=1
Opacné tvrdenie v predchadzajticej vete neplati. Napriklad Y [(—1)" + (—1)"*!] konverguje k ¢&islu 0, aj ked rady > (—1)", > (—1)"*!
n=1 n=1 n=1
nemaju sucty.
Priklad 2.4.9.
= ap” + bg"
Nech a,b,p,q€ R, |p| > 1, |q| > 1. Vypocitajte stcet radu Z u
pq"
n=1
Riesenie.
Z prikladu 2.4.6 vyplyva, Ze pre |p| > 1, |q| > 1, t.j. [p7| < 1, |¢"!| < 1 plati
pr = \p) 1 -1l op-1 g g1
b p
To znamena, Ze su splnené predpoklady vety 2.4.4 a plati
= ap™ + bg" “la b =1 =1 aq bp
o0
V poznamke 2.4.2 sme uviedli priklad ¢iselného radu > (—1)"*!, pre ktory neplatil asociativny zékon. Problém je v tom, Ze tento
n=1

rad nemé sucet. Ako ukazuje nasledujtiica veta, ak rad sucet ma, potom asociativny zakon plati.
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Veta %54.5.
Nech > a, = s€ R*, {k,},_, je rasttca postupnost indexov. Potom:
n=1
Zan:al+”'+ak1+ak1+1+”'+ak2+”'akn,1+l+"'+ak,,+"': Cn:S.
n=1 ~ n=1

c1 c2 Cn

Dokaz.
o o
oo oo o v v_ s /v ’
Pre {s,},_, {tn},—, postupnosti ¢iasto¢nych sactov ) a,, Y ¢, plati:
n=1 n=1
h=c=a+ -+ag =5k, ta=c+ca=a+ -+ ap = Sk,
th=c+tco+ - +cp=a1+- -+ ag, = Sk,

To znamena, ze {t,} —, je vybrand z {s,} -, aplati lim ¢, = lim s, =s. m
n—oo

n—oo

Désledok %54'5'3'
Ak z radu ) a, vynechdme vSetky nulové ¢leny, resp. don vlozime Tubovolny (aj spocitatelny) pocet nulovych ¢lenov, potom sa jeho

n=1

sucet nezmeni.

Poznamka 2.4.11.
Ak vylac¢ime z radu s nezdpornymi ¢lenmi vSetky jeho nulové cleny, dostaneme rad s kladnymi ¢lenmi s rovnakym stc¢tom. Potom pri
vySetrovani konvergencie radu méZzeme pouzit aj podielové kritéria, ktoré obsahuju jednotlivé ¢leny v menovateli zlomku.

2.4.3 Ciselné rady s nezapornymi ¢lenmi

[e.e]
Nech > a, je rad s nezdpornymi ¢lenmi, t.j. nech pre vSetky n € N plati a,, > 0, Potom je jeho postupnost ¢iastoénych suctov
n=1
{sn}o2, neklesajuca a podla vety 2.3.10 m4 limitu. To znamen4, Ze kazdy rad s nezapornymi ¢lenmi ma stcet.

[ee]
Z poznamky 2.3.8 vyplyva, Ze rad ) a, konverguje prave vtedy, ak je postupnost {s,} -, ohranifend zhora a diverguje do co v

n=1
opacnom pripade.
Veta 2.4.6. . .
Ak pre vSetky ne N plati 0<a,, <b,,, potom 0 < Zan < an < o0.
n=1 n=1
Dokaz.

Ak {s,},2,, {tn} -, st prislusné postupnosti ¢iastoénych staétov, potom pre n€ N plati

0<s,=a1+--+a, <by+---+b,=1,, tj 0<lims,<limt,<ocom

n—oo n—oo

Ak si uvedomime, Ze zmenou konecného poctu ¢lenov sa konvergencia, resp. divergencia radu nezmeni, potom z vety 2.4.6 ihned
vyplyva nasledujice kritérium.

Veta 2.4.7 (1. porovnavacie kritérium).
Nech!'? pre vietky n€ N (okrem konecného poctu) plati 0 < a,, < b,.

a) Ak > b, konverguje, potom konverguje tiez > a,,.
n=1 n=1
b) Ak > a, diverguje do oo, potom diverguje do oo tiez > b,.

n=1 n=1

Priklad 2.4.10.
= 1 = 1
VySetrite konvergenciu radov: a) Z m, b) Z

n=1

n=1
Riesenie.
a) Pre vSetky ne€ N plati

1 1
<

1’=n*+2n+1> 1), tj. :
(n+1)*=n"+2n+1>n(n+1), tj T S nm )

19V literattire sa tiez niekedy nazjva kritérium o konvergentnej majorante a divergentnej minorante.
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1

1
KedZe rad Z 7_}_1) konverguje (priklad 2.4.4), konverguje aj rad Z
(n

(n+1)%

1 1
b) Pre vSetky n€ N plati

%

Kedze rad Z diverguje (priklad 2.4.5), diverguje aj rad Z

n= 1

Priklad 2.4.11.
Vysetrite konvergenciu Riemannovho rad Z Z n P

n= 1

\F

Riesenie.
Pre p < 0 rad diverguje, pretoze nie je splnena nutné podmienka konvergencie. Z poznamky 2.3.10 totiz vyplyva lim n™” =1 pre p =0
n—od

a lim n~? = oo pre p < 0.
n—oo

(e}
1
Pre p = 1 dostdvame harmonicky rad E —, ktory diverguje (priklad 2.4.5).
n
n=1

Pre 0 < p < 1 rad diverguje na zaklade 1. porovnévacieho kritéria, pretoze pre vietky n€ N plati n? < n, t.j. 0 < 1/n < 1/n’.

o0

(e}
) 1 1
Pre p = 2 dostavame rad ngﬂ = 1+ nE:1 m,

Pre p > 2 rad konverguje na zdklade 1. porovnavacieho kritéria, pretoZe pre vietky n€ N plati n? > n?, t.j. 1/n? < 1/n%

ktory konverguje.

Pre 1 < p < 2 rad konverguje, ale dokaz tohto tvrdenia je s nasimi doterajsimi vedomostami pomerne zlozity a pracny a preto ho
nebudeme robif. m

Désledok 2.4.7.a (Limitny tvar).
Nech pre véetky neN (okrem koneéného poctu) plati 0 < a,, < b,,.

Ak 0 < lim b_ < 00, potom Z A, Z b, sucasne konverguju alebo diverguju do oo.

n—00
n
n=1 n=1

Dékaz.
Postupnost {a,/b,} -, je ohrani¢end (veta 2.3.8), t.j. existuju 0 < L < K < oo také, ze pre vietky ne€ N plati
L < Z—” <K, tj Lb,<a,<Khb,.

Zvysok vyplyva z 1. porovnavacieho krlterla a z vety 2.4.4.

Ak konverguje Z a,, potom konverguje Z Lb,, a potom konverguje aj Z by,.

n—l n=1 n=1

Ak diverguje Z a,, potom diverguje Z Kb, a potom diverguje aj Z b,. m

n=1 n=1 n=1

Priklad 2.4.12.
Uvaéujme rady z prikladu 2.4.10.

) Rad Z > konverguje, pretoze konverguje Z a plati

(n+1)

1)~ 1 1
i 2D, 0D —1
n—o0 [n(n -+ ]_)]*1 n—0o0 (n -+ ]_)2 n—oo 1, + 1 n—oo 1 + ’n,*l

o0

1
pomocou Z — nevieme rozhodnut, pretoZe plati
n

b) O divergencii radu Z
\/_

n=1
3 -1 —1
1
lim [\/ﬂl = lim — = lim Vn2 =00, resp. lim L_l = lim =0.m
n—oo N n—o00 \/_ n—o00 n—o00 [\i’m/ﬁ} n—00 > n2

Veta 2.4.8 (2. porovnavacie kritérium).
An41 brL+1

Nech pre vSetky n€ N (okrem konecného poctu) plati a,, > 0, b, > 0, < 2
(1/71 n
a) Ak > b, konverguje, potom konverguje tiez > a,,.
n=1 n=1
b) Ak Y a, diverguje do co, potom diverguje do oo tiez > b,.
n=1 n=1
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Dokaz.
Nech k€ N je taky index, ze pre vsetky n€e N, n > k plati 0 <

b’fL b’n
Potom plati 0 < — < =

Qp, Ap41

bk:+1 bn bn+1

0<L:b—k< << =KL

ar Qg1 an  Gni1
Potom na zaklade 1. porovnavacieho kritéria a vety 2.4.4 plati:

a) Ak konverguje rad > b,, potom konverguje > La, a potom aj »_ a,.

n=1 n=1 n=1

b) Ak diverguje rad > a,, potom diverguje > La, a potom aj > b,. ®

n=1 n=1 n=1

Veta 2.4.9 (Podielové d’Alembertovo kritérium).

Apt1 < bn—i—l
an — bn

Y

by,
. Ak oznacCime L = —k, potom pre vsetky ne N, n > k plati
ay

t.j.

Nech?® a,, > 0 pre vsetky n€ N, nech pre vsetky n€ N (okrem kone¢ného poctu) plati:

a) Intl o q, kde ¢€(0; 1), potom Y a,, konverguje.

Qn, n=1
(7% s . . -

b) a+1 > 1, potom Zl a, diverguje do oo, t.j. Zl a, = 00.
n n= n—

Dokaz.
Na zéklade 2. porovnavacieho kritéria plati:

An+1 <q= C]”Jrl

(i, q"

a) Pre vsetky n€ N (okrem kone¢ného poé¢tu) plati 0 <

Kedze geometricky rad > ¢" pre ¢€(0; 1) konverguje, konverguje aj rad > a,.

n=1

1
b) Pre vSetky n€ N (okrem kone¢ného poc¢tu) plati 1= 1< )
Qn,
Kedze rad ) 1 diverguje do oo, diverguje do co aj rad > a,. =

n=1 n=1

Daosledok 2.4.9.a (Limitné d’Alembertovo kritérium).

a’fL
Nech pre vSetky ne N plati a,, > 0 a nech lim - P

n—oo  (y

a) Ak p <1, potom rad > a, konverguje.

n=1

b) Ak p > 1, potom rad > a, diverguje do oo.
n=1

c) Existuju konvergentné aj divergentné rady, pre ktoré p = 1.

Dokaz.

n=1

La, <b,.

a) Je zrejmé, ze p > 0. Z vlastnosti limity (veta 2.3.2) vyplyva, Ze pre kazdé € > 0 existuje ng € N také, ze pre vSetky n € N, n>ng

plati

Ap+1
— — P

a n

Qp41

Ak zvolime ¢ tak, aby ¢ = p+ ¢ < 1, potom pre n€ N, n>n, plati

n

To znamend, Ze st splnené predpoklady vety 2.4.9 a rad ) a, konverguje.

n=1

b) Kedze p > 1, potom z dosledku 2.3.16.a vyplyva, Ze lim a, = oo.

oo
To znamend, Ze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie a rad » a, diverguje.

n=1

c) Napriklad konvergentny rad > (n + 1)72 a divergentny rad > n~'. m

n=1 n=1
Priklad 2.4.13.
VysSetrite konvergenciu radu i a,, ak a 1 a 1 rek=20,1,2
A ns = —) = — =0,1,2,....
y g 2 2k+1 = 5 gk P2k T GR p

20 Jean Baptiste d’Alembert [1717-1783] — franctizsky matematik, fyzik a filozof.
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2.4. CISELNE RADY MATI—S

Riesenie.
Dany rad méZzeme vyjadrit v tvare
1 1 1 1 1 1 1 1 1
26 6l 2.6 @ 2.6 T 2.6 e 2.
Pre vSetky n = 2k (péarne), resp. n = 2k + 1 (nepérne), kde k€ N, plati
Ani1 Gkl 6* 1 resp Uny1 _ Ooky2 _ 2- 6" 2 1
a, Qo 2.-6F 27 " oa, agpyr 6K 6 37

Apt1

Potom lim neexistuje a limitné d’Alembertovo kritérium pouzit nemozeme.

n—oo  (y,

an+1

o0 1

Na druhej strane rad ) a, konverguje na zéklade podielového d’Alembertovho kritéria, pretoze pre vsetky n€ N plati < 5 < 1.
n=1 Qp,

|

Veta 2.4.10 (Odmocninové Cauchyho kritérium).
Nech a,, > 0 pre vSetky n€ N, nech pre vsetky n€ N (okrem kone¢ného poc¢tu) plati:

a) {/a, < ¢, kde ¢€(0; 1), potom Y a, konverguje.

n=1

o0 (oo}
b) {/a, > 1, potom 21 a, diverguje do oo, t.j. Zl a, = 0.

Dokaz.

Na zaklade 1. porovnavacieho kritéria plati:

a) Pre vSetky n € N (okrem kone¢ného poctu) plati /a, < ¢, t.j. a, < ¢". Kedze geometricky rad > ¢" pre ¢ € (0; 1) konverguje,
n=1
konverguje aj rad > a,.
n=1
b) Pre vsetky n€ N (okrem kone¢ného poé¢tu) plati {/a, > 1, t.j. a, > 1. Kedze rad > 1 diverguje do oo, diverguje do oo aj rad ) a,.

n=1 n=1

Daosledok 2.4.10.a (Limitné Cauchyho kritérium).
Nech pre vSetky ne N plati a,, > 0 a nech lim {/a, = p.
a) Ak p <1, potom rad > a, konverguje.

n=1
o0
b) Ak p > 1, potom rad ) a, diverguje do oc.
n=1
c) Existuju konvergentné aj divergentné rady, pre ktoré p = 1.
Dokaz.
a) Je zrejmé, ze p > 0. Z vlastnosti limity (veta 2.3.2) vyplyva, Ze pre kazdé ¢ > 0 existuje nyg € N také, Ze pre vSetky n € N, n>ng
plati
|a, —pl <e, tj p—e< Ja, <p+e.
Ak zvolime ¢ tak, aby ¢ = p+ ¢ < 1, potom pre n€ N, n>ng plati a, < g < 1.
To znamend, Ze st splnené predpoklady vety 2.4.10 a rad ) a,, konverguje.
n=1

b) KedZe p > 1, potom z vety 2.3.16 vyplyva lim a, = oo a rad a, diverguje.

n=1

¢) Napriklad konvergentny rad Y (n+ 1)"2 a divergentny rad > n™'. =

n=1 n=1

Poznamka 2.4.12.
Predpoklad a) pri podielovom a odmocninovom kritériu nemézeme zjednodusit na tvar

a
ntl o 1, resp. Va, <1.
aTL

N S 1 : : . ’ , Apt1 n 1
Rad Zan = Z - diverguje, aj ked plati o - <1, {a, = - - <1
n=1 n=1

Priklad 2.4.14.
1

1
R 02k = gp Pre ke N.

o
Vysetrite konvergenciu radu Z a,, kde asp_1 = o

n=1
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Riesenie.
Dany rad méZzeme vyjadrit v tvare

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

+31+ +32+ +—2k—1+3 +_+ﬁ+2k+1+—3k+1+”"
Podielové d’Alembertovo kriterlum nemozeme pouzit, pretoze pre vSetky n = 2k — 1, resp. n = 2k, kde ke N, k = 2,3,4, ..., plati
2k n a _ 3¥
Ant1 _ Qo 4 <1, resp. An1 _ A2k+1 _ B2(k+D-1 -1
an agh_1 3 ap Aok o), 2k+1

Odmocninové Cauchyho kritérium ale pouzit mozeme, pretoze pre vSetky n = 2k — 1, resp. n = 2k, k€ N plati

1 1 1 1
Van = *agp— = i /on < o = ﬁ7 resp. /a, = X/ay, = —ZW =

Els

1
Z toho vyplyva, ze pre vsetky n€ N plati {/a, < — < 1 a rad konverguje. =

V2
Priklad 2.4.15.

5 ‘ . 0 n" 0 a®
Vysetrite konvergenciu radov: a) Z g b) Z i kde a > 0
n=1 n=1

Riesenie.

nn
a) Ak pre n€ N oznacime a, = — potom plati

n!

ap n+ 1)"+n! n+1)" 1\"
lim 9t gy PR DT (14 1) et

Z toho vyplyva na zaklade limitného d’Alembertovho kritéria, ze dany rad diverguje.

n

a
b) Ak pre n€ N oznacime a,, = —» potom plati
n!

+1,,1
. Gpi1 ) a™ " n! ) a a ) a
lim 22 = lim ———— = lim =—=0, lm a, =

= =0.
n—oo (A, n—oo (n + 1)! a® n—oomn+1 00 n—oo n—oo \/7 00

Potom podla obidvoch limitnych kritérii rad konverguje. m
Na zéver tejto Casti uvedieme bez dokazu Raabeho kritérium na vySetrovanie konvergencie radov.

Veta 2.4.11 (Raabeho kritérium).
Nech?!' a,, > 0 pre vietky n€ N, nech pre vietky n€ N (okrem konecného poctu) plati:

a) n [ o 1] > r, kde r > 1, potom »_ a, konverguje.
n=1

b) n [ dn_ 1] <1, potom > a, diverguje do oc.

n=1

Désledok 2.4.11.a (Limitné Raabeho kritérium).

Qp,
Nech pre vsetky ne N plati a,, > 0 a nech lim n { — 1] =
An41

a) Ak ¢t > 1, potom rad Z a, konverguje.
n=1

b) Akt < 1, potom rad Y a, diverguje do occ.
n=1

Poznamka 2.4.13.

Raabeho kritérium je silnejsie ako Cauchyho odmocninové kritérium, ktoré je zase silnejsie ako D’Alembertovo podielové kritérium.
To znamenad, ze ak o konvergencii radu mozeme rozhodnif pomocou d’Alembertovho kritéria, potom mozeme tiez rozhodnit pomocou
Cauchyho kritéria a taktiez pomocou Raabeho kritéria. Limita v Raabeho limitnom tvare moze byt aj nevlastnd a vtedy dany rad
konverguje.

Priklad 2.4.16. .
Nech a > 0. Uvazujme rad > a"/n! z prikladu 2.4.15 b). Tento rad konverguje aj na zaklade Raabeho limitného kritéria, pretoze pre

n=1
vsetky a > 0 plati
" ! 1
lim n|—" —1 zlimnw—l :limnn+ — 1| =o0(c0—1) =00.m
n—00 Ap+1 n—00 n! qnt1 n—00 a

21 Wilhelm Raabe [1831-1910] — nemecky matematik.
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Priklad 2.4.17. .

n!
Nech a > 0. Vysetrite konvergeciu radu Z

ala+1)(a+2)---(a+n)

n=1
Riesenie.
Limitné d’Alembertovo kritérium pouzit nemozeme, pretoze
. a . ala+1)---(a+n)(n+1)! ) n+1

= mm — =
n—oo a, n—oonlala+1)---(a+n+1) noca+n+1

(p41 -1

Limitné Cauchyho kritérium tieZ nemoézeme pouZit, pretoze lim {/a, = lim

n—o00 n—oo (y,

Ak pouzijeme Raabeho limitné kritérium, potom plati

n 1
lim n ¢ -1 :limnw—l = lim n ¢ =a lim
n—o0 Ap41 n—00 n-+1 +1

Z toho vyplyva, ze pre a < 1 rad diverguje a pre a > 1 rad konverguje.
o

Ak a = 1, potom dostaneme rad > 1/(n + 1), ktory diverguje. m
n=1

2.4.4 Absolutna, relativna konvergencia a alternujice rady

V predchadzajicej Casti sme sa zaoberali ¢iselnymi radmi s kladnymi ¢lenmi, ktoré bud konverguji alebo diverguji do oo. Rady
vo vSeobecnosti mozu mat aj kladné aj zaporné ¢leny. Pri vySetrovani konvergencie radov je niekedy jednoduchsie skiimaf rady s
absolutnymi hodnotami ich ¢lenov.

o
Hovorime, ze rad ) a, konverguje absolitne (je absolitne konvergentny) prave vtedy, ak konverguje rad absolutnych
n=1

hodnét > |ay|.
n=1

(o) (e} o0
Hovorime, Ze rad ) a, konverguje relativne (neabsoliitne) prave vtedy, ak rad > a, konverguje a rad »_ |a,| diverguje do

n=1 n=1 n=1
00.
Veta 2.4.12.
Ak rad ) a, konverguje absolutne, potom konverguje.
n=1
Déka%b

Rad >’ |a,| konverguje. Potom z Cauchy—Bolzanovho principu konvergencie vyplyva, Ze ku kazdému & > 0 existuje ng € N také, Ze pre

n=1
vsetky n, k€ N, n > ng plati
|@ns1| + anto] + -+ |ansi] <e.

Potom na zaklade trojuholnikovej nerovnosti pre absolitne hodnoty ¢isel plati

‘(Ln+1 + An+2 + -4 an+k| < |a/n+1| + |(1/n+2‘ +--F |an+k| < €.

oo
To znamena, ze rad > a, konverguje. m

n=1

Priklad 2.4.18.

o0

11 1 1 1 1
Vysetrite konvergenciu rad n=1-14+-—c+-—c+—-—-+--.
ysetri nvergenciu r u;a 5 373 377171
Riesenie.
Pre postupnost ¢iastocénych sactov {s,} - pre vsetky ne N plati
1-1+ L1 + + L L 0 + ! !
Sop =1 — —— =4 —— == s = Sop = .
2n 2 9 n n ) 2n+1 2 n+ 1 n+ 1
Potom rad konverguje k ¢islu 0, pretoze plati
lim sy, = lim $9,,9y =0, t.j. lim s, = Zan =0.
n=1
Rad nekonverguje absolutne, pretoze plati
[e.e] [e.e]
1 1 1 1 2
A =14+1+-4-++—+—+-- =) Z=oco.m
; jax| 2 2 non ; n
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(e} o o
Nech Y a, je ¢iselny rad. Rady*? > af, > a, majt nezadporné ¢leny. To znamené, %e maji vzdy stdet, pricom mozZe byt aj
n=1 n=1 n=1
nevlastny. Ak oznac¢ime

[ee] [ee]
§:+_+ E:—_—

a/n—S, a/n—S,
n=1 n=1

potom na zéklade vety 2.4.4, pokial maju vyrazy s 4+ s~ v R* zmysel, plati

ian:i(a:—a;):s+—3_, i\anlzi(a:—kag):fjts_. (2.2)
n=1 n=1 n=1 n=1

Poznéngoka 2.4.14.

Ak rad Y a, konverguje absolitne, potom st obe hodnoty s™—s~, s*+ s~ redlnymi ¢islami. To znamen4, Ze musi tieZ platif s, s~ € R.

n=1
(0.0
Ak rad Y a, konverguje relativne, potom s — s~ je ¢islom a sT + s~ = co. LenZe to je mozné iba v pripade, ak s* = s~ = oo.

n=1

Nech pre vietky n€ N plati a, > 0 [resp. a,, < 0], potom rad
(_1)n+1an =a; — ag + az — aq + ..+ (—1)n+1an 4+

n=1

nazyvame rad so striedavymi znamienkami (alternujici rad).

Veta 2.4.13 (Leibnizovo kritérium).
Nech je {a,} ~, takd, Ze pre vSetky n€ N plati a,, > 0 a nech

a) {an}.—, je nerastica, b) lim a, =0.

n—oo

Potom alternujtici rad > (—1)""'a,, konverguje.
n=1
Doékaz.
Z predpokladov vyplyva, ze pre vsetky ne N plati a,, > a1 >0, t.j. a, — apy1 > 0.

o
Pre postupnost ¢astoénych stctov {s,} - radu Y (—1)"'a, pre vietky ne N plati

n=1
Son = (a1 — ag) + (ag — ag) + -+ + (agp—1 — a2n) > a1 — ao,
Son = a1 — (ag —ag) — -+ — (Ggn—2 — Agp—1) — A2, < ay,
So(nt1) = Son+2 = Son + (Ao2nt1 — A2ni2) = Son + 0 = 59,
To znamend, ze vybrana postupnost {ss,} -, je neklesajica a ohranicena, t.j. konverguje a mé koneéna limitu lim sy, = s, pre ktort

n—oo

plati
ay — ag < Sop < ay, t.j. a; —agy < lim sy, = s < ay. (2.3)

n—oo
Pre vybrant postupnost {ss,,+1},., plati

lim s9,11 = lim (S9, + agpy1) = lim s9, + lim ag, 1 = s+ 0 =s.
n—oo

n—oo n—oo n—oo

(oo}
Potom lim s, = lim sy, = lim sy, = s, t.j. rad Y (—1)""'a, konverguje. m
n—oo n—oo

n—oo n=1

Priklad 2.4.19.

> > (_1)n+l 1 1 1 (_1)n+1
Urcte konvergenciu radu an = — =144+
& ; " ; n 23 1 n

Riesenie.
Tento rad sa nazgva anharmonicky rad a konverguje na zaklade Leibnizovho kritéria, pretoze postupnost {1/n}  je klesajica a
lim 1/n=0.
Jeho stcet je In2 (vid napr. [19]) a je relativne konvergentny, pretoze plati

[e.e] (e} [e.e]

(_1)n+l (_1)n+l 1
> =2 ) =) =om
n=1 n=1 n=1
22Pozndmka 2.1.10 na strane 29: o™ = max {a, 0}, a= = max {—a, 0}.
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Priklad 2.4.20.
Uvazujme rad Zanzzm = (2n—1 _%)

n=1 n=1

Pre postupnost ¢iastocnych stctov tohto radu plati

= S ! Setky ne N
1273 1 on—1 o2p PrOVRRTIEA

Je zrejmé, ze {s,}. -, je vybrand postupnost z postupnosti ¢iastoénych sictov anharmonického radu. Z toho vyplyva, {s,} -, — In2,

o0
tj. > a,=In2. m
n=1

Niekedy je pri vySetrovani konvergencie daného radu vyhodné jeho ¢leny vyjadrit v tvare stc¢inu a,,-b,, n€ N a overovat predpoklady
pre {a,},—,, {b,} - . Pre ilustraciu uvedieme dve kritéria bez dokazov.

Veta 2.4.14 (Abelovo kritérium).

Nech:?3 a) Y a, konverguje, b) {b,} ~, je monoténna a ohranicena.
n=1

Potom ¢iselny rad > a,b, konverguje.
n=1

Poznamka 2.4.15.
Poziadavku monoténnosti postupnosti {b,}, ., nemodzeme vynechat. Ak polozime

—1)»
ap = (=1) , b, = (—1)",

S|

diverguje.
n

n
. - (D&

potom predpoklady platia, ale rad Z anb, = Z = Z
n=1

n=1 n=1

Priklad 2.4.21.
e (_ )n-{—l 1
Vysetrite konvergenciu ¢iselného radu E ——1n {a + —] , kde a > 0.
n n

n=1
Riesenie.
(_ 1)n+1

1
Ozna¢me a, = ——, b, =1n [a + —] . Potom pre vSetky a > 0, n€ N plati
n n

n -+

Zan:ZT:lHZ, a—i—lZa—i—ﬁZa—l—
n=1

n=1

Potom z vlastnosti funkcie logaritmus?* vyplyva, Ze pre vietky a > 0, n€ N plati

1 1
> —| = > = > .
ln(a—}-l)_ln[a—}—n] by > bpi1 ln{a—i—n_i_l]_lna

Potom na zaklade Abelovho kritéria rad konverguje pre vsetky a > 0. m

Veta 2.4.15 (Dirichletovo kritérium).
Nech {s,},~, je postupnost ¢iastocnych suctov radu > a, a nech:
n=1
a) {s,},_, je ohranicena, b) {b,} -, je nerastica a lim b, = 0.

n—oo

(0.]
Potom ¢iselny rad > a,b, konverguje.
n=1

Poznémolo{a 2.4.16.
Ak rad Y (—1)"*!c, splia predpoklady Leibnizovho kritéria, potom spliia tiez predpoklady Dirichletovho kritéria. Staci polozit a, =
n=1

(_1)n+17 bn = Cp.
To znamena, ze Leibnizovo kritérium je Specidlnym pripadom Dirichletovho kritéria.

23 Niels Henrik Abel [1802-1829] — nérsky matematik.
24Blizsie sa jej venujeme v ¢asti 3.1.3 na strane 85.
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Priklad 2.4.22.

[ee] .
sin 2n
Vysetrite konvergenciu ¢iselného radu E ——, kde a€R.
n
n=1

Riesenie.
Overime predpoklady Dirichletovho kritéria. Ak ozna¢ime a, = sin2n, b, = n~', potom je postupnost {b,} -, = {n™'} _, klesajica
a plati lim b, = lim n™' = 0.

n—od n—od

(e}
Pre postupnost ¢iastoénych suc¢tov radu > a, pre vSetky n€ N plati

n=1
_2(+1) . 2n
sin sin — : .
1 1
S| = [sin2 +sin4 + - - - +sin2n| = 2 2 | = sm(n—'i— )sinn < —.
sing sin 1 |sin 1|
2

To znamena, ze {s,}, -, je ohrani¢end a dany rad konverguje. m

2.4.5 Prerovnanie radov a rady s predpisanym stctom

Uz sme spominali, Ze pre nekoneéné rady vo vSeobecnosti neplati asociativny zakon. Plati iba pre konvergentné rady (veta 2.4.5).
S komutativnym zékonom je to trochu zloZitejsie, nemusi platif ani pre konvergentné rady (priklad 2.4.23).

[e.e]

Nech Y a, je ¢iselny rad a nech {k,} -, je ¢iselnd postupnost prirodzenych ¢isel takd, ze obsahuje kazdé prirodzené ¢islo prave
n=1

raz.?® Potom rad

[e.e]
g akn:&k1+ak2+&k3+...+akn+...
n=1

[e.e]
nazyvame prerovnanym radom (prerovnanim) radu ) a,.
n=1

Priklad 2.4.23.
Uvazujme konvergentny rad z prikladu 2.4.19

by 11
n2=1-— 5 + g
Oznacme jeho n-ty Ciasto¢ny stcet symbolom s,,.

Ak ho prerovndme pomocou postupnosti {2k—1, 2(2k—1), 2-2k};~,, dostaneme rad

PUNR DR R U S B 1 1
2 4 3 6 8 2k—1 202k—1) 22k

Pre jeho n-ty ciastocny sucet, kde n = 3k, n = 3k+1, n = 3k+2, k€ N, potom plati
) P s O s Y REE S,
2 4 3 6 8 2k—1 2(2k—1) 22k
1 1 1 1 1 1
5_1}+[6_§}+m+{2(2k—1)_2-2k}:

R O B A 1] 1 sy
21 T2 (3 1 2 l2k—1 2k| 2°%* 7 3

1 Sok 1 Sok 1 1

lagy1 = lap + 57— = — l3pto = —

%k+1 2 2%k+1 > T2+l 202kt 1)

Z toho vyplyva, ze pre limity ¢iastocnych suctov tsi, t3xi1, t3rre plati

LS S S S S o D s
475 6 7 8 n '

+ PP

li t—ll’ lim ¢ —11’ +0, limt —11’ +0-0
it = 5 f sy o =5 i s+ 0, i fosa = 5 i s 00
. , : . » 1. In2
To znamend, Ze prerovnany rad konverguje k (inému) éislu 3 khm Sok =5 [ ]
—00

Prerovnanim konvergentného radu mozeme dostat aj divergentny rad. Dokonca mozeme tento rad prerovnat tak, aby smeroval k
[ubovolnej hodnote s € R*.

25Postupnost {k,} 2, je bijekcia mnoziny N na mnozinu N. To znamena, Ze pre kazdé n€ N existuje m€ N také, ze plati k,, = n (surjekcia) a pre vSetky
m,n€N, m # n plati k, # k,, (injekcia).
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2.4. CISELNE RADY MATI—S

Veta 2.4.16 (Riemann).

Nech ¢iselny rad > a, konverguje relativne a nech a € R* je Iubovolné.
n=1

oo oo oo
Potom existuje prerovnanie ) aj, radu ) a, také, ze plati ) ai, = a.
n=1 n=1 n=1

Dokaz.

Dokaz je formalne naro¢ny a preto ho nebudeme robit. Myslienku dokazu ukaZeme na priklade 2.4.24. Je zaloZena na skutocnosti, ze
stcet kladnych, resp. zapornych ¢lenov relativne konvergentného radu je nevlastny (pozndmka 2.4.14). m

Priklad 2.4.24.

o0 o0 - 5
Prerovnajte anharmonicky rad Z Qy = Z 7), aby konvergoval k ¢islu a = R
n
n=1 =1

Riesenie. .

Z prikladu 2.4.19 vyplyva, ze anharmonicky rad > a, konverguje relativne.
n=1

Rozdelme kladné a zdporné ¢leny tohto radu do dvoch radov

11 ~ ~ 1 1 1
— =1+=-+=+---, n = = - _ _
an ;a% stz ;m ;azk =513
Z poznamky 2.4.14 vyplyvaJu nasledujice vztahy pre sucty radov
[e.e] (o) [e.e]
e S S
= = n=1

n=1
[e.e]
Potom k nim priddme tolko prvych ¢lenov z radu ) m,,, aby ich spoloény stcet bol mensi ako . V nasom pripade to bude
n=1
1 1

1 4 )
1+4-=-=1,333>1,25 1+ -—-—-=-=0,8333 < 1,25.
+3 3 ) ) ) +3 2 6 ) )

&)

.....

n=1

1 1 1 1 811
l4 = — =44 4-—2"x1,987>1,25.

Potom dostaneme

1
3 25 779 630

o
Potom k nim priddme prvé ¢leny radu »_ m,,, aby ich sicet bol mensi ako «, t.j.
n=1
11 1 1 1 1 1307
l+-—=-+-+-+-—-=—-=1,037<1,25.
+3 2+5+7+9 4 1260 ’ ’

o0

Tymto spdsobom mdzeme teoreticky pokracovat bez obmedzenia do nekone¢na, pretoze > p, = oo, Y. m, = —oo. Prerovnany rad
n=1 n=1
bude konvergovat k ¢islu o = 1, 25.
Prakticky pokracujeme po pozadovanu presnost. Pre ilustraciu uvedieme este Styri kroky
1 1 1 1 11 1 1 1
I+ — -4 -4+ — -+ —+—+— ~ 1,272 > 1,25
+3 +5 79 4+11+13+15 ’ T
I IC I VIR PO P S ~ 1,105 < 1,25
3 25 7'9 411 13 15 6 T o
t 1 111 1 1 1 1 1 1 1 1
1+-— = — - - —+—4— ~ 1,264 > 1,25.
+3 2+5+7+9 4+ +13+15 6+17+19+21
1+1 1+1 L1 1+1+1+1 1+1+1+1 1’\“1139<125l
3 2 5 7'9 411 1315 6 17 19 21 8 o

Poznamka 2.4.17.
Pre absoliitne konvergentné rady Riemannova veta neplati. V tomto pripade kazdé prerovnanie daného radu konverguje k rovnakému
suctu (poznamka 2.4.14).

Priklad 2.4.25.

-1
T pre n parne.

Vypocitajte sucet radu an, ak a, = —
s >

n=1

S pre n neparne, a, =
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2.4. CISELNE RADY MATI—S

Riesenie.
Dany rad mdZeme zapisat v tvare
i L1110 12+ 11+ 14+ 13+
an:___ - - e e — —_ R —_ R e
— 22 2 24 23 2 2 2 2
(e}
Tento rad je prerovnanim geometrického radu > ¢" s koeficientom ¢ = —1/2, ktory konverguje absolitne. Potom plati
n=1
= =1 11" 11° & [ 1" 1 2 1
n = — | =—|—= — ] =-1 =—1l4+-=——.m
Y= || = ] i

Dalej sa budeme zaoberaf tilohou ako najst nejaky rad s predpisanym sti¢tom. Princip tvorby takychto radov mézeme ¢asto
[e.e]
vyuzit pri uréovani suc¢tov konkrétnych ¢iselnych radov. Vytvorit rad > a, s konkrétnym stctom s€ R* nie je zloZité.

n=1

Nech {s,} -, je ¢iselnd postupnost takd, Ze lim s, = s. Ozna¢me sy = 0. Ak pre n€ N polozime

n—oo
a;p = 81 =51 — S0, a2 =82 — 81, A3 =83 =852, ..., Up = 38p = Sp-1, .-,
(0.0]
potom pre n-ty ¢iastoény sucet ¢, radu »_ a, plati:
n=1

th=a1+ay+--+a, =51+ (s2—51)+ (53— 82) + -+ (Sp — Sn_1) = Sn-

[e.e] o
Z toho vyplyva, ze plati > a, = > (8, — Sp—1) = lim ¢, = lim s, = s.
n=1 n=1 n—00 n—00

00
n=1"

Niekedy je vyhodné vyjadrit {s,} -, pomocou nulovej postupnosti {b,} t.j. postupnosti, ktora konverguje k ¢islu 0. Potom pre
n€ N stacl polozit
S, =5+0b,, TESP. S, =5 — by, tj. lim s, = lim (s+b,) =s+0=s.
n—oo n—oo

o
Potom pre n-ty ¢len radu ) a, plati
n=1

a, = 81 = s+ by, Ay = Sp— Sp1=(stb,) — (stb,_1) =x(by, — bp_1).
To znamena, ze ak je {b,} , nerastica, pripadne neklesajica postupnost, dokazeme vytvorif rad s predpisanym siuc¢tom s# 0, ktory

[ee]
mé iba nezaporné, resp. nekladné ¢leny. Je zrejmé, ze rad > a, je v tomto pripade absolitne konvergentny.
n=1

Priklad 2.4.26.
Ak polozime {s,} >~ = {n"'} _, potom pre vietky n€ N, n > 2 plati
1 1 n—1—n —1

= =1 n — Sn T OSn—1 — T — = = .
== n = o = Sl = T nn—1) (n—1)n

Potom pre dany ¢iselny rad plati

=~ 1 1 1 1
nioo 1 ; (n—1)n 1.2 23 (n—1)n
&)
Z toho navyse vyplyva Zm2712+%+"'+n(n1+1)+"':1‘.
n=1

Priklad 2.4.27. .
Zostrojte ¢iselny rad > a, tak, aby konvergoval k stctu s = 1.
n=1
Riesenie.
Polozime a; = s £ by, s, = £(b, — b,_1), pricom {b,} -, je takd, ze lim b, = 0.
n—oo

(=)™ 1 3 2-1+1

> 7 t =1 _= - = — :234 lt,

1 , potom a; +2 5 1.(1+1)apren , 0,4, plati

—1)n+t -1 1 1 2 1
( ) N ( ) _ (_1)n+1 - 4= (_1)n+1L'
n+1 n+1l n n(n+1)

o - {

n=1

Qp = bn_bnfl =

oo

n
2n+1 3 5t 7 9

Z toh Iyva 1= S L e T
oho vyplyva Z( ) nt D) 12 s3t3a 257+

n=1
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1 3 2-1+1

1 o
b) Ak {bn}zozlz{i} ,potomalzl—Z:—: apren=234,... plati

CEE 4 12-(1+1)2
1 1 —n?+n?>+2n+1 2n+1
p = —(by —bpy) = —————+ — = = :
(n+1)*  n? n?(n +1)2 n?(n+ 1)
X 2n+1 3 5 7 9
7 toh 1% 1= —_— =t —+t ———+ = +---.
oho vyplyva ;:1: n2(n + 1)2 1-4 + 4.9 + 9-16 * 16-25 +

Vytvaranie radov s predpisanym suc¢tom nie je samoucelné. Znalost suc¢tu niektorého radu mozeme vyuzit pri uréovani suctu iného
radu (priklad 2.4.28).

Priklad 2.4.28.

(o)
1 1 1 1 1
Uréte stdet rad - - 44Ty 4.
rete steet radu ; n@ntl) 23 45 67 T 2meat1) T
Riesenie.
Na zéaklade prikladov 2.4.20 a 2.4.26 plati
= 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Zln(nJrl) —mtmtatitateatmtast =1
(e}
1 1 1 1 1
nZ_:l @i =1z t 33t s 0t 7 T =In2,
o
1 1 1 1 1
7;12n(2n+1)_ 33 *T 13 t & T sgto=7
oho v va — = — . — T
yPy “—2n(2n+1) ‘= n(n+l) <= (2n—-1)2n
Priklad 2.4.29.
Na zaver uvedieme bez vypoctu niektoré ¢iselné rady a ich sucty. Nech a € R, potom plati
© 00 1 2 00 1 4 & -1 n+1
S~ — =T — = 27( U T .
— n! — n? 6 — nt 90 ~ 2n—1 4

2.4.6 Suciny ciselnych radov

Nech a = a9+ ay + -+ + ay, b = by + by + - - + b, st dva ¢iselné vyrazy s konecnymi poc¢tami ¢lenov. Ak ich vynasobime, potom
dostaneme vyraz
c=(ap+ar+---+an)(bp+b+---+b,) =
= (aobo+aoby +- - -+aoby) + (arbo+aiby+- - -+aiby,) + - -+ (ambo+ambi+- - - +anby,).
Ak vyraz ¢ prerovname, potom ho mdZzeme zapisat v tvare
¢ = apby + (a1bg+agby) + (azbo+aiby +agbe) + (agbo+azby +ai1by+agbs) + - - -
4+ (ambn_2Fam_1by_1+am_2by,) + (amby_1+am_1b,) + anb,.

Sucet indexov i + j vyrazov a;b; v kazdej zatvorke je konStantny.

[o¢] (0.0
Predchidzajicu tivahu mozeme vykonaf aj pre nekonecné rady?® 3 a,, >_ b,. Ich stéin vyjadrime v tvare dvojnisobného radu
n=0 n=0

D an Y bo = (aotarte gt )bo + (aotartsan )b+
n=0 n=0 _.__'_(a0+a1_|__._+an_|_...)bm+... =
= (apbo+a1bo+- - -+anbo+---) + (apbi+arbi+- - -+ayby+---) +---

o0

s (aobm bt agbg ) = DY apba

n=0 m=0

[e.e] [e.e]

Ak ¢leny stcinu radov »_ a, a > b, prerovname, potom ¢iselny rad
n=0 n=0
o

Cp = &obo'+'(aobl'+'albo)'+'(aobg‘+'&1bl‘+'&Qbo)‘F“‘
oo+ (aghy +arby 1+ - aibyi -+ ap_1by +apby) + - =

n=0

26pre dalsie tcely bude vyhodnejsie, ak budeme ¢iselné rady indexovat od ¢isla 0.
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0o 0o co n
= Z (aObn 4+ arb,—1 + -+ a,—1b1 + anbo Z Z Z aibn_;
n=0 n= Jj=n n=0 =0

oo
nazyvame Cauchyho sti¢inom radov E Gy a E by,
n=0 n=0

Poznamka 2.4.18. . .
Cauchyho saéin éiselnych radov > a, a > b, je ¢iselny rad

n=1 n=1

> en = arby + (arba+ashy) + (arbs+asby+ashy) + -+ + (arbt+- A anby) + - =

= i (albn + - F aib,,L+1_i + -+ Clnbl) - i Z aibj = i i aibnﬂ_i.
n=1

n=1i+j=n-+1 n=1 =1

Poznamka 2.4.19.
Predstavu Cauchyho stcéinu radov si moézeme ilustrovat na néasobeni dvoch polynémov nekoneéného stupiia. Ak vynésobime dva
polynémy nekonecného stupna
o ‘
a(x) = ZanI” =ag+ax + asx +---, b(x) = anx” =by+ bz +byx + -+
n=0 n=0
dostaneme opit polyném nekonecného stupria

= Z Cn = agby + (aohy + arbg)x + - - - + (agb, + a1by—1 + -+ - + azbg)z"™ + -+ - =
n=0

o0

=Y (aohy +arby 1+ + an_1by + anbp)a" = Z Z a;by_iz".

n=0 n=0 =0

Priklad 2.4.30.

—1 n
Ciselny rad Z ay, = (=1 konverguje na zaklade Leibnizovho kritéria.

n=1 \/ﬁ

Pre Cauchyho stcin Z ¢, radov Z Qs Z a, plati

n=1 n=1

n n+1

Kedze pre vietky ne N, i =1,2,...,nplati Vivn+1—1 < \/ﬁ\/ﬁ = n, potom

el = ZW me Z

Z toho vyplyva, ze plati hm || > 1. To znamend, ze nemoze platit lim ¢, = 0.
n—0o0

Potom nie je splnena nutna podmienka konvergencie, t.j. rad Z ¢, nekonverguje. m

n=1

Z predchadzajiaceho prikladu vyplyva, ze Cauchyho st¢in dvoch konvergentnych radov nemusi konvergovat. Ale ako ukazuje nasle-
dujica veta (uvaddzame ju bez dokazu), ak aspon jeden z tychto radov konverguje absolitne, potom Cauchyho stcin konverguje.

Veta 2.4. 17
Ak rady Z a, = S, Z b, = t konverguju, pricom aspon jeden z nich absolitne,
n=0 n=0

o
potom Cauchyho stéin tychto radov > ¢, konverguje a méa stcet st, t.j. plati

n=0
> o0 o] o n
E ap - E b, = E Cp = E E a;bn_;.
n=0 n=0 n=0

n=0 7=0

Dosledok 2.4. 17 a.

Ak ciselné rady Z Uy, Z b, konverguju absolutne, potom ich Cauchyho stc¢in Z ¢, konverguje tiez absolutne.
n=0 n=0 n=0
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Priklad 2.4.31. .
Vypoditajte sacet radu > a, = Y (n+1)¢", kde ge(—1; 1).
n=0
Riesenie.
Pre vsetky n =0,1,2, ...
lim [t =1 %:M lim nr = [q] <1,
T.j. rad ) (n+ 1)¢" konverguje absolitne na zaklade d’Alembertovho kritéria.
n=0
Pre vsetky n =0,1,2,... a pre vSetky : =0,1,...,n plati
=+ )" ="+ ' T+ T+ —qu "
To znamend, ze > (n + 1)¢" je Cauchyho stuéinom radov > ¢", > ¢".
n=0 n=0 n=0
Kedze ) ¢" konverguje absoltitne, potom plati
n=0
(n+1)¢" = q" : =
Cvicenia
2.4.1. Vysetrite konvergenciu radov:
— 1 2 =~ n S eV
— b d
8) ) ) 2 ) D 5T ) D s ) ) N
n=2 n n=1 n n=1
> = h) > > D2
Y n ) ‘7 2 Y Y
— n “— (2n) “—~n’+1 “—~ n+yn
= n? n+1 = n = e"n!
k -
) ;n2+1 Zn2+1’ m) 21 n) ; °) nzl nn
= 277, 1 =l (—=1)" = b
t
= 2"/ _ - 1 1 = 1
u) ; o nz:lsmﬁ, W) 2 cos —, X) ;COSE, y) nﬂsmm.
2.4.2. Vysetrite konvergenciu radov:
D peuc. D SR g U pikiee
£ 10n+1 £ 100n+1" 221000 +1 L
e) _— f) , g) , h) sin —,
; (2n—1)2 ; (3n—4)2 ; (3n—1)2 — 3"
o L [ee] 1 n [ee] 1 (e}
i) Zn’(H;), j) Z ] ) : k) Zarcsin Nk 1) Zarctg—,
n=1 n=1 n=1 n=1
m) Z arctg —, n) Z arcsin —, 0) Z arcsin — p) Z In (l—i——),
n n
n=1 n=1 n=1 n=1
— 1 /2\" = 1 3)” = 1 = 1
q — | = , T — | = ; S ) t ’
54 6) PIETE ) L 2 it
= 1 = 1 = 1 = 1
W) ;nlrﬁn’ v) ; nlnn’ w) ; Yon’ %) — In plon
2.4.3. Vysetrite konvergenciu radov
s Rl d il il £ il
) Lo View V2w 2o P2
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= nl =1 = nl > nl
h — il i o k
g) ;nﬁ’ ) ;Mﬁ, i) ;nn i) ;1071’ )
=\ 14-.n? - 1
m n : 0
) 2 5@y ) 2 sm )
= 1-11---(10n—9) "1 3-5-7---(2n+1)
p) ; 2n-1)! W ;2-5-8 (3n—1)’ 2
2.4.4. Vysetrite konvergenciu radov
) YoV b) S [vii— V1) 0
n=1 n=1
(22 21\
d f
) ; 3n+1) ’ 2 ;<n2+1) ’ )
= (n—1)!(n+3)!3" /1 1 ,
h - =
&) nzl @) ) nz n 3 Y
i) i(ﬂ)nsm T k) io: ! ! 1)
e 2 on’ p— 922n—1 = 32n
m) i L n) f: (—=1)" o) 3
- In"* (n+1) <In (2n+1)
- 1 = (P4 D)r
p) Z ) CI) ZSlnia r)
“~ (4n—3)(4n—1) — n
s) iojntgL t) io:isinl u)
n=1 2n+1 n=1 \/ﬁ n

> 3n " - n+2\"
v) ;(3n+1) ’ w) 2<2n+1) ’

2.4.5. Vysetrite konvergenciu radov:
12+ (—1)"n = 1
_— b
= (—=1)"n = 1
°) Z(n+1)" £) Z oot
n=1 n=1
Lo n!
Y nz 101-102-103 - - - (100+n)’
R i 1000-1001-1002 - - - (999+n)
1.3-5:7---(2n—1) ’
n=1
2.4.6. Vypocitajte stucet radov:
D w3 (")
o’ (n+1)(n+2)’ —~\ n ’
- 1 =\ 2n+1
d —————r, e 5
) ;(n+3)(n+7) ) ;n2(n+1)2
~[1 1 = 2n—1
93 5t DI
n=1 n=1
o0 _ 2 n 9] . 5 n
Doy (5) 0> (2)
n=1 n=1
m) > [Vn+2-2Vn+1+ 1
n=1
2.4.7. Vysetrite relativnu a absolttnu konvergenciu radov:
00 (_l)n_l e (_1)2n—1
b A
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0 3

n=1 n—=

14243+

D

n=1

1 +243+-

n3

2n+1
(n—|—1) (n+2)?’

1 1
tg —sin —,
n n

0:01 n2 nO:Ol -1 n+1
&) ;2n2+1’ b) ;(“&}E’
. w= 1000-1002-1004 - - - (998 +2n)
j) ; 14710 --(3n—2)
= Vn!
) L e e
) > [Vnt+1-+/ml,
; - 1
) ; (n+2)(n+3)(n+4)’
— 1
1

B3n—2)Bn+1)

Il
—

n

=1

3

- 1
Z (4n+3)(4n + 7)(4n + 11)

n oo
=1 h >
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— (=1)" o (=) (-1 — (=
e) , f) : g) : h) ,
;nlnn ; n ; n ;\/54—(—1)”
00 . n(n=1) 00 .
(—1)nt = (=1)"sinn (1) 2 (—1)"sin®n
DY D> k) > D2 ’
n=1 n n=1 n=1 — n
= (=1)"(2n+1) = (—=1)*(n+2) - 2n+1\"
_1) .
m) ; n(n+1) ~’ n) ; n+1 7 ) ;( ) 3n+1
2.4.8. Pre aké a€ R konverguju rady:
= nle" = In (n!) Inn - 1\"1*
SHI DI P 0 3o (y) ]
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n
=1 = e = .. T L Vn+2—/n—2
0y 0 Yo S M A
n=1 n=1 n=1 n=1
[e.e] (e}
2.4.9. Nech rady > a,, > b, diverguju. Co plati o konvergencii radov:
00 n=t =l 0o 0o a 00
a) > (an+by), b) ) anbn, ) » d) ) max{a,,b,}.
n=1 n=1 n=1 " n=1
2.4.10. Nech Y a,, konverguje a > b, diverguje. Co plati o konvergencii radov:
n=1 n=1
[e.e] o0 o0 a [e.e]
a a,+b,), b by, c -, d max {a,, b, }.
) ;( ) ) ; ) ; . ) nzl {an, ba}
[e.e] [e.e]
2.4.11. Dokéazte, Ze ak rad > a,, konverguje, potom tiez konverguje rad > a?.
n=1 n=1
[e.9] [e.9] [e.e] [e.9]
2.4.12. Dokéazte, 7e ak konverguju ¢iselné rady > a2, > b2, potom konverguji tiez rady . |anb,|, . (a, £ b,)%
n=1 n=1 n=1 n=1
2.4.13. Dokazte, ze ak lim na, = a#0, potom ¢iselny rad »_ a, diverguje.
n—00 n=1
e 14n o= (=1)"—n
2.4.14. Vypocitajte sucet radu — + Z —_— .
n=1 3" n=1 3"
o — (=3)" + 7!
2.4.15. V tajt t rad —_—.
ypocitajte sucet radu ; T
2.4.16. Dokdste, 7 plati S+ .5 D" 4
.4.16. Dokazte, ze plati ZEZ =1L
n=0 n=0
2.4.17. Dokazte: a) ZEZEZZ_P b) Zmz o :Zm
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
= ()
2.4.18. Prerovnajte rad Z , aby divergoval do oo, do —oo a konvergoval k 0.
n=1
= (1)
2.4.19. Prerovnajte rad Z ————, aby divergoval do 0o, do —o0 a konvergoval k 0.
n=1 \/ﬁ
2.4.20. Urcte stucet radu ) a, a jeho n-ty ¢len a,, ak jeho n-ty ¢iastocny stucet je:
n=1
1 1 (=1)" n—2
n = 1= on’ b n = 1 on’ n — 5 d n — .
a) s 5 ) s + o c) s - ) s 5
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h
R
Obr. 2.4.14: Cvicenie 2.4.22. Obr. 2.4.15: Cvicenie 2.4.23.
2.4.21. N4jdite sucet radu ) a, s chybou mensou ako ¢, ak:
n=1
1 1 1
a) an:m,ezo,l, b) GHZE,SZO,OI, C) Gn:m,€:0,03.

2.4.22. Nech a; € (0; 1). Uvazujme pravouhly trojuholnik s preponou 1 a odvesnami ay, b;. Nech b; predstavuje preponu podobného
pravouhlého trojuholnika s odvesnami as, by. Nech by predstavuje preponu podobného pravouhlého trojuholnika s odvesnami as, bs.

oo
Takto zostrojime nekoneént postupnost podobnych pravouhlych trojuholnikov s odvesnami a,,, b, (obr. 2.4.14). Zistite, ¢i rad »_ a,

n=1
konverguje. Ak ano, vypocitajte jeho stcet a. Vypocitajte sucet obsahov P tychto trojuholnikov.

2.4.23. Do rotacného kuzela s vyskou h a polomerom podstavy R st postupne vpisané gule (obr. 2.4.15). Najdite stcet objemov tychto
guli.

A B A B A B A B

Obr. 2.4.16: Cvicenie 2.4.24.

[~<\ A (N >
7 VY V > ¢ Y YV
A b < K & h A A
- P o <]

2.4.24. Usetka AB dlzky d > 0 je rozdelena deliacimi bodmi na n € N rovnakych ¢asti. Nad kazdou z tychto &asti zostrojime (vid
obrézok 2.4.16):
a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na tsecke AB,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na usecke AB,
c) polkruznicu, ktorej priemer lezi na usecke AB, d) rovnostranny trojuholnik.

Vypodcitajte dlzku takto vzniknutej ¢iary pre n — oo a porovnajte ju s hodnotou d.

2.4.25. Do kruznice s polomerom r > 0 vpiSeme pravidelny n-uholnik, n € N. Nad kazdou z jeho stran zostrojime smerom von z kruznice
(vid obrazok 2.4.17):
a) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s preponou, ktora lezi na strane n-uholnika,

b) pravouhly rovnoramenny trojuholnik s odvesnou, ktora lezi na strane n-uholnika,
c¢) polkruznicu s priemerom na strane n-uholnika, d) rovnostranny trojuholnik.

Vypoditajte dlzku takto vzniknutej &iary pre n — oo a porovnajte s obvodom kruznice o.

2.4.26. Vypocitajte obsah plochy, ktorti ohranicuji obrazce z cvicenia 2.4.25 a porovnajte ju s obsahom P vnutra kruznice.
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., Co robite, ked mate niekoho rdd?“ opytal sa niekto pana Keunera.

, Vytvorim si o nom obraz a snazim sa, aby sa mu podobal“ odpovedal pan Kreuner.
, Kto? Ten obraz?“

, Nie, ten c¢lovek.“

BERTOLT BRECHT

Castii uzavri dvaja idioti soba$ z rozumu.

WIESLAW LEON BRUDZINSKI

Optimista vyhlasuje, ze zijeme v najlepsom moznom svete.
Pesimista sa obava, ze je to pravda.
JAMES BRANCH CABELL

Kazda brzda si mysli, ze je zachranna.
TOMAS JANOVIC

Zaujimam sa o budiicnost, pretoZe v nej

hodlam stravit zvysok svojho Zivota.
CHARLES KETTERING

Vyspat sa s 1ou, to ano, ale ziadne dovernosti.
KARL KRAUS

Cestni muzi sa Zenia rychlo, midri nikdy.

MIGUEL de CERVANTES
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Kapitola 3

Realne funkcie realnej premennej

3.1 Realne funkcie

V tejto kapitole sa budeme zaoberat zobrazeniami, ktorych definiény obor aj obor hodnot st podmnozinami mnoziny realnych cisel
R, pripadne rozsirenej mnoziny realnych cisel R*. Takéto zobrazenia nazyvame redlne funkcie redlnej premenne;.

Nech y = f(z), x € D(f) je zobrazenie. Ak pre vSetky x € D(f) plati, ze f(x) € R, t.j. H(f) = f[D(f)] = {f(x); x€ D(f)} C R,
potom zobrazenie f nazyvame realna funkcia. Ak D(f) C R, potom zobrazenie f nazyvame funkcia realnej premennej.

Hodnoty z nazyvame nezavislé premenné a hodnoty f(x) nazjvame zavislé premenné, resp. funkéné hodnoty funkcie f v
bode z. Mnozinu D(f) nazyvame definiény obor funkcie f a H(f) nazyvame obor hodnét funkcie f.

Pokial nepovieme ina¢, budeme pod pojmom funkcia rozumiet realnu funkciu jednej realnej premennej.

Poznamka 3.1.1.
Reélne ¢iselné postupnosti, ktorymi sme sa zaoberali v predchadzajicej kapitole, si Specialnym pripadom realnych funkcii s definicnym
oborom N C R.

Funkcia y = f(z) je mnozina usporiadanych dvojic [z; f(z)], kde z € D(f). TakZe ju mdzeme v euklidovskej rovine R? graficky
zobrazif ako mnozinu bodov, ktoré maji v pravouhlom stradnicovom systéme'stradnice [z; f(x)]. Tto mnozinu, t.j. mnozinu
{[z;y]€ R?*; xe D(f), y = f(z)} nazyvame graf funkcie y = f(z).

Karteziansky suradnicovy systém sa skladd z dvoch na seba kolmych stradnicovych osi, ktoré obycCajne oznacCujeme z, y a
nazyvame r-ova a y-ova (suradnicova) os. Ich priese¢nik oznacujeme symbolom 0 alebo O a nazyvame pociatok stiradnicového
systému. Kazdému bodu X € R? je priradena dvojica hodnot [z;y], ktoré nazyvame r-ova stiradnica a y-ova suradnica. Situécia
je znazornena na obrazku 3.1.1.

[z2;y2] = X2

Obr. 3.1.1: Karteziansky systém. Obr. 3.1.2: Dirichletova funkcia y(z).

Geometricka interpretacia funkcie ndm v mnohych pripadoch pomoze pri skimani vlastnosti danej funkcie. Pojem grafu je ale
u mnohych Tudi spojeny s pojmom krivka, t.j. ,stuvisla ¢iara®. Tato predstava je ale vzhladom k velkej vSeobecnosti pojmu funkcie
zavadzajuca. Existuju funkcie, ktorych grafy maji velmi mélo spolo¢né s touto predstavou, dokonca sa daju velmi fazko nakreslit.
Prikladom je Dirichletova funkcia x (obr. 3.1.2) definovana y(z) = 1 pre x raciondlne a x(x) = 0 pre z iracionalne. Jej body lezia
na priamkach y=0 a y=1, ale nevypliiaja tieto priamky taplne.

Funkcia je uréend definiénym oborom a vztahom medzi nezavislou a zavislou premennou. Predpis y = f(x), x € D(f) vyjadruje aj
obor hodnot H(f). Definiénym oborom byva ¢asto interval alebo zjednotenie intervalov. Ak nie je definiény obor funkcie zadany, resp.
ak je ako defini¢ny obor zadand mnozina realnych ¢isel R, potom budeme pod definiénym oborom rozumiet mnozinu realnych ¢isel, pre
ktoré mé dany vzfah zmysel. Tto mnoZinu nazjvame prirodzeny (maximalny) defini¢ny obor funkcie.?

To znamend, Ze predpisy y = f(x), resp. y = f(x), € R, resp. y = f(z): R — R predstavuju funkciu zadani vyrazom f(x) s
maximalnym definiécnym oborom. Na druhej strane funkcia y = f(x), t€ A, A C R, resp. y=f(z): A — R, A C R predstavuje funkciu
zadant vyrazom f(z) s definiénym oborom A. Obor hodnot funkcie y = f(z) reprezentuje mnozina H(f) = {f(x); z€ D(f)}, kde
D(f) je defini¢ny obor funkcie f.

ITiez sa nazyva (karteziansky) stiradnicovy systém, (kartezidnska) stiradnicova stistava, resp. systém kartezianskych stradnic.
2Je to tzv. existenény obor vyrazu, ktorym je funkcia definovana.
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Hovorime, Ze funkcia y = f(x), x € A je injektivna (injekcia, prosta), ak pre vSetky x1, 29 € A, 11 # x9, plati f(z1) # f(22), t.].
ak zo vztahu f(z1) = f(xq) vyplyva z; = xs.

Ak f(A) = B, potom hovorime, Ze funkcia y = f(z), z € A zobrazuje mnozZinu A na mnoZinu B a funkciu f nazyvame
surjektivna (surjekcia, na mnozinu B). To znamend, Ze funkcia f je surjektivna, ak ku kazdému y € B existuje = € A také, Ze
y=f(z) Ak f(A) C B, potom hovorime, 7Ze funkcia f zobrazuje mnozinu A do mnoziny B.

Ak je funkcia f injektivna a zaroven surjektivna (prosta na), nazyvame ju bijektivna (bijekcia, prosta na mnozinu, jednojed-
noznacna).

Priklad 3.1.1.

Predpis f: y = 2? vyjadruje funkciu f(z) = 2, x€R, t.j. f(z)=2% f: R— R
Predpis f: y = /x vyjadruje funkciu f(z) = /z, z€(0; ), t.j. f: (0;1) = R
Predpis f: y = +/x, x€(0; 1) vyjadruje int funkciu f(z) = /x, f: (0;1) - R

alebo presnejsie povedané f: (0;1) — (0; 1). m

Vyraz, ktorym je dané funkcia definovana, moéze mat rozne tvary. NajCastejsie a pre ucely matematickej analyzy najvhodnejsie je
analytické zadanie vzorcom, t.j. rovnicou y= f(z), x € D(f). Vyraz f(z) na pravej strane rovnice obsahuje najviac jednu premenni x
a nadobuda pre konkrétne x jednoznac¢né hodnoty. Hovorime, Ze funkcia f je zadana explicitne.

Funkcia méze byt analyticky zadand aj ina¢ ako vzfahom y= f(x), € D(f). Casté je parametrické vyjadrenie (obr. 3.1.3), t.j.
vyjadrenie dvojicou rovnic

x=p(t), y=9(t), tel,

kde ¢, 1 st zobrazenia (funkcie) definované na mnozine J C R. Mnozina J byva oby¢ajne interval. Premenna ¢ sa nazyva parameter
a ma pomocny vyznam, pretoZe nas zaujima vzfah medzi x a y. Predchadzajtce rovnice definuji relaciu f C R2:

f= {[x;y]ERZ; [B:@(t), y:w(t)a tEJ}. (31)

Této relacia moze byt za urcitych podmienok funkciou. Je to v pripade, ked je zobrazenie z = ¢(t), t € J prosté a ku kazdému p(t),
t € J existuje prave jedno ¢ (t). Vtedy hovorime, Ze funkcia f je definovand parametricky (funkciu parametrizujeme) rovnicami
r=p(t), y =Y(t), te.

KedZe je zobrazenie z = ((t) na mnozine J prosté (t.j. je bijektivne), existuje k nemu inverzné zobrazenie t = ¢~ !(z), ktoré je
definované na nejakej mnozine M = ¢(J). Funkciu f moZeme potom vyjadrit v tvare

y=flx)=9t)=v [ (2)], zeM. (3.2)
Prechod od systému rovnic z = ¢(t), y = ¥(t), t € J k tvaru (3.2) nazyvame eliminacia® parametra t v parametrickom vyjadreni
funkcie f.

Poznamka 3.1.2.

Funkciu y = f(z), x€ D(f) mdzeme parametrizovat nekoneénym mnozstvom funkcii. Sta¢i zvolit funkciu = = ¢(t), t€ J tak, aby bola
prostéd na mnozinu D(f), t.j. aby bola bijekciou J — D(f). Hodnotu y moézeme potom vyjadrit y = f(z) = f(¢(t)), t € J. Je zrejmé,
ze najjednoduchsie parametrické vyjadrenie ma tvar x = ¢, y = f(t), t€ D(f).

T
0 T

Obr. 3.1.3: Funkcia f: z = p(t), Obr. 3.1.4: Kruznica 22 + 4% — ¢ = 0,

y = Y(t) zadand parametricky. ¢ > 0 z prikladu 3.1.2.

Funkcia f moZe byt zadand rovnicou F'(z,y)=0, kde F' je zobrazenie z mnoziny R? do R. Niekedy sa navyse pozaduje, aby platilo
[z;y]€ A, kde A C R? je vopred dand mnozina. Predchddzajica rovnica opit definuje nejaku relaciu f C R?:

f=A{lzy]eR?; F(x,y)=0}, resp. [ = {[x;y]€ R?; F(z,y)=0, [r;y]€ A}. (3.3)

Ak je relacia f funkciou, potom hovorime, 7Ze funkcia f je definovana implicitne rovnicou F'(z,y)=0. Ak uvazime y = f(z), potom
mozeme pisat F(z, f(z))=0.

3Teoreticky vieme eliminovat parameter z kazdého vyjadrenia, prakticky to ale méze byt problém.
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Poznamka 3.1.3.
Funkcia y = f(z), ktora je zadana implicitne rovnicou F(x,y)=0 sa obycajne vySetruje metédami matematickej analyzy funkcii viac
premennych.

Priklad 3.1.2.

Uvazujme relaciu f, = {[z;y] € R?; 2* + y* = ¢}, kde c€ R (obr. 3.1.4).

Pre ¢ = 0 dostaneme realnu funkciu fo = {[0; 0]}, ktort moZzeme explicitne vyjadrit napriklad v tvare f: y = x, € {0} alebo v tvare
f:y=0,2€{0}.

Pre ¢ < 0 dostaneme f. = (), pretoZe pre vsetky z,y € R plati 22 +y?> — ¢ > —c > 0.

Pre ¢ > 0 dostaneme relaciu f. = { [x; +ve— xﬂ ; € (—/c; \/E>}, ktora funkciou nie je. Predstavuje kruznicu so stredom v pociatku
[0;0] a s polomerom +/c. m

Priklad 3.1.3.

Funkciu f: y = |z|, x € R mdZeme zadat roznymi spdsobmi. Tychto spdsobov je zrejme nekonecne vela. Na ilustraciu uvedieme niektoré
z nich:

—z, prex <0,

Explicitne: y = Va2, resp. y = max{—x,z}, resp. y = { r, prex >0

Parametricky: z=t, y=|t|, t€ R, resp. x=t, y=+/12, tE R, resp. x=1>, y=|t3|, t€ R.
tmplicitne: 32 2% = 0,y > 0, vesp. y— [a] = 0, resp. y — V2 = 0. m

Funkcia y = f(z), € D(f) moze byt niekedy zadana aj tabulkou, t.j. dvojicami hodnot nezavislej premennej z a funkénej hodnoty
f(z). Tato metéda sa pouziva najméi v pripadoch, ked chceme najst zavislost medzi nejakymi nameranymi hodnotami. Je zrejmé, ze
takymto sposobom mozeme definovat funkciu tplne iba, ak jej definiény obor je koneénd mnozina. Ale na objasnenie situdcie to v
mnohych pripadoch staci.

V technickych aplikaciach sa niekedy funkcia zadava tiez graficky, pomocou nakresleného grafu. Z grafu mdézeme hodnoty funkcie
urcit iba priblizne a teda pre dalSie matematické spracovanie je tato metéda prinajmensom maéalo vhodné, aj ked jej nemozeme popriet
prakticky vyznam.

Okrem pravouhlého kartezianskeho sturadnicového systému sa na vyjadrenie funkcie pouziva tzv. polarny sturadnicovy systém.
Tento systém sa sklada z pociatku (pélu) polarneho stradnicového systému a z jednej poloosi z neho vychadzajucej, ktort nazy-
vame polarna os. Pociatok ztotoznime s pociatkom 0 kartezianskeho pravouhlého sturadnicového systému. Polarna os o je polpriamka
vychédzajica z bodu 0 a ztotoznime ju s kladnou z-ovou poloosou (obr. 3.1.5) kartezidnskeho systému.

Ak mé bod X v kartezidnskom pravouhlom systéme stradnice [x; y|, potom v polarnych stradniciach mu priradime dvojicu suradnic
[; p]. Stradnica p predstavuje vzdialenost bodu X od pociatku 0 a nazyva sa sprievodi¢ (radiusvektor) bodu X. To znamen4, Ze

plati p = |0X]|. Stradnica ¢ predstavuje orientovany uhol, ktory zviera polédrna os o s polpriamkou 0X a nazyva sa polarny uhol
(amplitida) bodu X.

X1 = [z1;91]
yl L '
Y1 0 ‘
z2 0 z3 X X
e 0
[ Lo
US| R——— .
X3

Obr. 3.1.5: Pravouhly a polarny stradnicovy systém v Euklidovskej rovine
R

Z definicie a zo zékladnych vlastnosti goniometrickych funkeii vyplyva, ze pre kartezidnske stradnice [z;y| a polarne stradnice [¢; p]
daného bodu X plati
r=p-cosp, y=p-sing, pricom pe(0;00), p&€(—00; 00).

x x
Z toho pre p#0 vyplyva p= /22 +y?, cosp=—=——or Singng: y

p Ve T e

Poznamka 3.1.4.

Musime si uvedomit, %e kazdy bod X € R? m4 v kartezidnskom systéme stiradnice uréené jednoznacne. V polarnych stradniciach méa
bod X nekonecne vela vyjadreni, pretoze funkcie sinus a kosinus st periodické s periodou 27. Je zrejmé, ze staci zmenit polarny uhol
¢ o Tubovolnt hodnotu 2k, k€ Z. Z tohto dévodu sa pre rozsah polarneho uhla ¢ zvykne uréit interval dizky 27.
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Poznamka 3.1.5.

Funkcia f mé& v polarnom systéme tvar f = {[¢; p| € R*}, resp. f: p = f(p).

Funkcia y = fi(z) = 1, z € R zodpoveda v kartezianskom pravouhlom systéme konstantnej funkcii, ktorej grafom je priamka rovnobezna
S osou .

Funkcia p = fa(p) = 1, ¢ € R zodpovedd v polarnom systéme taktiez konstantnej funkcii, ale jej grafom je kruznica so stredom v
pociatku stradnicového systému 0 a polomerom p = 1. Je zrejmé, ze v kartezidnskom systéme f, funkciou nie je.

Priklad 3.1.4.
Nech x1, 29 € R, x1 # x9 a Y1, Y2 € R st dané ¢isla.
Urcte koeficienty a,b€ R funkcie f: y = ax + b tak, aby [z1;y1] € f, [xe; y2] € f.

Riesenie.
Mame urcit a,be R tak, aby y; = ax; + b, yo = axe + b. Po odéitani rovnic dostaneme
. Y2 —
Yo — Y1 = ary —axy = a(xry — x1), t.j.a= )
To — X1
Z prvej rovnice vyjadrime koeficient b a dosadime a. Potom plati
Y2 — U1 Y1%2 — Y171 — Y21 + Y121 Y1l — Y21
b=y, —axry =y, — = = )
T9 — I1 To — X1 To — I

Funkcia f: y = ax + b mé potom tvar
Yo — W Y12 — Y21 Yo — 1T + Y12 — Y21 r— I Ty —X
Y= T+ = = Y2 + yp.m
To — X1 To — X1 To — X1 To — I1 To — X1

Poznamka 3.1.6.
Funkcia f: y = ax + b, kde a,b€ R, sa nazyva linearna funkcia. Jej grafom je priamka. Takze sme hladali rovnicu priamky, ktora je
urcena dvomi roznymi bodmi. Hodnota a predstavuje smernicu tejto priamky, t.j. tangens uhla, ktory zviera s osou .

3.1.1 Zakladné vlastnosti funkcii

Funkcia y = f(z), x € D(f) sa nazyva ohrani¢ena zdola [resp. ohrani¢ena zhora| na mnozine A C D(f), ak je ohranicena
zdola [resp. ohranic¢end zhora] mnozina funkénych hodnot f(A) = {f(z); x€ A}, t.j. ak existuje ¢islo m€ R [resp. M € R] také, Ze pre
vietky v € A plati m < f(x) [resp. f(z) < M].

Funkcia f sa nazyva ohranicena na mnozine A, ak je ohranicend zdola a aj zhora na mnozine A, t.j. ak existuja m, M € R také,
ze pre vsetky x € A plati m < f(z) < M.

Ak nie je funkcia f ohranicend zdola [resp. zhora| na mnozine A, potom sa nazyva neohranic¢ena zdola [resp. zhora| na mnozine
A.

Ak funkcia f nie je ohrani¢end (t.j. nie je ohrani¢end zdola alebo zhora) na mnoZine A, potom sa nazjva neohrani¢ena na
mnozine A

Poznamka 3.1.7.

Uvedené vlastnosti boli definované na podmnozine A C D(f), preto hovorime o lokalnych vlastnostiach. V pripade, Ze nejaka
vlastnost plati na celom definiénom obore D(f) (t.j. ak D(f) = A), potom hovorime o globalnej vlastnosti a privlastok ,na mnozine
D(f)“ vynechavame.

Funkcia f sa nazyva ohranic¢ena zdola [resp. ohrani¢ena zhoral, ak existuje ¢islo m € R [resp. M € R] také, ze pre vSetky
xeD(f) plati m < f(x) [resp. f(z) < M].

Funkcia f sa nazyva ohranicena, ak je ohrani¢ena zdola a aj zhora na mnozine, t.j. ak existuju m, M € R také, ze pre vsetky
xeD(f) plati m < f(z) < M.

Ak nie je funkcia f ohranifend zdola [resp. zhora|, potom sa nazyva neohranic¢ena zdola [resp. zhora]. Ak funkcia f nie je
ohranicend (t.j. nie je ohrani¢ena zdola alebo zhora), potom sa nazyva neohranicena.

Priklad 3.1.5.
a) Funkcia f: y = 2? + 1 je ohranifen4 zdola a nie je ohrani¢end zhora.
Na intervale (0; 1) je ohrani¢end, pretoZe pre vietky z€(0; 1) plati 1 < 2? +1 < 2.

b) Funkcia f: y = (22 + 1)~! je ohrani¢ena.
Pre vietky re Rplati 1 <22+ 1,tj. 0 < (22 + 1)1 < 1. m

Infimum [resp. suprémum| mnoziny f(A) nazyvame infimum [resp. suprémum| funkcie f na mnozine A a oznacujeme symbolmi
inf f(A) = inf f(z) = inf {f(x); 2 €A} [resp. sup f(A) = sup f(x) = sup {[(z); € A}].

Infimum [resp. suprémum]| funkcie f na celom defini¢nom obore D(f) nazyvame infimum [resp. suprémum| funkcie f a oznacu-
jeme inf f(z) [resp. sup f(z)].
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Poznamka 3.1.8.
Z definicie vyplyva, Ze ak je funkcia f ohranicend zdola [resp. zhora] na mnozine A, potom inf f(A) [resp. sup f(A)] je ¢islo. Ak je
funkcia f neohranicend zdola [resp. zhora] na mnozine A, potom inf f(A) = —oo [resp. sup f(A) = oo].

Ak existuje najmensi [resp. najvicsi] prvok mnoziny f(A), potom ho nazyvame najmensia hodnota (minimalna hodnota,
minimum) [resp. najvic¢Sia hodnota (maximalna hodnota, maximum)| funkcie f na mnoZine A a oznacujeme symbolom

lggf{l f(z) = min{f(z); z€ A} [resp. max f(z) = max{f(z); x€ A}].

Je zrejmé, Ze pre asponi jedno xo € A plati f(zo) = min f(A) [resp. f(zo) = min f(A)]. Ak pre vSetky x € A plati f(xy) < f(z) [resp.
f(z) > f(xo)], potom hovorime, Ze funkcia f nadobtida (ma) v bode zy na mnozine A minimum [resp. maximum].

Ak platia ostré nerovnosti, t.j. ak pre vSetky x € A, x#x plati f(xg) < f(z) [resp. f(z) > f(x¢)], potom hovorime, ze funkcia f
nadobtuda (ma) v bode 7y na mnozine A ostré minimum [resp. ostré maximum)|.

Minimum a maximum funkcie f na mnoZine A nazyvame sthrnne (ostré) extrémy funkcie f na mnozine A.

Ak A = D(f), potom hovorime o globalnych (absolitnych) extrémoch funkcie f a oznac¢ujeme ich symbolmi min f(z), resp.
max f(x).

Ak A = O(xy), kde O(xy) C D(f) je nejaké okolie, potom hovorime o lokalnych extrémoch funkcie f.

To znamend, ze funkcia f ma v bode 1z lokalne minimum [resp. maximum)]|, ak existuje okolie O(zy) také, Ze pre vSetky
x€0(x0) plati f(zo) < f(z) [resp. f(zo) = f(2)].

Funkcia f ma v bode z; ostré lokalne minimum [resp. maximum]|, ak existuje O(z) také, ze pre vSetky x € O(xg), = # xg

plati f(zo) < f(x) [resp. f(xo) > f(2)].

Poznamka 3.1.9.
Ak existuje min {f(z); z€ A}, potom min {f(z); v€ A} =inf {f(z); x€ A}.
Ak existuje max {f(x); z€ A}, potom max {f(z); x€ A} =sup{f(x); z€A}.

Priklad 3.1.6.

Uvazujme funkciu f: y = 22 + 1.

Ak A = D(f), potom inf f(z) = min f(z) = 1, sup f(x) = co a max f(z) neexistuje.
Ak A=(0; 1), potom ;ggf(x) =1, itelgf(x) =2, min f(z) a max f(z) neexistuju.

Ak A=(0; 1), potom ;relgf(x) = rxrgjl}f(x) =1, ilelgf(x) = I;leaj(f(x) =2.m

Funkcia y = f(z) sa nazyva rastiica [resp. klesajiica] na mnozine A C D([), ak pre vSetky x1,xo € A, 11 < x5 plati f(x1) < f(xq)
[resp. f(z1) > f(22)].

Funkcia f sa nazyva neklesajiica [resp. nerastiica] na mnozine A, ak pre vSetky 1,29 € A, 21 < x5 plati f(x1) < f(x2) [resp.
fa1) = f(x2)].

Funkcia f sa nazyva konStantna na mnozine A C D(f), ak pre v8etky x1, 2z € A plati f(z1) = f(x2), t.j. ak existuje c€ R také,
ze pre vSetky x € A plati f(z) = ¢. Konstantni funkciu zjednodusene zapisujeme f(z) = konst., Specidlne funkcia f(z) = 0, x € A sa
nazyva nulova funkcia na mnoZine A.

V zmysle poznadmky 3.1.7 sa funkcia f nazyva rastica [resp. klesajiica, resp. neklesajiica, resp. nerastiical, ak pre vSetky
x1,22€ D(f), x1 < zo plati f(x1) < f(x2) [resp. f(x1) > f(x2), resp. f(x1) < f(x2), resp. f(z1) > f(xq)]. Ak pre vSetky x € D(f) plati
f(z) = ¢, kde c€ R, potom sa nazyva konStantna.

Funkcia f sa nazyva monotonna, ak je neklesajica alebo nerastiica (t.j. aj rasttca, klesajica alebo konstantna). Ak je funkcia f
iba rasttica alebo klesajtica, potom sa nazyva rydzo (ostro) monoténna.

Niekedy je vyhodné definovat pojem rasticej alebo klesajtcej funkcie v bode. Funkcia f sa nazyva rastica [resp. klesajucal v
bode zo€ D(f), ak existuje okolie O(zg) také, Ze pre vetky x € O~ (x¢) plati f(x) < f(zo) [resp. f(x) > f(xo)] a pre vSetky x € O™ ()
plati f(zo) < f(x) [resp. f(zo) > f(z0o)].

Funkcia f sa nazyva neklesajiica [resp. nerastiica] v bode z, € D(f), ak existuje okolie O(xg) také, ze pre vsetky € O~ (zo)
plati f(x) < f(wo) [resp. f(x) = f(0)] a pre vietky 2 € O™ (xo) plati f(zo) < f(2) [resp. f(wo) = f(0)].

Z predchéadzajucich definicii vyplyva nasledujica veta.

Veta 3.1.1.
Funkcia f je rastica [resp. klesajtica] na otvorenom intervale (a; b) prave vtedy, ak je rastiica [resp. klesajtca] v kazdom bode xy € (a; b).

Na obrazku 3.1.6 su postupne uvedené grafy rasttcej, klesajicej, neklesajicej (ale nie rastticej), nerasticej (ale nie klesajicej) a
konstantnej funkcie.

Priklad 3.1.7.

a) Funkcia f: y = x + 1 je rasticana D(f) = R

b) Funkcia f: y = |z je neklesajica na R, konstantna na (k; k + 1), k€ Z.

c¢) Funkcia f: y = 2? je klesajlica na intervale (—oo; 0) a rasttica na intervale (0; co).
d) Funkcia f: y = z/x je konStantna na mnozine R — {0}. m
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Obr. 3.1.6: Grafy rastucej, klesajucej, neklesajtcej, nerasttcej a konstantne;
funkcie.

7 predchadzajucich definicii vyplyva nasledujica veta, ktorti uvadzame bez dékazu.

Veta 3.1.2.
Nech y = f(x) je funkcia a nech A C D(f), potom plati:

a) Funkcia f = konst. na A prave vtedy, ak je neklesajica a nerasttica na A.

Ak je funkcia f rasttica na A, potom je funkcia f neklesajica na A.

Ak je funkcia f klesajica na A, potom je funkcia f nerastiica na A.

d) Funkcia f je rastiica na A prave vtedy, ak je neklesajica na A a na kazdej podmnozine B C A (s aspon dvomi prvkami) nie je
konstantna.

e) Funkcia f je klesajica na A prave vtedy, ak je nerastiica na A a na kazdej podmnozine B C A (s aspon dvomi prvkami) nie je
konstantna.

f) Ak je funkcia f rasttica na A, potom je rastica v kazdom vnitornom bode xg € A.

g) Ak je funkcia f klesajica na A, potom je klesajica v kazdom vniatornom bode € A.

o o
S—

Poznamka 3.1.10.
Ako dokazuje nasledujuci priklad, ak je funkcia f rastica [resp. klesajical] v jednom bode xy € A, eSte nemusi byt rastiica [resp.

klesajuca] v jeho okoli.

Priklad 3.1.8.

a) Funkcia f(z)=sgnz je rasttca v bode 0, konstantna na (—oo; 0) a na (0; co).

b) Funkcia f(z) = —x + sgnx je rastica v bode 0 a klesajica na (—oo; 0) a (0; o).

¢) Funkcia f(z)=x pre x€Q, f(x)=1x/2 pre z € R—(Q je rastica v bode 27 = 0, je rastiica na mnozine () a tiez na mnozine R — Q).
Na druhej strane je zrejmé, Ze neexistuje redlny interval I, na ktorom je f rasttica (obr. 3.1.7). m

Y Y Y

Q

sgnx

14— 1Y+ sgnx
0 T \0 T 0
—_— -1

Obr. 3.1.7: Grafy funkcii z prikladu 3.1.8 a), b), c).

g wmlg

Funkcia y = f(z) sa nazyva parna [resp. neparnal, ak pre vetky = € D(f) plati —x € D(f) a navySe f(z) = f(—=x) [resp.
f(x) = —f(=x)].

Graf parnej funkcie je simerny podla osi y a graf neparnej funkcie je simerny podla pociatku stradnicového systému (obr. 3.1.8).

y y y periéda p

Obr. 3.1.8: Graf parnej a neparnej funkcie. Obr. 3.1.9: Graf periodickej funkcie.
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Priklad 3.1.9.

a) Funkcia y = |z| je parna, funkcia y = sgnz je neparna (obr. 2.1.4, 2.1.5 na str. 27).
b) Funkcia y = konst. je parna a funkcia y = 0 je parna a zaroven aj neparna.

¢) Funkcia y = 22, x € R je parna, ale funkcia y = 22, € (0; 1) parna nie je.

d) Funkcie y =2z %, y=23, y=a"', y =2, y = 23, y = 2° s nepéarne.

e) Dirichletova funkcia y = x(z) je parna. m

Funkcia y = f(z) sa nazyva periodicka, ak existuje p € R, p # 0 také, ze x € D(f) prave vtedy, ak z + p € D(f) a pre vSetky
xeD(f) plati f(z +p) = f(x), t.j ak plati

r€D(f) < x+peD(f),  VreD(f): f(x+p) = ().

Cislo p nazyvame periéda funkcie f (obrazok 3.1.9). Najmensia kladna periéda (pokial existuje) sa nazjva primitivna (zdkladna)
peridoda funkcie f.

Poznamka 3.1.11.

Kazdy celociselny nasobok periédy je tiez peridda.

Ak je funkcia y = f(z) periodické s periédou p > 0, potom ju staéi vySetrovat na intervale s dlzkou p, napriklad na intervale (0; p).
Kazdy interval s dlzkou p nazfvame interval periodicity.

Priklad 3.1.10.
a) Goniometrické funkcie y = sinz, y = cosz st periodické so zékladnou periédou 27.

b) Goniometrické funkcie y = tgx, y = cotgx si periodické so zékladnou periédou 7.
c¢) Funkcia y = konst. je periodickd, pricom periédou je kazdé pe R, p#0.

To znamena, ze tato funkcia nema zakladna periédu.

d) Funkcia y = x — 2] je periodickd s periédou 1 (obr. 2.1.2 na str. 27).

e) Dirichletova funkcia y je periodickd, pri¢om periédou je kazdé pe @, p#0. m

Priklad 3.1.11.
Funkcia y = (—1)1#] je periodicka so zakladnou periédou 2 (obr. 3.1.10). Pre x € R plati

fla+2) = (~D) = (1) = (k- (-1)? = (- = f(2). m

Y Y
f(@2)
: r(x) |
-2 -1 0 1 2” (013 £ (@1)]
f(xl) :
= r : —
Obr. 3.1.10: Funkcia y=(—1)L*]. Obr. 3.1.11: Konvexna funkcia.

Funkcia f sa nazyva konvexna [resp. konkavnal na intervale I C D(f), ak pre vSetky x,z1,xo € také, Ze 1 < x < x5 plati

xr — T To — X

< = . > . .
F@) < rla) = = fa) + 2 f ) fresp. S(x) = 7(a) (3.4)
Ak platia ostré nerovnosti, t.j. ak pre vsetky x,x1, 22 €1, 1 < x < x5 plati
r—x Ty — T
fx) <r(z) = ~ () + ———f(x1) [resp. f(z) > r(z)], (3.5)
To — I1 Tog — T

potom funkciu f nazyvame rydzo konvexna [resp. rydzo konkavna| na intervale .

Funkcia f sa nazyva rydzo konvexna [resp. rydzo konkavna] v bode xo€ D(f), ak existuje okolie O(zg), v ktorom je funkcia
f rydzo konvexné [resp. rydzo konkavnal].

Hovorime, 7Ze funkcia f ma v bode zp€ D(f) inflexny bod (ma v bode z; inflexiu), ak existuje okolie O(x¢) také, ze v Tavom
okoli O~ (xp) je funkcia f rydzo konvexnd [resp. rydzo konkdvna] a v pravom okoli OT(zg) rydzo konkévna [resp. rydzo konvexnd].

Na obrazku 3.1.12 st postupne uvedené grafy konvexnej (nie vSak rydzo), rydzo konvexnej, konkavnej (nie rydzo) a rydzo konkavnej
funkcie.
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| z z v Z

Obr. 3.1.12: Grafy konvexnej, rydzo konvexnej, konkévnej a
rydzo konkavnej funkcie.

Poznamka 3.1.12.
Vztah f(z) < r(z) [resp. f(x)
bodmi [zy; f(z1)] a [z9; f(x2)].

r(r) =

r(z)] graficky znamena, ze kazdy bod [z; f(z)] lezi pod [resp. nad| priamkou r (obrazok 3.1.11) uréenou
prikladu 3.1.4 vyplyva, ze priamka r ma tvar

flas) — f(Tl)x N f(r)wy — f(o)ry o —my F(aa) +

To — X1 Ty — X1 Ty — X1 Ty — X1

>
Z

Priklad 3.1.12.

a) Funkcia y = sinz je rydzo konkavna na (0; 7) a rydzo konvexna na (7 ; 27).

b) Funkcia y = 22 je rydzo konvexna na R a funkcia y = —2? je rydzo konkdvna na R.
c¢) Funkcia y = konst. je konvexna (nie rydzo) a konkavna (nie rydzo) na R.

d) Funkcia y = az + b je konvexnd aj konkévna na R pre vSetky a,b€R. m

Veta 3.1.3.
Funkcia y = f(z) je konvexna [resp. konkévna| na intervale I C D(f) préave, vtedy ak pre vSetky 1,29 €I, 1 # x5 a pre vSetky p€ R,
0<p<l1, qg=1-—pplati

f(pz1 + qrs) < pf(x1) + qf(x2) [resp. f(px1 + qz2) > pf (1) + qf (22)].

Doékaz.
Vetu dokézeme iba pre konvexnost, pre konkévnost sa dokdze analogicky.

NP_.: Nech z1,25€ 1, 1 < x9. Potom pre vSetky p€(0; 1), ¢ = 1 — p existuje x € (z7 ; z3) také, ze plati

To — X To — X1 To — T Tr — T
p= , qg=1-p= - = :
Ty — X1 To — X1 Ty — X1 To — X1
Potom plati
To — T Tr—T Lol — X1 + XX — 1T T(To — T
Py + qTs = 2 o1+ 1272: 221 1 2 12 (2 1):%
To — X1 To — X1 To — X1 To — X1
Takze x1 < pr1 + (1 — p)xe < 5. Potom z konvexnosti vyplyva
r — I To — X
f(px1 + quo) = f(x) < f(a2) + f(@1) = qf (x2) + pf(21).
To — X1 Ty — X1

PP_: Nech xy,z9€1, 11 < 23, p€(0; 1), g = 1—p. Ozna¢me x = pry + gz, potom plati
vy < w1+ q(ry —21) = (1=q)11 + gy = pry + (1—=p)we = T2 + p(21 — 22) < T2

To znamend, Ze pry + (1 — p)zy = x € (x1; x3). Z toho vyplyva

x—(1—q)x1+qx2—x1+q(x2—x1)} Ty @
e p = y = .
$:p$1+(1—p)$2:I2—p(x2—x1) To — X1 Ty — X1
Potom plati
To — X Tr — T
f(x) = fpr1 + quo) < pf(z1) + qf (v2) = f(z1) + f(z2). m
Ty — X1 To — X1

Hovorime, ze bod c€ D(f) je nulovy bod (koren) funkcie y = f(x), ak plati f(c) = 0. Korene funkcie f ndjdeme rieSenim rovnice

f(z) =0, ze D(f).

Priklad 3.1.13.
a) Funkcie y = |z|, y = 2%, y = 23, y = 2* + 2! maji jediny koreil ¢ = 0.
b) Dirichletova funkcia y(z) ma nekonecne vela koretiov, st to vSetky iracionalne ¢isla.

c¢) Funkcia y = 22 + 2 nemé koreti, pretoZe pre vietky z€ R plati 22 +2>2> 0. m
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3.1.2 Operacie s funkciami

Funkcie stt mnoziny, ktorych prvkami st usporiadané dvojice vzorov x a obrazov f(x). Takze aj reldcie a operacie s funkciami
musime chépat ako relacie a operacie s mnozinami.

e Rovnost a usporiadanie funkcii
Rovnost funkeii y = f(x) a y = g(z) predstavuje rovnost dvoch mnozin. To znamend, Ze musia byt ekvivalentné vztahy [z;y]€ [ a
[z; y] € g. Potom musi platit D(f) = D(g) a f(x) = g(z) pre vSetky z € D(f).
Hovorime, Ze funkcia y = f(x) sa rovna funkcii y = g(x), ak D(f) = D(g) a pre vSetky = € D(f) plati f(z) = g(x). Rovnost
funkcii f a g symbolicky zapisujeme f = g. V opa¢nom pripade hovorime, 7e funkcia f sa nerovna funkcii g a zapisujeme f # g.
Funkcie y = f(z), y = g(x) sa mdzu rovnat aj iba na casti svojho definiéného oboru. Nech A C D(f) N D(g). Hovorime, ze funkcia
[ sa rovna funkcii ¢ na mnozine A, ak pre vSetky x € A plati f(x)=g(x). Zapisujeme f=g, z€ A, resp. f=g na mnoZine A.

Priklad 3.1.14.

Nech f: y=1, g: y=xz/x, potom f # g, pretoze R = D(f) # D(g9) = R — {0}.

KedZe pre vsetky x # 0 plati 1 = x/x, potom f = g na mnozine R — {0}. m

rxeAvplati f(z) < g(z) [resp. f(z) > g(x)]. Zapisujeme f < g [resp. f > g], € A alebo f < g [resp. f > g| na mnozine A.
Ak pripustime aj rovnost funkcii f, ¢ na mnozine A, potom struc¢ne piseme f < g [resp. [ > ¢g], z€ A.

Priklad 3.1.15.
Nech f: y =, g: y = 2%. Na mnoZine R neplati ani jedna z relacii f < g, f = ¢, f > g. Ale f < g na mnozine R — (0;1), f=gna
mnozine {0, 1}, f > g na mnozine (0; 1). m

Poznamka 3.1.13.

Z prikladu 3.1.15 vyplyva, Ze vo vSeobecnosti nemdzeme porovnavat funkcie f, g. Je ale zrejmé, Ze mozeme urcit mnoziny, na ktorych
platia relacie f < g, f = g alebo f > g.

e Algebraické operacie s funkciami

Funkcie mézeme scitavat, odc¢itavat, nasobif a delif. Nech y = f(z), y = g(z) st funkcie definované na mnozine A C R, potom
sucet f+g, rozdiel f—g, sacin fg, podiel f/g, kde g(x)#0 pre z € A, funkcii f a ¢ na mnozine A definujeme vztahmi:

(f£9)@) = f@) £ 9@, (fo)(x) = Fla)a(a) (f)m:@,xef&.

g g(x)
Absoliatnu hodnotu |f| funkcie f na mnoZine A definujeme |f|(x) = |f(z)|, z€ A.

Poznamka 3.1.14.
Operacie séitania a nasobenia funkcii mézeme definovat pre viac funkcii. Specialne pre n € N definujeme n-tt mocninu f" funkcie

f vztahom f™(x) = [f(x)]™.
Priklad 3.1.16.
Nech f: y =sinz +2, g: y = 22, potom
fE+g:y=sinz+2+2? fg:y=asine+22% g/f: y=2"/(sinz+2). m

e ZuZenie funkcie na mnozZinu

Uvazujme funkciu y = f(x), x € D(f) a mnozinu A C D(f). Hovorime, Ze funkcia y = h(z), z € A je ztiZenim (restrikciou)
funkcie [ na mnozZinu A, ak pre vSetky x € A plati h(z) = f(z). Oznacujeme h = f|4. Je zrejmé, ze graf funkcie h je ¢astou grafu f.

Priklad 3.1.17.

a) Funkcia y = 2%, z€(—1; 1) je ztiZenim funkcie y = 2, x € R na interval (—1; 1).
b) Funkcia y = 1, 2 €@ je zizenim Dirichletovej funkcie y(z), 2 € R na mnozinu Q).
¢) Funkcia y = 0, z€(0; 1) je ztzenim funkcie y = [z, x € R na interval (0; 1). m

e ZloZena a inverzna funkcia

Dalsia dolezit4 operacia je skladanie funkcii a s tym stvisiaci pojem zloZenej funkcie (zloZzeného zobrazenia), ktory sme uz
definovali v kapitole 1.

Nech y = f(z), z € A ay = g(z), x € B st funkcie také, ze H(f) C B. Potom funkcia y = F(x), v € A definovana pre vsetky
x € A vzfahom F(z) = g[f(x)], sa nazyva zlozena funkcia [ a ¢ a oznacuje sa g(f), resp. f o g. Funkcia f sa nazyva vnitorna
zlozka (vniitorna funkcia) a funkcia g sa nazyva vonkajsia zlozka (vonkajsia funkcia) zloZenej funkcie. Skladanie dvoch funkcii
je ilustrované na obrazku 3.1.13.

Ak s funkcie f, g zadané analyticky u = f(x), y = g(u), H(f) C D(g), potom vzorec pre zlozenu funkciu g(f) dostaneme tak, ze
vo vyraze y = g(u) dosadime za premenni u vyraz f(x). Hovorime, Ze vykonavame substitiiciu premennej u vyrazom f(x).
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J Yy = Yy =1

!

9if] [y ]
9(u) = g[f(@)] S e =571
N
AN
AN
Y 0 T
u = f(x) \\\
= o= F@) s
[z 9]
0 u 4z o
Obr. 3.1.13: Graf zloZenej funkcie. Obr. 3.1.14: Graf inverznej funkcie.

Priklad 3.1.18.
Nech f: y =22, g: y = sinz. N4jdite zlozené funkcie f(g) a g(f).
Riesenie.

Kedze D(f) =R, H(f)=(0; ), D(g) =R, H(g)=(~1; 1), potom
f(9): y=flo(@)]=lg(x)?=(sinz)*=sin®z, g(f): y=g[f(x)]=sin f(z)=sinz* m

Poznamka 3.1.15.
V mnohych pripadoch potrebujeme dant funkciu, ktort povazujeme za zloZent, rozlozit na vnitorni a vonkajsiu zlozku. Takyto rozklad
vic§inou nebyva jednoznacny, preto ho musime prisposobit nasim moznostiam a danym poziadavkam.

Priklad 3.1.19.
Funkciu F': y=+v/1— 22, z€(—1; 1) mdzeme povazovat za zloZenu funkciu F = g(f), pricom f: y=1—2% z€(-1;1), g: y=/x,
z€(0; 00). =

Predpokladajme, ze je y = f(x), v € D(f) injektivna, t.j. pre vetky z1,x9 € D(f), 21 # x2 plati f(x1) # f(z2). To znamena, ze
y= f(x): D(f)— H(f) je bijektivna.*

Potom k f existuje inverzna funkcia = = [~!(y), y € H(f) takd, ze x = f~'(y) prave vtedy, ak y = f(z). Je zrejmé, Ze
D(f=Y) = H(f) a H(f™) = D(f).

KedZe sa usporiadané dvojice [z;y] € f a [y;z] € f~! lisia iba poradim prvkov, st grafy funkcie f a inverznej funkcie f~! osovo
stimerné podla priamky y = x (obrézok 3.1.14).

Poznamka 3.1.16.
Je zrejmé, ze uvedené tvrdenia pre zobrazenia z kapitoly 1, platia aj pre redlne funkcie redlnej premennej. To znamené, ze platia
tvrdenia vety 1.3.5:

Nech je funkcia f: D(f) — H(f) je bijektivna, potom plati:
a) S~ H(f) — D(f) je bijektivna, b) (S ) =,
c) VyeD(fh) = H(f): fIf W)=y, d) YaeH(f™) = D(f): f'[f(z)]=x.

V niektorych pripadoch, ked je funkcia f zadana jednoduchymi vzfahmi, dokdZeme inverzni funkciu f~! urcit bez problémov.
Napriklad, ak je zadana nie priliz zlozitym analytickym vzorcom y = f(x), vyrieSime rovnicu y = f(z) vzhladom k neznamej .

Spravidla sa dodrZiava dohoda, Ze argument funkcie f a inverznej funkcie f~! znac¢ime rovnakym symbolom. Preto namiesto
r = f~l(y) piseme y = f~!(x).

Priklad 3.1.20.
Najdite inverzna funkciu k funkcii f: y =3x + 2, v €R.

Riesenie.
Je zrejmé, Ze funkcia f je prosta. Ak rieSime rovnicu y = 3z + 2 vzhladom k xz, dostaneme z = (y — 2)/3. Z toho vyplyva f~': y =
(x—2)/3, z€R. m

4Surjektivnost je zarucend existenciou vzoru pre kazdy obraz z mnoziny H(f).
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Poznamka 3.1.17.
Nech x=¢(t), y = ¥ (t), t € J je parametrické vyjadrenie funkcie f. Ak je ¢ prostd na .J, potom existuje inverzna funkcia t=p () a
f mozeme vyjadrif v explicithom tvare

y= (e (2)), zepl).

Tento prechod k explicitnému vyjadreniu nazyvame vylicenie parametra ¢.

Veta 3.1.4.
Ak je funkcia f rydzo monoténna, potom je prosta.

Dokaz.
Dokaz je zrejmy a vyplyva priamo z definicie. m

Poznamka 3.1.18.
Ako dokazuje priklad 3.1.21, funkcia f mdze byt prostd a nemusi byt rydzo monoténna. To znamend, Ze tvrdenie vety 3.1.4 nemozeme
obratit.

Veta 3.1.5.
Ak je funkcia f rasttica [resp. klesajtical, potom f~! je tieZ rasttica [resp. klesajtcal.

Dokaz.

Nech y = f(x), € D(f) je rastica (pre klesajicu funkciu je dokaz analogicky).

Potom pre vietky 1,19 € D(f), 71 < o plati y; = f(x1) < f(x2) = y2. Potom (veta 3.1.4) je f prostd, t.j. existuje funkcia z = f~!(y),
yeD(f~) = H(f).

Nech f~! nie je rasttca, t.j. existujt y1,y2€ D(f71), y2 < y1 také, Ze plati

To ="M y2) > f (1) = 21
Pretoze je f~! prostd, plati zo = f~1(y2) > f1(y1) = 1.
To znamend, Ze pre x; < x5 plati f(x1) = y1 > y2 = f(x2), o je spor.
Z toho vyplyva, %e aj funkcia f~! je rastiica (obr. 3.1.14). m

Priklad 3.1.21.

Najdite inverznu funkciu k funkcii f: y = { 2x+42, prexe(-1;0),

3z 43, prexe(0;1).
Riesenie.
Funkcia f je prostd a nie je rydzo monoténna na D(f) = (—1; 1).
Na intervale (—1; 0) je klesajiica a na intervale (0; 1) je rastica (obr. 3.1.15).
z/2—1, prexe(0;2),
)

LCahko overime, ze f~1: y = {x/3 _1, prexze(3;6)m

3 ¥ 4 !
2 3 g1
-1 2
1 f .
-3 -2 -1 - .
o 1 2 3 “4 -3 2 11 72 3 4
-1 -1
—2
_9 s h1
-3 —4
Obr. 3.1.15: Graf k prikladu 3.1.21. Obr. 3.1.16: Graf k prikladu 3.1.22.

Poznamka 3.1.19.
Casto sa stava, ze funkcia f je prostd iba na nejakej casti A C D(f). V tomto pripade mozeme utvorif restrikciu g = f|4, ku ktorej
inverzné funkcia ¢! existuje. Funkciu ¢~! potom nazyvame inverznou funkciou k funkcii f na mnoZine A.

Priklad 3.1.22.
Funkcia f: y = 22, x € R nie je prosta, ale je prosta na intervaloch (—oo; 0), (0; c0).
Funkcia ¢ = f|(—c0;0) mé inverznt funkciu ¢=' = —y/z, x € (0; 00) a funkcia h = f|(, ) mé inverzni funkciu ™' = /z, z € (0; o0)

(obr. 3.1.16). m
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3.1.3 Elementarne funkcie

Elementarne funkcie maja velky prakticky vyznam, pretoze sa daji pomocou nich popisat (aspon priblizne, aj ked nie vzdy) mnohé
prirodné a spolocenské zakonitosti a taktiez mnohé velmi zlozité funkcie.
Elementarnou funkciou nazyvame kazda funkciu, ktorti dokézeme utvorit z funkcii

y=konst., y=z, y=e€", y=Inzx, y=sinxr, y=arcsinr, y = arctgx
pomocou s¢itania, odc¢itania, nasobenia, delenia a skladania funkcii.

e Racionalna celistva funkcia

Polynémom (racionalnou celistvou funkciou)® nazyvame funkciu
fo: y=ag+ ax+ax®+---+a,2”, kde ag,aq,...,a,€R, n€NU {0}.

Cisla ag, a1, . . ., a, nazyvame koeficienty polynému f,. Ak a, #0, potom n nazyvame stupenn polynému f,. Prirodzenym definié-
nym oborom polynému f, je mnozina R.

Polyném druhého stupiia fo: y = ag+a12+as2?, ay #0 sa nazyva kvadraticka funkcia a polyném prvého stupiia fi: vy = ag+ax,
a; #0 sa nazyva linearna funkcia. Polynémom nultého stupna fy: vy = ag, a9 #0 je konstantna funkcia.

Polyném f: y = 0 predstavuje nulovt funkciu a jeho stupen definujeme —1.

Z algebry vieme, ze funkcia f,,, n€ N m4 najviac n realnych koretiov.®

Yy Yy
L z? z z—2
4
3
2
1 -1
—4 -3 -2 -1 x
01 2 3 4 o 1 2 3 o
~1 -1
-2 —2
—3 -3
—4 —4
Obr. 3.1.17: f: y=2",n=1,2,3. Obr.3.1.18: f: y=2"", n=1,2.

Priklad 3.1.23.

Funkcia f,,: y = 2", n€ N je definovana pre vsetky x € R.

Jej grafom je tzv. parabola stupna n. Pre n = 1 je to priamka a pre n = 2 je to parabola. Funkcia f,, ma pre vSetky n € N prave
jeden nulovy bod x = 0. m

Priklad 3.1.24.
Funkcia f: y = 2% — 222 m4 nulové body 215 = 0 (dvojnasobny) a z3 = 2.
Jej graf je nacrtnuty na obrazku 3.1.19. m

e Racionalna lomena funkcia
Racionalnou lomenou funkciou nazyvame funkciu
Foy= fn() _ ap + a1x + axx® + -+ a, "
. fm(x)  bo 4+ a1 + agx? + -+ by ™’

kde f,, fm s polynémy stupniov n a m, priom ag,ay,...,a, € R, by, b1,..., b, € R, ny,m e N — {0}. Aby mala f zmysel, musi maft
nenulovy menovatel. To znamenad, Ze jej prirodzenym definiénym oborom je mnozina R okrem nulovych bodov polynému f,,.

Priklad 3.1.25.
Funkcia f: y =2~
bod (obr. 3.1.18). m

n

, n€N je definované pre vietky =€ R — {0}. Jej grafom je tzv. hyperbola stupna n + 1. Funkcia f nemé nulovy

e Mocninna funkcia s realnym exponentom

Mocninnou funkciou nazyvame funkciu

f:ry=2", kde reR.

®Viac informécii o polynémoch ¢itatel najde v [33].
6V mnozine komplexnych ¢isel C' mé prave n koretiov (vratane nasobnosti).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 84 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



3.1. REALNE FUNKCIE MATIT—S

Y Y r>1 /1 >0 Y y=2"" <0
2 f 2 . 2
1
-1 Jo1 2 _ ) r<1 o
< =1
0 ] 3T o0 ] 5 D
Obr. 3.1.19: f: y = 2® — 222 Obr. 3.1.20: f: y=2a" prer >0ar <0.

Pre r€ N je polynémom a pre r € Z~ je raciondlnou lomenou funkciou. Pre r > 0, r¢ N je jej prirodzenym definiénym oborom interval
(0; 00) aprer <0, r¢Z" je jej prirodzenym definiénym oborom interval (0; o).

Zakladné vlastnosti mocninnych funkcii vyplyvaji z vety 2.1.18. Pre r > 0 je funkcia f rasttica a pre r < 0 je klesajuca (obr. 3.1.20).
Inverznou funkciou k funkcii f: y = 2", 7#0 je mocninna funkcia f~': y = z/".

¢ Exponencialna funkcia
Exponencialnou funkciou so zakladom a, a > 0 nazyvame funkciu
fry=a".

Jej prirodzenym defini¢nym oborom je mnozina R a oborom hodnot je interval (0; oo). Najdolezitejsia z nich je funkcia f: y = expz =
e’ so zékladom e (Eulerovo ¢islo).

Ak a = 1, potom sa f rovna konstantnej funkcii y = 1. Exponencidlna funkcia je rydzo monoténna pre a # 1. Jej graf nazyvame
exponencialna krivka alebo exponenciala (obr. 3.1.21). Kazda exponencialna krivka prechadza bodmi [0;1] a [1;a]. Navyse grafy
funkcii y = a® a y = a~® st symetrické podla osi y.

Y
o<1 1 a>1 2 a>1
3 1
X
2 a=1 0 2 3 4 5 6 7
—1
—2
4 -3-2-1 001 2 3 4z a<1
Obr. 3.1.21: f: y=a", a > 0. Obr. 3.1.22: f: y =log,x, a >0, a#1.

e Logaritmicka funkcia
Nech a > 0, a # 1, y > 0, potom ¢islo z také, ze y = a”, oznacujeme = = log, y a nazyvame logaritmus ¢isla y so zakladom «
(pri zaklade a).

Funkcia f: y = log, z, x > 0 sa nazyva logaritmicka funkcia so zakladom a. Funkcia f je inverzna k exponenciélnej funkcii
y = a”, r € R. Graf funkcie [ sa nazyva logaritmicka krivka a je osovo stimerny podla priamky y = x s grafom funkcie y = a®. Je
zrejmé, ze kazda logaritmicka krivka prechadza bodom [1;0] a bodom [a; 1].

Funkcia f je rydzo monoténna (obr. 3.1.22). Logaritmus so zékladom 10 nazyvame dekadicky a oznacujeme y = log z. Logaritmus
so zékladom e nazyvame prirodzeny a oznacujeme’ y = In .

Poznamka 3.1.20.
Nech a€ R, a > 0, a# 1. Funkcie f: y = log,x, x > 0 a g: y = a*, € R st inverzné, takZe pre vietky x > 0 plati z = '8 a pre

vsetky =z € R plati x = log, a”.

Uvedieme bez dokazu zakladné vlastnosti logaritmov.

Veta 3.1.6.
Nech a > 0, a#1, potom pre vSetky z, z1, 22 € (0; 00), r € R plati:
a) log, z1 + log, xo = log, (z122), b) log, 2" = rlog, x,
: 1
c) log, x1 —log, zo = log, E, d) log, x = el pre vSetky b > 0, b#1.
T log, a

"Niekedy (hlavne v anglickej literattire) sa oznacenie y = log x pouziva pre prirodzeny logaritmus.
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Poznamka 3.1.21.
Mocninné, exponencialna a logaritmicka funkcia st elementarne funkcie, pretoze plati

, N Inx
y=xa" =e"" =" y=a"=e =e" " y=log, v = —.
Ina

e Goniometrické funkcie

Zakladné goniometrické funkcie® s sinus, kosinus, tangens, kotangens a ¢itatelovi st ur¢ite zname. Definujii sa pomocou jednot-
kovej kruznice v rovine R2.

Uvazujme v rovine R? stradnicovy systém s osami u, v a kruZnicu so stredom v bode O = [0;0] a s polomerom r = 1. Ozna¢me
J = [1;0]. Kazdému z € R je priradeny prave jeden orientovany uhol JOA (zvolme bod A = [u;v], aby lezal na kruznici). Cislo z
vyjadruje velkost tohto uhla v obliikovej miere v jednotkach radiany. Pre x < 0 je orientacia tohto uhla stithlasna so smerom otacania
hodinovych ruciciek a pre x > 0 je jeho orientacia opacna.

Prva stradnicu bodu A nazyvame kosinus uhla 2 a oznacujeme cosz, druhtt siradnicu nazyvame sinus uhla = a oznacujeme
sinz, t.j. A = [cosz;sinz]. Tym st definované funkcie cosx a sinz pre vetky = € R. V pripade cosx # 0, resp. sinz # 0 definujeme

tangens a kotangens uhla = vztahmi
sin COS T
tgxr = , cotgr = ——.
cos T sin x

Poznamka 3.1.22.
Graficky st hodnoty goniometrickych funkcii v bode z znazornené na obr. 3.1.23. Usecka OA, = cosz, tsecka AA, = sinz a tsecky
OJ =1, OK = 1. Z podobnosti trojuholnikov OA, A, OJT a OA,A, CKO vyplyva

TJ AA CK OA
tgr=TJ =—= & tgr =CK = — = =
e 0] 04, 87 OK ~ AA,
v (Y
‘K cotg x cotgx K
T.C ©
A
sinx |© e -
¢ | U cosr Az J
O| cosz A, | J -1 (0] ) U
sinzx | s
A AT
-1 xz€(0; 7/2) -1 x€(m; 3m/2) -1 ze(-n/2;0)

Obr. 3.1.23: Funkcie sin z, cosz, tgx, cotg x.

Obvod kruznice s polomerom r = 1 je rovny 27, kde 7 je tzv. Ludolfovo ¢&islo.? To znamend, Z%e velkost oblika od bodu J po bod
J je 2m, velkost obliuka od bodu J po bod [0;1] je 7/2, od bodu J po bod [0; —1] je —7/2, resp. 2m — 7/2 = 37/2.

.....

Poznamka 3.1.23.

Niekedy sa na vyjadrenie velkosti uhla pouZivaju devitdesiatinové stupne, ktoré znacime °. Jeden stupeni sa deli na 60 mintt
(1° = 60) a jedna minuta sa deli na 60 sektnd (1’ = 60”). Uhlu 27 zodpovedd 360° a uhlu 7/2 zodpoveda 90°. Uhol z° prevedieme na
radiany pomocou vzorca mz°/180°.

o

Funkcia y = sinx zobrazuje R — (—1; 1), jej graf nazyvame sinusoida. Je neparna, periodicka s periédou 2. Jej nulové body st
km, ke Z (obr. 3.1.24).

Funkcia y = cos z zobrazuje R — (—1; 1), jej graf nazyvame kosinusoida. Je parna, periodicka s periédou 27. Jej nulové body st
/24 km, k€ Z (obr. 3.1.25).

Funkcia y = tgx zobrazuje (R — {n/2+ kn; k€ Z}) — R, jej graf nazyvame tangenta. Je neparna, periodickd s periédou 7 a jej
nulové body st km, k€ Z (obr. 3.1.26).

Funkcia y = cotgx zobrazuje (R — {km; k€ Z}) — R, jej graf nazyvame kotangenta. Je neparna, periodickd s periédou 7 a jej
nulové body st 7/2 + kr, k€ Z (obr. 3.1.27).

Hodnoty cos z, sin x st odvesnami pravouhlého trojuholnika s preponou 1 (obr. 3.1.23). Potom z Pytagorovej vety pre vSetky z € R
plati

sin®z + cos® x = 1.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 86 http://frcatel.fri.uniza.sk/ beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



3.1. REALNE FUNKCIE MATIT—S

Obr. 3.1.24: f: y =sinx. Obr. 3.1.25: f: y = cosz.
Y Y
3 3
2 2
1 1 s 3T
=0 () / -7 5 g
/ _3n -z 0z e T E -z 0 ™ x
Obr. 3.1.26: f: y =tgux. Obr. 3.1.27: f: y = cotgx.

V tabulke 3.1.1 st uvedené niektoré dolezité hodnoty funkcii sinus a kosinus. Na zaver uvedieme bez dékazov niektoré vztahy, ktoré
platia pre goniometrické funkcie.

Veta 3.1.7 (Sti¢tové vzorce pre funkcie sinus a kosinus).
Pre vsetky x,y € R plati:
a) sin(z £y) = sinx cosy + cosxsiny, b) cos(z £ y) = cosxcosy F sinxsiny.

Désledok 3.1.7.a (Vzorce pre dvojnasobny a poloviény uhol).

2 2

Pre vsetky x € R plati: a) sin2z = 2sinxcosz, b) cos2z = cos®x — sin” x,
. 1 — cos2z 1+ cos2x
c) sin*x = ———— d) cos’zr = ———.
2 2
Veta 3.1.8.
Pre vsetky x,y € R plati:
. . R o T — . . Tty . T —
a) sinx +siny = 2 sin Y cos y) b) sinx —siny = 2 cos Y sin y’
2 2 2 2
x T — T+ T —
c) cosx + cosy = 2 cos +ycos y, d) cosz —cosy = —2 sin +ysin v
2 2 2 2
Veta 3.1.9 (Sti¢tové vzorce pre funkcie tangens a kotangens).
Nech x,y € R a nech st vSetky prislusné vyrazy definované, potom plati:
cotgzrcotgy F 1 tgx £tg:
a) cotg (vt y) = o CBYTZ b) tg(ry)= o o7
cotgy + cotgx 1Ftgatgy

V tabulke 3.1.2 st uvedené prevodové vztahy medzi jednotlivimi goniometrickymi funkciami pre z € (0; 7/2). Pre ostatné hodnoty
x € R platia rovnaké vztahy, ktoré sa vSak mozu lisit znamienkom.

e Cyklometrické funkcie
Ku goniometrickym funkcidm neexistuji inverzné funkcie, pretoze nie st prosté na svojom definicnom obore. Ked ich z(Zime na
vhodné intervaly, potom k nim inverzné funkcie utvorit mozeme. Tieto funkcie sa nazyvaju cyklometrické funkcie.
Restrikcia y = sin x zobrazujica (—7/2; m/2) — (—1; 1) je bijektivna. Inverzni funkciu nazyvame arkussinus a znac¢ime symbolom
y = arcsinz (obr. 3.1.28). Funkcia arkussinus je rasttca, neparna a zobrazuje (—1; 1) — (—m/2; 7/2).
Restrikcia y = cosx zobrazujica x € (0; ) — (—1; 1) je bijektivna. Inverzni funkciu nazyvame arkuskosinus a oznacujeme
symbolom y = arccos z (obr. 3.1.28). Funkcia arkuskosinus je klesajtca a zobrazuje (—1; 1) — (0; ).

Veta 3.1.10.
T

Pre vSetky x € (—1; 1) plati arcsinx + arccosx = 5

Restrikcia y = tg x zobrazujica (—7/2; 7/2) — R je bijektivna. Inverznt funkciu nazyvame arkustangens a oznacujeme symbolom
y = arctg x (obr. 3.1.29). Funkcia arkustangens je rastica, neparna a zobrazuje R — (—7/2; 7/2).

Restrikcia y = cotg x zobrazujica (0; m) — R je bijektivna. Inverzna funkciu nazyvame arkuskotangens a oznac¢ujeme symbolom
y = arccotg x (obr. 3.1.29). Funkcia arkuskotangens je klesajica a zobrazuje R — (0; ).

8Tiez sa nazyvaju trigonometrické funkcie.
9Cislo 7 je iracionalne a jeho hodnota je priblizne 3,141592654.
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Tab. 3.1.1: Niektoré doélezité hodnoty funkcii sinus a kosinus.

sin COS T tgx cotg x
. . tgx 1
sinz = sin 1—cos?x
V1+tg?a v/ 1+ cotg? x
5 1 cotg x
cosT = 1—sin“x Cos T
V1+tg2z 1+ cotg?x
sin V1 —cos?zx 1
tgx = = tgx
V1 —sin?z Ccos T cotg x
1—sin’z cos T 1
cotgxr = : S cotgx
sin x V1 —cos?x tgx

Tab. 3.1.2: Vztahy medzi jednotlivymi goniometrickymi funkciami.

Veta 3.1.11. -
Pre vsetky x € R plati arctgx + arccotgx = 5"

e Hyperbolické funkcie
Sinus hyperbolicky a kosinus hyperbolicky, definujeme vztahmi

et T e2:t -1 et e T e2x 1
sinhx = = , t€R, coshx = + = i , TER.
2 2e” 2 2e*

Funkcia y = sinh x zobrazuje R — R, je neparna a rasttiica. Funkcia y = cosh z zobrazuje R — (1; c0), je parna (obr. 3.1.30).
Tangens hyperbolicky a kotangens hyperbolicky definujeme vztahmi

sinh « et —e* coshx e*+e™™*
= , t€R, cotghr = — = reR —{0}.
coshz et+e ’ & sinhz er—e’ {0}

tghx =

Funkcia y = tghx zobrazuje R — (—1; 1), je neparna a rastuca. Funkcia y = cotghx zobrazuje (R — {0}) — (R — (—1; 1)), je
neparna (obr. 3.1.30).

Hyperbolické funkcie maji podobné vlastnosti ako pre goniometrické funkcie, preto s ich nazvy podobné. Na zaver uvedieme bez
ddkazov niektoré vztahy, ktoré pre ne platia.

Veta 3.1.12.
Pre vietky z € R plati:  a) sinhz + coshz = +e*?, b) cosh?x — sinh®z = 1.

Poznamka 3.1.24.
Rovnost cosh? x — sinh® x = 1 znamen4, Ze body so stiradnicami [cosh z;sinh ] leZia na hyperbole danej rovnicou y? — 22 = 1. Odtial
pochédza nazov hyperbolické funkcie.

Veta 3.1.13 (Stiétové vzorce pre hyperbolicky sinus a kosinus).
Pre vsetky x,y € R plati: a) sinh (z + y) = sinh x cosh y & cosh x sinh y,
b) cosh (x &+ y) = cosh x cosh y £ sinh z sinh .

Désledok 3.1.13.a (Vzorce pre dvojnasobny a poloviényargument).

Pre vsetky x € R plati: a) sinh 2z = 2sinh x cosh z, b) cosh 2z = sinh®z + cosh? x,
h2xr —1 h2 1
c) sinh?x = M, d) cosh?z = cosmert
2 2
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\

tgx
™ g =
sinz
™
-z arctg x
2 —1 I'CCOS T g

— A Q@
NS
NS

(SE]
(NE

a;
o 11z 1\ — —= 0 £ 7xZ —x 2 0 I\ "%
1 COS T - -
-3 -1 0 1 % / -3
—1 Y cotg x
Obr. 3.1.28: Funkcie y = arcsin x, Obr. 3.1.29: Funkcie y = arctg z,
1 = arccos . Yy = arccotg x.
Yy Yy Yy Yy
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1
T T 1 T 1 T
01 2 o 1 2 01 2 o 1 2
=il
y = sinh x y = coshx y = tghx y = cotghz

Obr. 3.1.30: Hyperbolické funkcie sinh x, cosh x, tgh x a cotgh x.

Veta 3.1.14. .

x T —1

Pre vsetky x,y € R plati: a) sinhx 4 sinhy = 2 sinh 5 Y cosh 5 J,
. . Ty T —yY

b) sinhz — sinhy = 2 cosh sinh 5

r+y r—y

c¢) coshx + coshy = 2 cosh 5 cosh 5

LTty Ty

d) coshx — coshy = 2 sinh 5 sinh 5

Veta 3.1.15 (Stiétové vzorce pre hyperbolicky tangens a kotangens).
Nech x,y € R a nech v ¢asti b) pri cotgh (x — y) navyse x#y, potom plati:

tghx + tghy 1 + cotgh x cotghy
tgh (v +y) = b tgh (x +y) =

cotgh x & cotghy

Veta 3.1.16 (Moivreov vzorec).
Pre vSetky x € R, n€ N plati (coshz + sinh x)" = cosh na £ sinh nz.

Podobne ako goniometrické funkcie, mozeme aj hyperbolické funkcie vyjadrit navzajom jednu funkciu pomocou druhej (tabulka3.1.2).
Uvedené vztahy platia pre x > 0. Pre ostatné hodnoty x sa mozu 1igif znamienkom.

e Hyperbolometrické funkcie
Funkcie sinh z, tghz a cotgh x st bijektivne na celom svojom definiénom obore, funkcia cosh z je bijektivna na intervale (0; 0o).

Inverzné funkcie k tymto funkcidm nazyvame hyperbolometrické funkcie.

Inverzna funkcia k funkcii sinh x sa nazyva argument sinusu hyperbolického a oznacuje argsinh x. Zobrazuje R — R a je rasttica
(obr. 3.1.31).

Inverzna funkcia k funkcii coshz sa nazyva argument kosinusu hyperbolického a oznacuje argcosh x. Zobrazuje (1; co) —
(0; 00) a je rasttca (obr. 3.1.31).
Funkcie argsinh z a argcosh x mozeme vyjadrit v tvare

argsinhz = In [x%—\/x?%—l}, r€R, argcoshx =In [x%—\/x?—l}, re(l; 00).

Inverzna funkcia k funkcii tgh z sa nazyva argument tangensu hyperbolického a oznacuje argtgh x. Zobrazuje (—1; 1) — R, je
rastica (obr. 3.1.32) a ma tvar

1.1 1 In(1 —In(1-
argtghx:§ln +$:ln@/ Tz _ I +x)2 n x), re(—1;1).

1—=x 1—ax
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sinh x cosh z tghz cotgh x

tgh x 1
sinhx = sinh x v cosh? z — 1 : ( (
V1 —tgh’z Veotgh?z — 1

; 1 cotgh x

coshz = V/sinh? z + 1 cosh x ( é’(
V1 —tgh’z Veotgh?z — 1
sinh x v cosh?z — 1 1
tghx = tgh x
7 V/sinh? z + 1 cosh z - cotgh x
Vsinh? z + 1 cosh x 1

sinh z i — | tgh x

Tab. 3.1.3: Vztahy medzi jednotlivymi hyperbolickymi funkciami.

cotghx = cotgh x

Yy sinhx Yy Yy Yy argcotgh x
3 & 3 argtgh « 3
2 inh 3 cosh z 2 2 cotgh x
1 argsinn r 4 1 1
X
01 2 3 4 3 0 12 01, 2 3 4
2 tgh
1 argcosh x gh T
0] 1 2 3 42

Obr. 3.1.31: Funkcie y = argsinh z, Obr. 3.1.32: Funkcie y = argtgh z,
y = argcosh x. y = argcotgh x.

Inverzna funkcia k funkcii cotghz sa nazyva argument kotangensu hyperbolického a oznacuje argcotgh x. Zobrazuje (R —
(—1;1)) — (R — {0}), na kazdom z intervalov (—oo; —1), (1; 0o) je klesajtuca (obr. 3.1.32) a ma tvar

1 1 / 1 1 1)—1 -1
argcotghyczélnacjL =In v+l _Infz+l)—Infx ),xGR—<—1;1>.

r—1 r—1 2

Ako sme uz spominali, elementarne funkcie popisuji mnohé prirodné a spolocenské zakonitosti. Na zaver uvedieme funkciu, ktora
by mohla potesit nejedno srdiecko.

Priklad 3.1.26.
Rovnica (2% + y* — 1)3 = 2%y3 uréuje dve funkcie (vid obr. 3.1.33)

Va? — /ot — 422+ 4 Va4Vt~ 4a? 4 4
Jiiy= 5 ) Jary = 9 .

Vyraz pod odmocninou vz4 — 422 + 4 sa rovna nule prave vtedy, ak plati

+1 385
T2 = —F= 193 + 3
8v/3 /55873 + 15361/1299

Kedze pre funkcie fio plati f1(0) = —1, f5(0) = 1, potom ich defini¢ny obor je interval ohrani¢eny bodmi z;s, t.j. D(fi12) =
(—1,139028165; 1,139028165). m

+ 6/55873 + 1536v'1299 ~ +1, 139028165.

Y Yy Y

N N

=l -1 =l

Obr. 3.1.33: Grafy funkcii f; o z prikladu 3.1.26.
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Cvicenia

3.1.1. Rozhodnite, ¢i st nasledujtce relacie funkciami:

a) f={lxyleR?; z+[y—1 =0}, b) f={lz; y]€e R?; [z — 1| +y = O},
c) f={lr;yler?; \ﬂf\+\y|—2,y20}, d) f={lz; yleR?; [z — 1| +[y| = 0},
e) f={[r;y|eR?; 2* +y* — 2z = 0}, f) f={[r; yJeR?; 2* + y* — 20 = —1},
g) f=A{lr;yleR*; 2* +y* — 2 = -2}, h) f={[z;y|eR?*; y*>+2y+1=0}
3.1.2. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y = f(z) zadanej predpisom:
a) y = arcsinlnz, b) y = arctgtgz, ¢) y = arcsinz !, d) y = V/sina?,
e) y = Vrsin®n, f) y = +/sin/z, g) y = y/cosy/x, h) y = Vcos 22,
i) yzﬁ, i) y:si\n/ix’ k) yzlnsing, ) y= ifi

1 11—z 2 T —2
m)y:\/ﬁ’ n)y:ln1+x, O)HZW, p) y= 4
q) y=+sinz+1, r) y=Inlnlnz, s) y=+Intgx, t) y=+/|r|—x,

2

u)yz,/i—_ﬁ_i, V)yzlj-x’ W)y:hla:i—l—l’ X)y:lnii—g.
3.1.3. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y = f(z) zadanej predpisom:

a) y=+/1—tg2x, b) y=In(z* —4), ¢) y=In(zr—2)+In(z+2),

d) y = +/sinzcos, e) y = Vsinz\/cosz, f) y=+Insinz + vIncosz,

g) y = arccos (2sinx), h) y=1In|l — x|, i) y=1In|z? — 2z — 6],

j) y=1In(e* —e™®), k) y=In(1—tgx), 1) y=1In(2cosz —/3),

m) y = arcsinsinz, n) y = arcsincos, 0) y=+4—x+V2+u,

p) y = sinarcsinz, q) y = sinarccosz, ) Y = COSarccos z,

s) ¥y =2—-z, t) y =3z — 5, w) y=vVaA+taz+/—z
3.1.4. Urcte prirodzeny definiény obor funkcie y = f(z) zadanej predpisom:

a) y = arcsin - 1, b) y = arccos 20 , ¢c) y=In M,

2 1+ r+1

d) y:arcsinlog%, e) y:ﬁ, f) y:%/%,

. 10z V2er —1 _ r—1 r+1
g)y:arcsmm, h)y:m, 1)y:\/ . —\/ —
j)yzﬂ k)y:arccosl_ex l)y:;

14sinz’ 2 Vithne -1
In(2x — 3 T —
m) y:sinln3x+1, n) y:%, 0) y:arctgx—ﬂ,
o 1—a3 1 )
p) y = arcsin T q) y= m, r) y = arcsin .
3.1.5. Zostrojte graf funkcie y = f(z) zadanej predpisom:
a) y=|sin’z], b) y = |cos? x|, ¢) y=sin(z + 1), d) y=|z|—|z—1],
e) y = arcsin 3z, f) y = sin 3z, g) y = 3sinz, h) y = max {x, 2%},
i) y=el®l i) y=le"], k) y = [Inxz], 1) y=arcsinz + 1,
m) y-x—i—smx n) y=asinz, 0) y=2a*+sinz, p) y = arcsin (z+1),
q) y=ax’sinz, r) y=a’sinz, s) y = |sinz], t) y=|v+|z|+1],
sma: 4 r+1 1
w) y= VY=o W V=T R TEN )
3.1.6. ZostrOJte graf parametricky zadanej funkcie y = f(x) a urcte jej explictny tvar.
a) r=1—t,y=t,te(—o0; ), b) z=t,y=1* te(—o0; ),
c) z=1—-t* y=1* te(—o0; 00), d) =1t y=13 te(—o00; 00),
e) x =2cost, y =sint, t€(0; 2n), f) @ =2cost, y =sint, te(0; m),
g) x=t—t* y=1>—1t3 te(—o00; ), h) z = cos?t, y =sin?t, te(0; 2n),

1 2
i) x= ﬁ,y:\/li—twteﬁ j) = ljtg,y—litg,tER—{—l}.
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3.1.7. Zistite, ¢i sa rovnaju funkcie f a g, ak plati:
1 T x
2) f@)= 1, gla) = 5, b) () =1, g(x) = *, Q) f@) = 2, gla) = (VB
3.1.8. Ktoré z funkcii f: y = L RTIES L h: ! 1 ja?
.1.8. Ktoré z uncuf.y—m,g.y—m, .y—;—ijlsarovnaJu.
3.1.9. Dokéazte, Ze ak su funkcie f, g parne, resp. neparne, potom su funkcie fg, f/g, g/f (pokial st definované) parne.
3.1.10. Dokéazte, Ze ak je funkcia f parna a g neparna, potom su funkcie fg, f/g, g/f (pokial s definované) neparne.
3.1.11. Rozhodnite, ¢i je funkcia y = f(x) parna alebo neparna.
a) y = 2% +sinz? b) y = cos (1 — z), c) y—xcoshx d) y =sinz + cosz
e) y—wlnkv\ f) y—x—w?’ g y=x—a% h) y = x(z) —x*(2),
i) y=|r|z” i) y=a®+|z|, k) y=x+sinz, ) y=|z|+cosz,
) 2—:16 ) sinh x ) 2 27F ) 2" — 277
m n 0 —_— =
YT Y= Sinz v= 2 P}y 2 7
AR D Ly " NELT
V=07 VYTt T AT YT
) e’ —1 ) 1 ) sin ) xr+tghx
u) y=—— V) y= ——— w) Yy = X) y=—>—.
Y= e Y 9 cosia 4 x Y= 3 2cosa

3.1.12. Nech y = f(z) je lubovolna funkcia definovana na intervale (—k; k), kde k€ R, k > 0. Dokazte, ze funkcia f(z) + f(—z) je
parna a funkcia f(x) — f(—x) je neparna na intervale (—k; k).

3.1.13. Rozlozte funkciu y = f() na stcet parnej a neparnej funkcie.

a) y=u+1, b) y =+ |zl c) y=a*+]zl, d) y=a*+uz,
e) y=x(z), f) y=e", g) y=(x+1)71, h) y=2a?—2z+1,
i) y=a—|z], i) y=x+|z], k) y=(-1)l==U ) y=|z]+ |z

3.1.14. Doplitte definiciu funkcie y = f(x) tak, aby bola parna, resp. neparna.
a) y=xz—1, x>0, b) y=|x—1], 2z >0,
d) y=(x+1)7' x>0, e) y=x+ |x], x >0,

c) y=+vr+1, x>0,

f) y=2>—x,2>0.

3.1.15. Je funkcia y = f(x) periodickd? Ak &no, urcte jej primitivnu periédu:
a) y = [sinz, b) y = sina?,
e) Yy=x— LxJJ

f) y=[x()],

¢) y =sin’u, d) y
g) v =x(lz]), h) y=(-1)l.

3.1.16. Je funkcia y = f(x) periodickd? Ak &no, urcte jej primitivnu periédu:

a) y =sinz + cosz, b) y =sinz + tgx, c) y=sgn(x— |z]),

)
d) y =sinz + cos 2z, e) y = arcsinsinz, f) y = cosxz — 3sindx,
g) y=In|sinz + cos x|, h) y = 23fsin2e, i) y = zarccosz,
14+ (—1)l=! 3le) 4 (—3)le! 1+ (—2)l=
i)y = W, k) y= T l)yT

3.1.17. Zostrojte funkciu y = f(x) s primitivnou periédou p = 1, ak plati:
a) y =12 1€ (0; 1), b) y=a2 re(1;2) &) y= VE 1€(3; 4)

3.1.18. Zostrojte periodickt funkciu y = f(z), D(f) C R s primitivnou periédou p a nadrtnite jej graf tak, aby funkcia f(z) bola:
a) Parna, rastiica na intervale (3;4), p=4a f(1) =

b) Péarna, rasttica na intervale (1; 2) a klesajica na intervale (6; 8).

c) Neparna, rastica na intervale (1; 4) a klesajica na intervale (7; 9).
d) Nepérna, p=06, f(z) =9 —x pre x € (7; 9) a interval (0; 1) & D(f).
e) Nepérna, p=06, f(zr) =9 —x pre x € (7; 9) a interval (0; 1)¢ D(f).
f) Parna, p =38, f(z) =3 — 2 pre x€(0; 3) a interval (3; 4) ¢ D(f).

3.1.19. Nech st funkcie f, g periodické s primitivnou periédou p#0. Dokazte, ze funkcie f + g, fg, /g, g/f (pokial st definované) st
periodické.
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3.1.20. N4jdite intervaly, na ktorych je funkcia y = f(x) monoténna:

a) y=|v7"], b) y = (2* — ), c) y =272 d) y =22tk
e) y=12%—3x+2, f) y=a*— 322+ 2, g) y=ux— |zl h) y=In’z —Inz,
i) y=2-— 3z, j) y=a%—u, k) y=+2— 3z, ) y=|z+3]—|zl,
m) y=ux— [z], n) y=|z+1|, o) y=xz+ |z, p)y—:c+x/:c—
x xr+2 NG I + 3z
_ —_ V- t) y = .
a y=-_——3 ) y=-——s, s) Y T+ v )y P

3.1.21. Zistite, ¢i je funkcia y = f(z), z € D(f) ohranifend zhora alebo zdola a uréte jej suprémum a infimum, pripadne maximum a
minimum, ak existuje.

a) y=(1+2?)7" 2€(0; 00), b) y=(1+a*)~" 2€R,
c) y=1+2*)"1 ze(-1;1), d) y=1-3x,2€(0;5),
e) y=a°—4r+5 r€R, f) y=a>—4x+5, z€(3;6).
3.1.22. Najdite maximum a minimum funkcie y = f(z) zadanej predpisom:
a) y=a2—3r+1, b) y=a%—3x+1, c) y=az*+ |zl d) y=2%—|z,
e) y=sin’u, f) y =sinz?, g) y=2+sinz, h) y =sin(z +1).

3.1.23. Nech f: y =, g: y=1—2% h: y =sinz. Urcte funkcie f(g), g(f), f(h), h(f), g(h), h(g), flg(h)], fIR(9)], gLf(R)], glh(f)],
hlf(9)]; hlg(f)].

3.1.24. Najdite funkcie f + g, fg, /g, f(9), 9(f), F(f), 9(g), ak:

a) f(x)=2x, g(z)=4—ux, b) f(x)=2*+2+1, g(x) =2*—1,
¢) f(z)=Inz, g(z)=+/1—|z], d) f(x) =Inz, g(z) = sinhz,

e) f(z) = argsinhz, g(r) = coshz, f) f(z) =22 g(x) =V,

g) f(z)=(z+1)% g(x) = v, f) f(z) =a? g(z) = z],

B) fl) =2+ 2], g(x) = 2* -, D) f@)=vae+2g9(z)=(+2)"

3.1.25. N4jdite funkcie |g|, f + g, 9% f9g, [/g, f(9), g(f), f(f), g(g) a ich defini¢né obory, ak f(zr) = z pre z < 0 a f(x) = 22 pre
x > 0 a plati:

(1 pre x < 0, N pre x < 0,
a) g(x)—{x2+17 pre x > 0, b) g(x)_{x—i—l, pre x > 0.

3.1.26. Najdite zlozené funkcie fo = f(f), fs = f(f(f)), .., fu=f(f(f--- f(f))), ak funkcia f; = f je definované predpisom:

a) flz)=1+uz, b) f(z)=1-uz, ) f(x)zlzx’ d) f(x)zlf-x

) f@) =1 ) S =1 9 )=, h) fle) = —,

) £ =5 ) )= ) fla) = —. ) fla) =
3.1.27. Nech je dand funkcia y = f(z). Najdite vietky z € R tak, aby platilo:

a)yzifiél, b)yZ(ii;zl C)y=ﬂ<l-

1
3.1.28. Nech f: y =1n 1 e

€(—1; 1). Dokéite, 7e f(z1) + f(x2) = f (M)

1+ T1X2

3.1.29. Nech st funkcie f, g elementérne a nech pre vsetky « € D(f) plati f(x) > 0. Dokazte, Ze funkcia f9 je elementarna. [Navod:
F(2)9@) = o) f(@) |

3.1.30. N4ajdite inverznu funkciu k funkcii y = f(x) zadanej predpisom:

a) y=a?—1,2€(2;5), b) y==x/(x +3), re R — {3},
¢) y=ux*—8zx+16,x€(4;5), d) y=sin(3z —1), |3z — 1| < /2,
e) y=Inyvz —1,z€(1; o0), f) y=In(y/x—1), z€(1; c0).
3.1.31. N4jdite defini¢ny obor a obor hodnét funkcie y = f(z) tak, aby bola prosta. Potom k nej uréte inverznt funkciu y = f~(x).
a) y=1+2tguz, b) y = arcsinsinz, c) y=+1+sinz, d) y = arccose”,
e) y=Incosz, f) y=el"*" -1, g) y=In(1+e"), h) y=e""1 -1,
i) y=|z|(-1), ) y=2*-22-1, k) y=a'—1, D y=Vlz+1],
r—1 1 —cosx . T 1-27
m) y= 5 3y’ n) A S 0) y:,/arcsmg, p) y= T

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 93 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/




3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

3.1.32. Najdite definiény obor a obor hodnodt funkcie y = f(x) tak, aby bola prosta. Potom k nej uréte inverznt funkciu y = f~(x).

a) y=1In(z? — 5z +6), b) y=1+ 1+ e, ¢) y =1+ arccos (2z — 1),
[z, prex <0, _{a:, pre x < 0, _{xQ, pre z < 0,
d)y_{Qa:, pre x > 0, ¢) y= VvV, pre x>0, f) y= x, prex > 0.

3.1.33. Dokéazte vztahy pre goniometrické funkcie z tabulky 3.1.2.

3.1.34. Dokéazte vztahy pre hyperbolické funkcie z tabulky 3.1.3.

3.2 Limita funkcie

Pri vySetrovani funkcie je doélezité charakterizovat jej lokalne vlastnosti, t.j. jej chovanie v okoliach danych bodov. Zaujimaji nas
napriklad hodnoty funkcie v okoli bodu, v ktorom nie je definovana.

Priklad 3.2.1.
Uvazujme funkciu f(z) = (2* —4)/(x — 2), € R — {2}. Pre vSetky z € R, x#2 plati
-4 (z—2)(z+2)
p— p— p— 2'
/() T —2 T — 2 T
Je zrejmé, 7e ak sa argument = bude blizif k ¢islu 2, potom sa funkénd hodnota f(x) bude blizit k ¢islu 2 + 2 = 4. To znamen4, ze ak

bude nejakd postupnost argumentov {z,} -, — 2, potom bude prislusna postupnost funkénych hodnét {f(z,)}.—, — 4. =

Vsimnime si, Ze funkcia f nemusi byt definovana v bode, v okoli ktorého ju skimame. V kazdom pripade je tento bod hromadnym
bodom D(f). Ak to zhrnieme, zaujima nés ako sa sprava hodnota zéavislej premennej f(x) v pripade, ze x — a.

Nech a € R* je hromadny bod definiéného oboru funkcie f a nech {x,} -, — a je lubovolnd postupnost, taka ze z, € D(f), v, #a
pre vSetky ne N. Potom skimame hodnotu be R* (pokial existuje), pre ktort plati { f(z,)} -,

Hovorime, 7e funkcia y = f(z) ma v bode a € R* limitu rovnt b € R* (limita funkcie f v bode a sa rovna bodu b)! a
oznacujeme 91313(11 f(z) = b, ak:

— b.

a) Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
b) Pre vSetky {z,} -, C D(f) — {a} také, ze {x,} ~, — a, plati {f(z,)} —, — b

n=1
[e.e]
n=1"

(t.j. pre vsetky {z,} rn € D(f), v, #a také, ze lim x,, = a, plati lim f(z,) = b).

Ak a € R, potom hovorime o limite vo vlastnom bode a. Ak a = +00, potom hovorime o limite v nevlastnom bode a. Ak
be R, potom hovorime o vlastnej limite a ak b = +00, hovorime o nevlastnej limite.

Poznamka 3.2.1.

Pretoze a je hromadny bod mnoziny D(f), potom existuje (veta 2.3.5) aspoil jedna postupnost {x,} -, taka, Ze pre vSetky n€ N plati
r, € D(f), ,#a, lim x, = a.

Z definicie vyplyva, Ze pre kazdt postupnost {z,} -, — a plati lim f(z,) = lim f(z).

Z definicie jednoznacnosti limity postupnosti vyplyva jednoznac¢nost limity funkcie f v danom bode a.

Priklad 3.2.2.

Vypoditajte lir% X(z), kde x(x) =1 pre z€@, x(x) =0 pre x ¢ Q.

Riesenie.

Je zrejmé, ze bod 0 je hromadnym bodom mnoziny D(y) = R.

Uvazujme postupnosti {1/n} >, — 0, {\/Q/n}zozl — 0. Pre vsetky n€ N plati

ten. 140 (3) =1 Lenpy @éo,x(ﬂ):o

n "n n

Potom lim x(x) neexistuje, pretoze

z—0

1 2
limx(—):limlzl, limx<£>:lim020.l
n—oo n n—oo n—oo n n—oo

10T4t0 definicia sa nazyva definicia limity funkcie v zmysle Heineho, resp. Heineho definicia limity funkcie v bode a.
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3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

Priklad 3.2.3.
Vypocitajte lim ¢, kde ce R, a € R*.

Riesenie.
Oznacme f: y = c. Je zrejmé, ze a € R* je hromadnym bodom D(f) = R.
Nech {z,} >, C R — {a} je lubovolna postupnost taki, ze lim z, = a. Potom plati

n—~0o0

lim f(xz,)=limc=¢, tj. limf(z)=limc=rc. m
n—o0 n—o0 r—a r—a

Priklad 3.2.4.
Nech f: y = 22. Vypocitajte lim f(x) = lim 2%, kde a € R*.

r—a
Riesenie.
Kazdy bod = a€ R* je hromadnym bodom mnoziny D(f) = R.
Nech {x,}. >, C R — {a} je lubovolna postupnost takd, ze lim x, = a. Potom plati

n—~0o0

{a2, pre a€R,

. . 2 . .
lim f(z,) = lim z; = lim =, lim z, =a-a= 00, pre a = 400,

n—oo n—~o0 n—~0o0 n—oo

7 toho vyplyva, Ze pre a € R plati lim 2* = a* a pre a = +oo plati lirin 22 =00. W
Tr—a Tr— OO

Priklad 3.2.5.

Vypocitajte lim cos —.
z—0 €x

RieSenie.

Ozna¢me f: y = cosx . Je zrejmé, Ze bod 0 je hromadny bod mnoziny D(f) = R — {0}.

Uvazujme postupnosti {a,} >~ = {(2n7)7'}2, — 0, {8}, = {(m+2n7m)"1} 7, — 0. Pre vietky n € N plati a,, #0, 3, #0 a tiez
pre vsetky ne N plati

flan) = f ((2n7r)_1) =cos(2nm) =1, [f(B.) =/f ((7T + 2n7r)_1) = cos (7 + 2n7w) = —1

Z toho vyplyva, 7e lim f(a,) =1 lim f(3,) = —1, t.j. lim cos 2! neexistuje. m
n—00 n—00 z—0

3.2.1 Zakladné vlastnosti

Z definicie je zrejmé, Ze limita funkcie je lokdlna zéleZitost v nejakom okoli bodu a € R* na jednej strane a v nejakom okoli bodu
b€ R* na strane druhej. Ak O(a), O(b) st Tubovolné okolia, potom na zéklade vety 2.3.2 existuju indexy n,,n, € N také, Ze pre vSetky
neN, n > n, plati z,, € O(a) — {a} a pre vSetky n€ N, n > n, plati f(x,)€O(b).

Preto je prirodzené charakterizovat limitu funkcie v bode a pomocou prstencovych okoli P(a) a okoli O(b).!! Tento vztah vyjadruje
nasledujtca veta.

Veta 3.2.1.
Funkcia f ma v bode a€ R* limitu rovnt b€ R* prave vtedy, ak:

a) Bod a je hromadnym bodom mnoziny D(f).
b) Pre kazdé okolie O(b) existuje okolie P(a) také, Ze pre vSetky x € P(a) N D(f) plati f(xz) € O(b).

Dokaz.

NP_.: Sporom. Nech O(b) je lubovolné okolie bodu b.

Potom pre kazdé P(a) existuje x € P(a) N D(f), pre ktoré plati f(z) ¢ O(b).

Nech a € R. Pre kazdé n € N ozna¢me P,(a) prstencové okolie s polomerom 1/n. V kazdom z tychto okoli existuje z,, € P,(a) N D(f)
tak, ze f(x,)¢ O(b). Je zrejmé, Ze lim x, = a a z definicie limity vyplyva, ze lim f(z,) = 0.

Lenze z konstrukcie postupnosti {x,} -, vyplyva, ze ak lim f(z,) existuje, potom urcite nepatri do O(b), t.j. sa nerovna bodu b. To
je spor.

Pre a = 00 je dokaz analogicky.

PP.: Nech {z,},_, C D(f) —{a}, lim 2, = a a nech O(b) je lubovolné okolie bodu b.

Potom existuje okolie P(a) také, ze pre vSetky x € P(a) N D(f) plati f(x) € O(b). Z definicie limity postupnosti {z,} ~, vyplyva, Ze
existuje index ng € N taky, ze pre vietky n€ N, n > ng plati x, € P(a) N D(f).

Z toho vyplyva, Ze pre vsetky n€ N, n > ng plati f(z,,) €O(b), t.j. lim f(z,) =0.m

11V literattre sa limita funkcie v danom bode ¢asto definuje pomocou okoli a definicia pomocou postupnosti sa uvaddza ako ekvivalentnd definicia.
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Poznamka 3.2.2.
Ak oznac¢ime ¢, ¢ polomery okoli O(a), O(b), mdzeme tvrdenie b) symbolicky zapisat:

lim f(z) =0, a,be R < YO.(b) 30s(a)Vxe D(f): x€Os(a),z#a = f(x)€O.(b),
——— N

Tr—a

Ve>0 36>0 0<|z—al< § [f(z)—bl<e
lim f(x) =b, bDER & ve>0 36cR s<x |f(x)—bl<e,
r—00
lim f(z)=05b, bER < ve>0 3seR ) |f(z)—b|<e,
T——00
lim f(z) =00, aER < veeR  36>0 0<|z—a|<§ 5<f(z),
r—a
lim f(z) = —00, a€ER & veeR  36>0 0<|z—al< s fz)<s.
r—a
Veta 3.2.2.
Ak mé funkcia f v bode a € R* kone¢nu limitu, potom existuje prstencové okolie P(a), v ktorom je ohranicené (obr. 3.2.35).
Dokaz.

Nech lim f(z) = b€ R a nech O(b) je Iubovolné okolie. Potom (veta 3.2.1) existuje P(a) také, ze pre vSetky x € P(a) N D(f) plati

Tr—a

f(z)€O(b), t.j. v ktorom je f ohranicena. m

Yy Y i)
oo o |Jre@
b ................................................ f(x)
[

f v

a ap — a X
P(a) P(a)
Obr. 3.2.34: Veta 3.2.1. Obr. 3.2.35: Veta 3.2.2.

Nasledujtice vety reprezentuji zakladné vlastnosti limit funkcii. Tieto tvrdenia vyplyvaju z definicie a z analogickych vlastnosti
limit postupnosti. Uvadzame ich bez dékazov.

Veta 3.2.3.

Nech a € R* je hromadny bod mnozin D(f), D(g). Nech P(a) je prstencové okolie také, ze P(a) N D(f) = P(a) N D(g) a nech pre
vietky z € P(a) plati f(z) = g(x).

Potom lim f(x) existuje prave vtedy, ak existuje lim g(x) a plati lim f(z) = lim g(z).

r—a r—a r—a

Priklad 3.2.6. 02 ;
Dokazte, ze lim TS D.
z—1 rz—1
Riesenie.
Tvrdenie vyplyva z predchadzajicej vety, pretoze pre vSetky x€ R — {1} plati
2042 -3  (z—1)(2z+3)
r—1 N r—1

=2z + 3, lini(2x+3):5.

Pri praktickom vypocte sa veta 3.2.3 neuvadza:

2% 41— 3 )2 +3
lim 25 T2 =8, BT V@EEY) 03 =5 m
r—1 1‘—1 r—1 1‘—1 r—1

Poznamka 3.2.3.
A ako dokazuje nasledujuici priklad, podmienka P(a) N D(f) = P(a) N D(g) v predpokladoch vety 3.2.3 je ddlezitd a nemodZeme ju
vynechat.

Priklad 3.2.7.

Uvazujme funkciu y = f(z) = 1, z€Q a Dirichletovu funkciu y = y(z), z € R.

Bod 0 je hromadnym bodom mnozin D(f) = @, D(x) = R. Pre kazdé prstencové okolie P(0) a pre vSetky = € P(0) N D(f) plati
f(z) =x(z) = 1.

Lenze limita lim f(z) =1 a lir% X(x) neexistuje. m
T—

z—0

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 96 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

Veta 3.2.4.

Nech a € R* je hromadny bod mnozin D(f), D(g). Nech P(a) je prstencové okolie také, ze P(a) N D(f) = P(a) N D(g) a nech pre
vietky x € P(a) plati f(z) < g(x).

Potom (pokial existuji) plati }1_}115 flz) < }LH{IL g(x).

Désledok 3.2.4.a (Veta o zovreti).

Nech a€ R* je hromadny bod D(f), D(g), D(h). Nech P(a) je prstencové okolie také, ze P(a) N D(f) = P(a) N D(g) = P(a) N D(h) a
pre vsetky x € P(a) plati h(z) < f(z) < g(2).

Ak ilLI(ll h(z) = ilircll g(x) = b, be R*, potom existuje }E}l f(z) =0.

Désledok 3.2.4.b.
Nech a € R* je hromadny bod D(f), D(g). Nech je f ohrani¢end v nejakom prstencovom okoli P(a) a nech lim g(z) = 0, potom

tim [£(z) - g(x)] = 0. e

Y P(a) Yy P(a) (;
7
b > ﬂ—/< \ Lg
b o
a z a T
Obr. 3.2.36: Veta 3.2.3. Obr. 3.2.37: Dosledok 3.2.4.a.
Priklad 3.2.8.
Dokaite, 7e lim o — 0.
r—o00 I

Riesenie.
Oznacme f: y = sinz/x, potom oo je hromadny bod mnoziny D(f) = R — {0}.
KedZe pre vsetky x € R plati —1 < sinx < 1, potom pre vSetky x > 0 plati
1 i 1 1 i 1
<M 2 45 0= — lim = < lim 2E < lim = = 0.

T X X T—00 U r—0oo T T—00 T

Iné riesenie.
Funkcia y = sinz/x sa d4 zapisat ako stcin funkcii f: y =sinz, g: y =271
sin

=0.m

Funkcia f je ohrani¢ens a lim g(x) = lim 2~ ' = 0. Z toho vyplyva lim

T—00 T

Poznamka 3.2.4.
Ak vo vete 3.2.4 nahradime predpoklad f(z) < g(x) predpokladom f(x) < g¢(z), tvrdenie vety lim f(z) < lim g(z) sa nezmeni

(priklad 3.2.9). z—a x

Priklad 3.2.9.
Uvazujme funkcie f: y=0,z€Rag: y=2"', veR - {0}.
Bod oo je hromadnym bodom mnozin D(f), D(g) a pre vSetky x > 0 plati

0=f(z) <g(x)=—, ale lim 0= lim f(z) = lim g(z) = lim ! =0.m

r—00 r—00 T—00 r—00 U

K=

Veta 3.2.5.

Ak a€ R* je hromadny bod D(f), potom: lim f(z) =0 <= lim |f(z)| = 0.
Désledok 3.2.5.a.

Ak a€ R* je hromadny bod D(f), b€ R, potom: lim f(z) =b <= lim|f(z) — b =0.

r—a r—a

Priklad 3.2.10.
sinz _

Dokazte, ze lim
x—0

Riesenie.
Bod 0 je hromadny bod defini¢ného oboru funkcie y = sinz/z, x€ R — {0}.
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Pre vSetky € (0; m/2) plati
sin x x tgx 1
< < =

0O<sinzx<z<tgr, tj 1=-— - - =
sinx sinz sinx  CoOST

a pre vietky z € (—7/2; 0) plati

. . sin x T tgx 1
tgr <x <sinx <0, tj 1=-— < = < = = .
sinz sinx sinx  cosx

Z uvedenych vztahov pre vSetky x € (—n/2; 7/2), ©#0 vyplyva
sin x sin x . sinz

<1, tj. 1=Ilimcosz <lim <1, t.j. lim
x z—0 z—0 X x—0

0<cosz < =1.m

Veta 3.2.6.
Nech a € R* je hromadny bod mnoziny D(f) a nech existuje prstencové okolie P(a) také, Ze pre vsetky x € P(a) N D(f) plati f(x) > 0,
[resp. f(x) < 0]. Potom plati

1 1
lim f(z) =0 <= lim —— = oo, resp. lim f(z) =0 < lim —— = —

z—a z—a f(I) r—a r—a f(I)

Priklad 3.2.11.
Ozna¢me f: y =z, z€ R. Bod 0 je hromadny bod D(f) a plati lin}) f(z) =limz =0.

z—0

Postupnosti {n~1},~, {—n"'} 7 konverguji k bodu 0 a plati pre ne

1
lim — = lim n = oo, lim = lim (—n) = —c0.
n—oo 77,*1 n—o0 n—o0 —nfl n—o0
1
Z toho vyplyva, ze lim —— = lim — neexistuje. m
x—0 (.’E) x—0

Veta 3.2.7.
Nech a € R* je hromadny bod mnoziny D(f) N D(g) a nech lim f(z) < lim g(x).

Potom existuje P(a) také, ze pre vSetky z€ P(a) N D(f) N D(g) plati f(z) < g(x).
Désledok 3.2.7.a.

Nech a€ R* je hromadny bod mnoziny D(f) a nech lim f(x) > 0, [resp. lim f(z) < 0].
Potom existuje P(a) také, ze pre vSetky xz € P(a) N D(f) plati f(x) > 0 [resp. f(z) < 0].

Veta 3.2.8 (O limite zloZenej funkcie).
Nech pre funkcie f, g plati H(f) C D(g) a nech pre body a,b, c€ R* plati

lim f(x) = b, lirri g(u) =c, g(b) = c.
Potom pre zlozenu funkciu F' = g(f) plati

lim F(x) = lim g(f(z)) = }}H})g(u) =g (lim f(x)) =c.

r—a r—a

Dokaz.
Z predpokladov je zrejmé, ze bod a je tieZz hromadnym bodom mnoziny D(F).
Z existencie lim f(x) a existencie lirr}) g(u) vyplyva:

Pre vetky {z,} -, C D(f) — {a} také, ze lim z, = a, plati lim f(z,)="0.
Pre vsetky {u,} -, C D(g) — {b} také, ze lim w, = b, plati lim g(u,) = c.

Potom pre vSetky postupnosti {x,} -, C D(f) — {a} také, ze lim x, = a, plati
n—oo

lim f(z,) =0, tj. lim F(z,)= lim g(f(z,)) = lim g(b) = c. =

n—oo n—~o0

Poznamka 3.2.5.
Ak pri vypocte limity zlozenej funkcie F' = g(f) v bode a polozime v = f(x), potom hovorime, ze vykondvame substitiaciu u = f(z).
Ak pri vypocte lim f(x) polozime x = h + a, potom plati lim f(z) = }hH(l) f(h+a).
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Priklad 32.2.12.

-1 21 —1 1
a) lim In —In |lim © } =In {Iim (r= D+ )] =In [lim (1’+1)] =1In2.
r—1 [L‘—l x—1 1 — r—1 ;E—l r—1
b) 1m78m(x_2): {x_sz}:hmsinzzli.
z—2 r — 2 z—0 z—0 Zz

Priklad 3.2.13.

r—1
Vypocitajte lini Ve

Vr—1
Riesenie.
Zo vzorca a™ — 0" = (a — b)(a" 0+ a"2b + - - - + ab" 2 + b" 1) vyplyva

lim

- = lim —%— = lim = lim
o1 Jr—1  a—1 (%)2_1 1 (\6/5_1) [/r+1] 11 Vr+1
Ak pouZijeme substitiiciu z = ¥/, t.j. x = 25, potom je riesenie prehladnejsie

o oVr=1 o VES—-1 0 A1 (=1)(ZP+2+1) . 224zl
lim = lim = lim = lim = lim ——— =
=l Yr—1 o161 =122—1 =1 (2-1)(2+1) =1 z+1

Veta 3.2.9.
Nech a € R* je hromadny bod mnoziny D(f) N D(g), nech r € R a nech existuju limity

lim f(z) =be R, lim g(z) =c € R".

r—a

Ak maju prislusné vyrazy v R* zmysel, potom existuju nasledujice limity a plati:

Vil _ ()1 (VD) [VERE] g g

3

5.

2) lim [ f(2)] = [tim f(z)| = b b) lim [ f(2)£g(x)| =lim f(z)+1im g(x) = bk,
¢) lim |7 f(2)| =rlim f(z)=rb, d) lim | f(2) glx)| = lim f(2) lim g(z) = be,

N S S ORI TA
°) ilLI}l g(z) liin g(x) ¢’ £ ilLI}l g(z) liin g(x) ¢

Poznamka 3.2.6.

Ak niektory z danych vyrazov nemd zmysel, nemusi to znamenat, %e limita neexistuje. V tomto pripade ju musime vypocitat inym

sposobom, napr. vhodnou tpravou vyrazu.

Priklad 3.2.14.

Vypocitajte lim [\/ 2+ 1— :1:] .
Tr—00

RiesSenie.

Vetu 3.2.9 nemdzeme pouzit priamo, pretoze lim 22 + 1 = lim z = co. Ale plati

T—00 T—00

/.2 1 2 1_ 2
lim [\/x2+1—x]:lim [\/x2+1—x] Tt —HE:I' v A

—_— = lim ————
@—00 @—00 Vz4+ 14z z=e 24+ 1+4x
li ! ! 1 0.m
= lim = =—=0
z—oo /2 + 1412 O0O+00 00
Priklad 3.2.15.
Nech a€ R, a > 0. Vypocitajte lim a®.
Tr— 00
Riesenie.
Ak a > 1, potom a® — 0. Ak a = 1, potom a” = 1. Ak a€(0; 1), potom a” — 0.
0, preac(0;1),
Ak to zhrnieme, potom lim ¢ =< 1, prea =1,
Tr—00
00, preac(l; oco).m
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3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

3.2.2 Limita vzhladom na mnoZinu a jednostranné limity

Limitu funkcie f v bode a € R* (v hromadnom bode defini¢ného oboru funkcie f) sme definovali v nejakom prstencovom okoli
P(a), resp. na mnozine P(a) N D(f). Ako ukazuje nasledujuici priklad, moze sa staf, Ze limita funkcie f v danom bode a neexistuje, ale
existuje v bode a limita zzenia funkcie f na nejaka konkrétnu podmnozinu A C D(f). Preto mé zmysel definovat limitu vzhladom na
mnozinu.

Priklad 3.2.16.
a) Uvazujme Dirichletovu funkciu x a jej ztzenie f = x|g: y =1, z€Q.
Je zrejmé, ze liII(l) f(z) =1, aj ked lir% X () neexistuje (priklad 3.2.2).

1, prex€(—o0;0),

2, pre z€(0; 00), neexistuje (obr. 3.2.38).

b) Limita lim f(2), kde f(z) = {

Ale ak oznacime g = f|(—o0;0), M = f|(0;00), POtOmM ili%g(x) =1la iliI(l)h([B) =2. .
Hovorime, Ze funkcia f ma v bode a € R* limitu rovni b € R* vzhladom na mnoZinu A C D(f), ak m4 v bode a limitu
rovnua b jej zizenie f|4.
Oznacujeme ju lim f(z), resp. lim f(z), z€ A, t.j. lim f(x) = lim f|a(z) = 0.
2€A e 2€A e
Priamo z predchadzajtcej definicie a z definicie limity funkcie v danom bode vyplyva nasledujtce tvrdenie.

Veta 3.2.10.
Limita lim f(x) = b préve vtedy, ak pre kazdi mnozinu A C D(f) plati lim f(z) = b.

z€EA

Priklad 3.2.17.
Aj ked lim sinz neexistuje, existuju napriklad limity

r—00

lim sine =0, x€{kr; k€Z}, limsinzx=1, ze{n/2+2kr;keZ}. m

T—00

Limitu funkcie f v bode a € R* vzhladom na mnozinu D(f) N (—oo; a) [resp. na mnozinu D(f) N (a; 00)] nazyvame limita zlava
[resp. sprava] funkcie f v bode a a oznacujeme lim f(x) [resp. lim f(z)].

Limitu zlava a limitu sprava funkcie f v bode a sihrnne nazyvame jednostranné limity funkcie [ v bode a. V tomto zmysle
limitu funkcie f v bode a nazyvame obojstranna limita funkcie [ v bode «a.

)
2 Y b= fliosen g — ‘limi f(z) = by
ngl(—oo;O) 1 bl hm f(w) :bl
f T—a~
0 z — a T
Obr. 3.2.38: Funkcia z prikladu 3.2.16. Obr. 3.2.39: Jednostranné limity.

Poznamka 3.2.7.
Na obrazku 3.2.39 je znézorneny graf funkcie f, ktord nemd limitu v bode a, ale ma jednostranné limity lim f(z) =0y, lim f(z) = by,

T—a— r—at

pricom by # bs.
Priamo z definicie obojstrannej a jednostrannjch limit vyplyva nasledujtica veta.

Veta 3.2.11.
Nech a € R je hromadnym bodom D(f). Potom limita funkcie f v bode a existuje prave vtedy, ak existuji jednostranné limity funkcie
f v bode a a rovnaju sa. T.j. plati

lim f(z) =b < lim f(z)= lim f(x)=0.

r—a r—a .’L‘—’(J/Jr
Priklail 3.2.18. 1
a) lim — neexistuje, ale existuju jednostranné limity lim — = —oo, lim — = co.
z—0 X z—0~ T z—0tT T
b) lim tgx = oo, lim+ tgr = —o0, lirf arctgx = j:g (obr. 3.1.26, 3.1.29). m
=3 T—% T—L00
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3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

Priklad 3.2.19. )
Vypoditajte lir% (14 az)=, kde a € R.

Riesenie.

Pre jednostranné limity plati:

Pre z > 0 plati lim+(1+ax)% = {Zzl/x} — lim <1+2) — lim <1+2) — e,
z—0

Pre = < plati

lim (1+az): = {jj 1_/;} = lim (1+i)_z — lim [(1—9)2 }_1 — (el =l

z—0~

=

Potom (veta 3.2.11) plati hH(l)(l +az)r = lim (1+az)r = lim (1+ az)

z—0~ z—0t

Prillclad 3.%.20.
im P 1) = In [lim (z+1)
xz—0 x z—0 z—0

8=

}:lnelzl. ]

3.2.3 Asymptotické vlastnosti

Nech a € R* a nech f, g st definované v nejakom prstencovom okoli P(a). Potom hovorime, Ze funkcia [ sa asymptoticky rovna
x
funkcii ¢ v bode a (funkcie [ a g sa asymptoticky rovnaji) a oznacujeme f ~ g,  — a préave vtedy, ak lim % =1
r—a g €T
Priklad 3.2.21.
Asymptoticky sa rovnaja napriklad funkcie

P~z x—1, sinz~x, v—0, snr~1l, z—7/2, In(z+1)~z, 2—0 m

Pri vySetrovani funkcie f je dolezité preskiimat jej vlastnosti v nevlastnych bodoch, t.j. pre x — +o0o. Ak je D(f) neohranicena
mnozina, potom je potrebné presktiimat taktiez jej chovanie v okoli bodov a € R, v ktorych je aspon jedna z jednostrannych limit
lim f(z), lim f(z) nevlastna.

Tr—a r—a

Nech je funkcia f definovand v nejakom prstencovom okoli P(a). Ak mé funkcia f v bode a asponi jednu z jednostrannych limit

nevlastni, potom priamku x = a nazyvame asymptota bez smernice (vertikalna, resp. zvisla) grafu funkcie f (obr. 3.2.40).

Yy Yy r=a Yy Yy
f \ \ /

7 7
0 a 0 r 0 a 0 a 7
AT Y

Obr. 3.2.40: Priklady asymptoty bez smernice.

Nech je funkcia f definovana na neohrani¢enej mnozine. Priamka urcend rovnicou y = kx + ¢ sa nazyva asymptota so smernicou
k grafu funkcie f, ak plati
lim [f(z) — (kx+¢)] =0, resp. lim [f(z)— (kx+q)] =0.

T——00 r—00

Asymptota s nulovou smernicou (t.j. ¥y = ¢), sa nazyva horizontalna (vodorovna) asymptota (obr. 3.2.41).

Veta 3.2.12.
Priamka urcend rovnicou y = kx + ¢ je asymptotou so smernicou grafu funkcie y = f(z) prave vtedy, ak existuji redlne limity
lim LI) =k, lm [f(z)—kz]=g¢q, resp. lim M =k, lim [f(x) — kx] = q.
Tr——00 €T T——00 T—00 €T T—00
Dokaz.

Vetu dokazeme pre pripad © — oco. Pre © — —o0 je dékaz analogicky.

NP_.: Nech y = kx + q je asymptota grafu funkcie f, potom plati

lim [f(z) — (kz +q)] =0, tj. lim SO ZGTT0

=0.
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MATIT—S

Obr. 3.2.41: Asymptoty y = ¢q, © = a.

s + . ,
Pretoze existuje lim 9 _ Yim <k + 2) =k +0=Ek, plati
lim /() —lim 1oy atier lim [f(z) — kx] = q.
T—00 €T T—00 €T T—00

PP._. Kedze k,q€ R, potom plati

lim [f(x) — (kx4 q)] = lim [f(z) — kx| —limg=g-q=0m

Tr— 00 T—00

Poznamka 3.2.8.

0 T=a z y=kr+q

xz+h

Obr. 3.2.42: Asymptota so smernicou.

Na obrazku 3.2.42 je nacrtnuty graf funkcie f s asymptotou y = kx + ¢. Smernica priamky predstavuje tangens uhla a, ktory zviera s

osou x, t.j. k =tga.

Nech h € R je pevne dané ¢islo. Pre jednoduchost predpokladajme, ze h > 0. Hodnota (3, predstavuje uhol, ktory zviera priamka urcené

bodmi [z; f(z)] a [x + h; f(x+h)] s osou x. Potom pre uhol (3, plati

C faem ) fath) — f@)
68 = r+h—x h '

Je zrejmé, ze pre xr — oo plati 3, — «, t.j. tg 8, — tga. Ak uvazime vetu 3.2.12, potom

a=lim 3,, tj. k= lim /() — lim fl@+h) - f(

Tr—0Q0 Tr— 00 €T Tr— 00 h

Priklad 3.2.22.

222 1
Néjdite asymptoty funkcie f(z) = %;71’4_
x
Riesenie.
Funkcia f je definovana pre vsetky x€ R, x#0. V bode zy = 0 pre jednostranné limity plati
202 + o+ 1 r 1 1 1
1 — fim T im0 D Cso =
Jim fle) = lim ——g A2t e TV TR ™
20> +x +1 z 1 1
li = lim —— =1 —4+=-4+—|=0+= = 00.
Jim fz) = lim —5 xi%l+[4+8+8} TgTeTx
Z toho vyplyva, ze asymptotou bez smernice je priamka x = 0.
Pre koeficienty asymptoty y = kx + ¢ so smernicou na zaklade vety 3.2.12 plati
o fl@) o 224w+l L1 1] 1 B
b=t = T T it e T OO0
, , 2024+ +1 x . 20+ + 1 — 222
¢ = M [f(x) = kel = lm [T - z] = Jim 8z
1 1 1 1
:1:—1>I:Eoo 8 + 8:E:| 8 i 8
1
Z toho vyplyva, Ze rovnica asymptoty so smernicou je y = % + 3 (obr. 3.2.43). m

Priklad 3.2.23.
Najdite asymptoty funkcie f(z) = 2z — 3v/22.

Riesenie.
Funkcia f je definovana a spojita pre vsetky x € R, takze asymptoty bez smernice nema.
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3.2. LIMITA FUNKCIE MATIT—S

-2 -1
—1
-1 —2
—9 -3
=0
Obr. 3.2.43: Graf funkcie s dvoma Obr. 3.2.44: Graf funkcie bez asymptot
asymptotami (priklad 3.2.22). (priklad 3.2.23).

Pre z < 0 plati Va2 = (—2)%?3 a pre > 0 plati V22 = 22/3. Funkcia f moZe maf dve asymptoty y = kz + ¢ so smernicou. Pre ich
smernice ko plati

. fx) . 20— 3(—2)¥? _ 3
o= tim m = m ey T P s T2 0=
20 — 3z%° 3
ky = lim f@) gy 23 [2—1—] —9_0=2.
r—00 T T—00 T T—00 xl/3

Asymptota so smernicou taktiez neexistuje (obr. 3.2.44), pretoZe v oboch pripadoch plati

¢= lim [f(z) —kisz] = lim [2:5—3\3/?— 2:,;] — lim [—3@] — 0. m

r—=F00 r—+00 r—3F00

Poznamka 3.2.9.
V zhode s definiciou, je priamka y = kx + ¢ asymptotou so smernicou grafu funkcie f aj v pripade, ked graf funkcie f okolo priamky
osciluje. Prikladom je funkcia f: y =sinz/z, x€ R — {0}. Jej graf osciluje pre  — o0 okolo priamky y = 0 (obr. 3.2.45).

Yy
1
/
—377/—\ -7 2 N 47
—2rN\_/ N

Obr. 3.2.45: Funkcia f: y = sinz/z a jej asymptota so
smernicou y = 0.

—47

3.2.4 Riesené priklady

V tejto casti st1 uvedené riesené priklady. A ako ukazuju niektoré z nich, v mnohych pripadoch sa rieSenie zjednodusi, ak pouzijeme
vhodnt substitticiu. Na tvod uvedieme bez vypoctu niektoré dolezité limity, na ktoré sa budeme v budiicnosti odvolavat.

Veta 3.2.13.
Nech a,be R, a > 0, g€ R, potom plati:
a) lim a'/* =1, b) lim ¢ =1, c) lim ¢ =Ina,
T—00 z—0 T z—0 xr
d) lim gl =1, e) lim x (et —1) =1, f) lim x (a'* —1) =Ina,
g) lim 08 = 1, h) lim <1 + —> —e, i) lim (1 + —> _—
z—0 X T—00 X r—00 xXr
xd xd
j) lim — =0 prea€e(l; o), k) lim — = oo pre a€(0; 1),
z—o00 qF x—o0 q%
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x €T

) lim%zOpreaE(O;l}, m) lim — = oo pre a€(1; 00),
T—00 U r—00 U
Priklad 3.2.24.
. z—2 . r—2 . 1
a) lim ———— = lim = lim =1
2222 —3x4+2 2-2(x—2)(r—1) a2-22x-—1
3z + 2271 3r+227 ! o3t +2 1
b) im ———— =lim [ —— - = | =1i = -
a—0 r+4x~! 0| x4+4x ! x e—0 22 +4 2
-z 1-2x 1 1 1— ):L’_l BRI 2
li =1 ——— 1 =0+ 1 =
°) b [ x? - 2—3:5} z—00 [:1:2 :J T (2—3z)x~! j 2071 -3 3
2 2 —1 —2 —1 1
Q) tim 2302, o= g el L
z—2 1‘2 — 2 r—2 J;([L‘ — 2) z—2 X 2
Priklad 3.2.25. \
1 —1 iz — 1
Vypoditajte: a) lim ﬂ, me R, b) lim L
z—0 x z—1 Yo —1
Riesenie. \
Nai —1 1-1
a) Ak m = 0, potom plati lim vivme-l_ lim =1lim0 = 0.
z—0 €x r—0 €x z—0
2 -1

Ak m#£0, potom zo substiticie 1 + ma = 22, t.j. v = , 2 — 1 vyplyva

m
V14+mzr—1 z—1 _ m(z —1)

m
0 x zlgi(z?’—l)m*l zli%(z—l)(ZZ—l—z—i—l) 24241 3
b) Ak poZzijeme substitticiu # = 2!, potom z — 1 a plati
o/ — 1 V22 -1 -1 —1)(2 + 22 1) 4
limf :imzi:limzi:hm(z )@+ 42 ):—.l
el Wr—1 112 1 123 -1 51 (z—1)(22+z2+1) 3

Priklad 3.2.26.

1-V1-2z 1—VI—2)1++v1I—1) 1—(1—2)

zlim(

a) im —— =lim ———~— =
)93—>0 T z—0 ;];(1—}-«/1—1‘) x—0 p 4 /2 — g3
lim ——— = ; ! lm 1
= lim = lim = lim =1.
e=0p a2 —a3 =014 lya? -3 01412
21 24+1 2—1 241 1 1
b) lim YO TIEVEHL [\/x . +\/IJ2r — lim [,/1——2+\/1+—2 —2.
T—00 xT T—00 xT X T—00 x T
' x , r(vV/1+x+V1—1)
¢) lim = lim =
e=0y/1+z—v1—2 +=0(VI+z—V1I—2)(V1+z++V1—1)
x(Vit+x+V1-2) . z(V1+z+V1-12)
= lim = lim =1
a0 (1+xz)—(1—2x) z—0 2z
5 2
d) hm{;lj +2i]—11m -+ lim 2= = -+ 20 =
r—oo | ¢ — T—00 — T—00
, 1 3 l+z+22-3 | 2*+z-2
e) lim - = lim = lim =
a—1|1l—2x 1—23 z—1 1—a3 z—1 1 — a3
2)(x —1 2
= lim (z+2)( ) = — 1mL:—1. ]
=1 (1 —2)(1 4 = + 2?) =114+ + 22
Priklad 3.2.27.
s .oat—1 .oa =1
Nech a > 0. Vypocitajte: a) lim : b) lim
r—0 x x—0 x

Riesenie.
a) Ak pouzijeme substiticiu a* — 1 = z, potom z — 0 a plati
In(z+1)

Ina*=zlma=In(z+1), tj z=
Ina
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1 |
Potom (priklad 3.2.20) plati lim ¢ —lim—"% —1.lna=lna
=0 T =—0ln(z+1)
-1 - _ -1 -1

b) lim & = {x Z]:lim& = —lim * =—Ilna. =

x—0 €T z—0 z—0 —Z z—0 z
Poznamka 3.2.10.
Ak v priklade 3.2.27 polozime a = e, potom plati

T _1 - _q
lime =lne=1, lime =—Ilne=-1
r—0 z—0 X

Priklad 3.2.28.

. sinbx 5r = 2 . bsinz
a) lim = = lim = 5.

x—0 z—0 z—0 z
b) lim 2SR =2 | wesin@-=z | (2 1 ) ;11

=2  z2 =2 r—2=sinz, z—0 z—0\sinz 2+sinz 2 2

t - _

o) lim 8L _ o=z :hmizhm< , cosz) —11=1. =

a—0 T z—0 >-0tgz  2—0 \sinz

Priklad 3.2.29. ,
Vypocitajte: a) lim (cosz)® %" *, b) lim (sin2z)% *".

z—0 z—%

Riesenie.
a) Pouzijeme substitticiu sin® x = 2, potom z — 0. Pre  — 0 je (v dostatoéne malom okoli) funkcia cos  kladn4, takze plati

2
; 1 cosx 1—=z
cosx =1 —sin’z = (1 — 2)2, cotg’r = —— = :

sin“ x z

1—2 1—2z
. cotg?z 1 1= : 1173 INES R 1
Potom glclir(l)(cosx) '8 :lliI(l) [(1—2)2} :lliI(l) [(l—z)] =(e!)? =e2 :%.

b) PouZijeme substitiiciu cos? 2z = z, potom z — 0. Pre x — 7/4 je (v dostatoéne malom okoli) funkcia sin 2z kladn4, takze plati

.2
20 1-
sin2r = V1 —cos22z = (1 — 2)3,  tg?2r = 0 = 2%

=

cos? 2z z
1—2
Potom plati lim (sin 22)® % = lim [(1 — z)%} R u
]’,’*}% z2—0 \/6

Priklad 3.2.30. .

. tgx . sinx . sinx . 1
a) lim —— = lim = lim lim =1.

20 T z—0xcosT =0 T a—0COST

. tgx . sinzcosTlz ) 1 1 1

b) lim — =lim —— = lim = = .

rorsin2r  a—w 2sinxcosr  z—w2cos?x 2(—1)2

. 1—cos2z . 1—(cos’z —sin’z) . sin®x +sin’z ~ 2s¢in’zx
¢) im ———— = lim =lim ——— = lim =

x—0 1‘2 x—0 1‘2 x—0 [L‘2 x—0 1‘2

2 2z — sin® 2 2

d) lim - omar w — i XTI s?n Y _ lim (cosz +sinz) = £ + £ = V2.

x—2 COST —sInx  z—Z COST —SInT z—Z 2 2

)l sin 4z _ (Vx+141)sindx I (Ve +141)sindx

e) lim ———— = lim = lim -

z—0 /o +1—1 xHO(w/x—Fl—}-l)(\/;p—kl—l) z—0 r+1-1

in 4
—A4lim (Vo i1+ D) lim o —4.2.1=8. m
xz—0 z—0 4z
Priklad 3.2.31.
Nech a € R. Vypocitajte  a) lim g/ e b) lim 2™, c) lim+ e
x—0 r—00 x—0

Riesenie.
a) Z inverznosti funkeii €*, Inz a zo vzfahu x — 0%, t.j. x > 0 vyplyva

a
. . —a_ . 1 Inz . a_ .
lim 2% = lim z®+ = lim en[w ”} = lim ems ™% = lim e = e“.
z—0t z—0t z—0t z—0+t z—0t
. v . ’ . _a . _a_
b) Analogicky ako v ¢asti a) plati lim zms = lim ems ™® = e?,
Tr—00 Tr—00
. . Inz . . _ J(—
¢) lim 2% = lim e™™"" = lim emle — o7 (=%) — > — o m
z—0t z—0t z—0t
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V priklade 3.2.31 sme poditali limity vyrazov, ktoré mali tvar 0°. Vo vieobecnosti nevieme ur¢it, ¢omu sa rovna vyraz 0° a nazyvame
ho neurc¢ity vyraz. S neurcitymi vyrazmi sa stretdvame pomerne bezne a na ich urcenie sa ¢asto pouzivaji limity. Medzi neurcité vyrazy

patria vyrazy typu

1 +oo +o0
- +00-0, -, =, —p — 0% 0% 1 (4oc0)"
OO 007 w ) 07 07 07 i@? Y Y Y (OO)

Priklad 3.2.32.

2 21"
a) lim z[ln(x 4+ 2) — Inz] = lim zln = lim In {1#——} =Ine* = 2.
T—00 T—00 €T T—00 €T
= 1 1 1 1 1
b)lim—— = [ ®*=% | =lim— = Clim— = ==
z—0In (1 + tx) z—0 ~0tln(1+2) t==0ln(142): ¢ Ine
3x+1—-1 z—1

. 3xr—2\" ) 3r+1-3 3 3r+1=z ) z—3)\ 3
c) lim = lim [ ——— = lim =

= lim {(1—§) } . [e’?’}% :e’lzl.l
2—00 z e

Priklad 3.2.33.

1— 3x 1— In 3% _ 1 —e?
a) lim —lim - = {xln?) Z] =In3-lim © — 3.
x—0 €T z—0 €T z—0 z—0 z
1-—-3% 1 3® 1 3%
b) lim = lim {———]zlim——lim—zO—oo:—oo.
T—00 x r—o00 | x r—00 I r—00 I
1-3% 1 3* 1 3% 0
c) lim = lim [———}: lim —— lim —=0———=0. =
T——00 €T T——00 | T €T T——00 I T——00 I —00
Priklad 3.2.34.
Vypoditajte: a) lim e b) lim e
xr—00 x—0t

Riesenie.

Pre vietky = > 0 plati z'/* = elnz'/® _ glna/x

a) Ak oznadime z = Inx, z — 0o, potom pre a = e > 1 plati
Inx z

lim — =1lim = =0, ¢tj. lim 2" =1lime
r—00 I z—00 €% T—00 T—00

1/x
Inx — eO —1.

1
b) Pre vSetky x€(0; 1) plati Inx < 0, t.]. DY 2 0. Kedze lim Inz = —00, potom plati
x

z—0t

. . . Ve
lim — = — = —00, tj. lim 2"/"=1lim ™" =e > =0.m
z—0t X 0 z—0+t z—0F

Priklad 3.2.35.
Nech x € R. Vypocitajte lim ginsin---sinz,

—00 S—————

e n—krat
Riesenie.
Ak oznac¢ime ag = x, a, = sina,_, pre n€ N, potom mame vypodcitat lim a,.
n—oo
Z vlastnosti funkcie sinus vyplyva, ze plati
0 <sinz <z, pre z€(0;71/2), r <sinx <0, pre z€(—m/2;0).
Je zrejmé, ze pre vSetky n€ N plati a,, = sina,_1€(—1; 1).
Ak x = km, k€ Z, potom a; = 0 a pre vsetky ne N plati a, = 0, t.j. lim a, = 0.
n—oo
Ak x#km, ke Z a0 < a; <1, potom pre vsetky ne€ N plati
0<a,<l<m/2, 0<a,=sina, 1 <a,1<1.
Takze {a,} -, je klesajuca, ohranicend zdola a konverguje.
Ak v#kn, ke Z a —1 < a; < 0, potom pre vSetky n€ N plati
—71/2<—-1<a, <0, —1<a,_1<a,=sina,_; <0.

To znamena, Ze je postupnost {a,} -, rastica, ohranic¢ena zhora a konverguje.
Ak oznac¢ime lim a, = a, potom

n—oo
a = lim a, = lim a,,; = lim sina, = sin [lim sin an} = sina.
n—od n—oo n—od n—oo

KedZe mé rovnica a = sin a prave jedno rieSenie a = 0, plati lim sina,, =0. =

n—oo
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Priklad 3.2.36.

o . sinmx . sinmzx
Nech m,n € N. Vypocitajte: a) lim — , a) lim — )
z—0 SINn NI r—m SINNT
Riesenie.
, , . sinmx . [sinmx nx @ mx m m
a) Z prikladu 3.2.10 vyplyva lim — = lim - — — ] =1-1-—=—.
=0 sinnr  «—0| mx  sinnr nx n o n

b) Kedze pre vsetky n€ N plati sinnm = 0, cosnm = (—1)", potom zo sic¢tového vzorca pre funkciu sinus, substiticie t =71+ 2, 2 — 0
a Casti a) vyplyva

I sinmaz . sin(mm+mz) . sinmmcosmz + cosmmsinmz
im — = lim — = lim — _ =
e—m sinnx =0 sin(nw+mnz)  :—0 sinnmwcosnz + cosnwsinnz
. 0+ (=1)"sinmz . SIDNMZ _,m
= lim (=1) , = (=1)"""lim — =(-1)""—. m
=0 0+ (—1)"sinnz z—0 sinnz n

Priklad 3.2.37.
1 1

Vypoditajte: a) lim x4/ cos —, b) lim x {—J , ¢) lim sin <7T\/ n? + 1), neN.
T

x—0 x—0 X n—oo
Riesenie.
a) Musime si uvedomit, %e funkcia y = xvcosz~! je definovand, iba pre cosx~! nezdporné, t.j. pre z7' € (=7 /2 + 2k7; 7/2 + 2k7),

kde k€ Z. Potom plati
1 / 1
0<cos— <1, tj 0<4/cos— <1,
T T

[ 1 [ 1
Takze je funkcia 4/cos — ohranicend a podla dosledku 3.2.4.b plati hH(l) xy/cos — = 0.
x z— x

b) Ak pouZijeme substitiiciu x = u™! pre x — 0~ a z = v~! pre z — 0T, potom plati
1 1
lim x {—J = lim M, lim x {—J = lim M
x—0— xT u——00 U z—07F T v—oo U

Ak pouzijeme substittciu = v~ pre x — 0~ a 2 = v~ ! pre x — 0%, potom plati

1 1
lim x {—J = lim M, lim x {—J = lim M
z—0~ X u——00 U z—0t X v—00 U
Nech u, v st také, ze u < 0, v > 1. Potom pre jednostranné limity plati
u—1<|u] <u<0, O<v—1<|v] <w
1:E§M_“_1:1_l, 0<1_1:U_1§M§E:17
u u u u v v v v
1 1
1< lim M§1i1r11 (1——)21, 1:lim(1——)§limﬂgl.
u——00 U U——00 u V—00 v v—00 U
ARV, 1 . 1 ) 1
To znamend, ze lim z |—| = lim z |—| =limz |- | = 1.
z—0~ xr z—0t x z—0 T
¢) Z prikladu 3.2.14 vyplyva lim = <Vn2 +1-— n) =0, t.j.
n—oo
lim sin (7?\/ n?+1-— Wn) =0, lim cos <7r\/ n?+1-— 7m> =1
Pre vietky n€ N plati sinnm = 0, cosnm = (—1)""!. Potom zo sti¢tového vzorca vyplyva
lim sin <7T\/77,2 + 1) lim sin <7r\/ n>4+1—mn+ 71'77,) =
n—oo n—oo
= lim [sin <7r\/ n?+1-— 71'77,) cos TN + cos <7r\/ n>+1-— 7m> sin ’/T?”L] =
=0-(-1)""+1.0=0.m
Cvicenia
3.2.1. Nech a,be R, a > 0, b > 0. Vypocitajte limity:
a) lim (2% — 4), b) lim  cotg , c) lim (tg 7)8 d) lirr> (tg )&,
T— T— z—0 r—7/4
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245 — 1 21
e) lim s : f) lim : \/E, g) lim , h) lim x :
z—2 2 — 3 z—0 \/E z—1]1 —x z—oo 222 4+ 1
22 —4 23 —1 2 +9 2 +9
i) lim —— j) li k) lim —— 1) 1
1) :clig x—2 J) :clgix?’/‘r’ 1’ ) xlﬂrgo x+3 ) z—>—o0 x+3 '
. 1 —-coszx . vV1—coszx . vV1—coszx . 1 —cosz
m) lim ——— n) lim —, o) lim ——— p) lim SR
z—0 T z—0— T z—0t X z—0 x
r_1q : 2 in?2
a0 glgli% (;; - 0 $h_)nolo 812x’ ) xh_{go COZ x, ) glcli% arcs;n x,
1—-3* 1—-3* 1—-3* 1-3"
u) lim v) lim w) lim x) lim
z—0 sin 3z’ z—oo sin 3z’ z——o00 sin 3z’ z—1 sin 3z
3.2.2. Nech a,be R, m,ne N. Vypocitajte limity:
1 — ™ 1— ¢ et _ 1 etw_elm
a) lim * , b) lim \/5, c) lim , d) lim ,
z—1]1 —gm z—11 — 7{”/5 z—0 €T z—0 €T
e et ) x e’ —1 o3t —1
e) lim—-——, f) lim ———p, g) lim ——, h) lim =2
T _ Aa 1 _
i) lim £ -e : j) lim 2z sin — k) lim xsin—, 1) lim cos I,
r—a T — Q x—0 [L‘ T—00 x z—0 x
z 3 6
m) lim nsin z, n) lim zsin E, o) lim <cos g) , p) lim v
n—00 n T—00 T T—00 T z——2 3 + 8’
1 1 1 1
q) lim T r) lim T s) lim T t) lim v
-2 —1’ z—1gp —17 o1 x — 1’ a1t x — 1"
3.2.3. Vypocitajte limity:
1 1
a) 1ir% (cos )7, b) hr% (cosx)=?, c) hn(l) (cos®z)7, d) lin(l) (cos? )27,
1 Incosx Inx In sin 295
li © f) 1 li h —_—
e) lim (e 4x)=, ) e SNSRI g) a0 nsing’ ) 220 Insing
.\ .. |sinz]| N .. |sinz] . |sinz| 9 — 22
1 1 k) 1 1
i) lim——, j) lim ——, ) lim ——, ) =
m) 111%(1+s1n;1:)% n) llr%(1+x)=liw o) lim tghu, p) lim tghu,
Xr— Xr— Tr——00 r—00
-2 i t tg 3
q) lim Ve , r) lim ST s) lim X t) lim ATCE oL
z—4 /g3 _ § a—1sin 3mx’ e—2x — 2’ @—0 arcsin 5z’
. tgx tg oT sin 3x sin 4x
u) lim ——, V) w) lim x) lim .
z—0 31 " tg 6’ z—0 sin 5’ z—0 tg 3z
3.2.4. Nech a€ R, ne€ N. Vypocitajte limity:
, \/1—1—:1:—\/1—:15 oot —2r+1 . Val+zxr—a
a) lim b) lim ———, ¢) lim :
x—0 r—1 xr° —x x—0 X
_ \/a:+ —f , \/a:+ f , P+
d) lim e) lim f) lim ,
r—00 x—0 T—00 1’4 — 3.1'2 + 1
)l x—|—3x + 2z ) 1—1—:5—3:5 Dl 2 +r—1)\°
im —— m —— i) lim
& AT 6 z—oo 1 + 22 + 373’ z—oo \ 202 —x+1) "’
22 —4 22 —4 22 —4
) lim ———— k —_ 1
) ) i e s U e v}
m) lim (Vz—2— ), n) limx(Vm2+1—x>, o) lim x(x/x2+1—x>,
Tr— 00 Tr— 00 Tr——00
p) lim (\/ 3+ a— x), q) lim 2"sin27n, r) lim 2%sin 27z,
Tr— 00 n—oo rT—00
s) lim 2%sin 27wz, t) lim 27%sin 27z, u) lim 277 sin27z.
T— —00 T—00 T——00

3.2.5. Nech ne€ N. Vypocitajte limity:
2
N EETIAN (/P I+a)  VETT4vE
a) lim , b) lim , c) lim ,
r—00 2$2_$+1 Tr—00 3x6+1 T—00 34/1'34_1'_1'
2%+ Te — 44 vVr+6-—2 o 23 —br+4
d) lim ——— e) e f) im —————,
T—4 .73'2 — 6x + 8 r——2 T+ 2 rz—1 x?’ —1
. Vr+1-1 sin4x + sin 7x . 24+ —V2—a
g) lim ———, h) lim - , i) lim ,
200 x z—0 sin 3z e—=0\/1+x—+1—2x

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

108

http://frcatel.fri.uniza.sk/ beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



3.3. SPOJITOST FUNKCIE

MATIT—S

cosx — cos® x

j) lim p ;
ot —x—2
m) lim 3 :
z——1 15 +1
T+ T+ T

3.2.6. Nech a€ R, m,ne R. Vypocitajte limity:

)1_ 2 —x—2
a) lm ——
a—2 13 — 322 + 22’
3xt —4x3 +1
d) lim$,
(z—1)°

) I sin 3z

im ——,

& 20 /1 +2 — /2

W . Vr+1-—-1

j) Im ———,
e=0y/r+1—1

T — sin 2x

im —————,
z—0 x + sin 3z

) l COS T TLQ
1m S EEEEE———
P e\ 1= 2sinz )

) 1i t !
s) lim arctg —,

3.2.7. Nech a€ R, m,ne R. Vypocitajte limity:

(x+3)(x+4)(z+5)
rt+r—11

x3 z?
c) lim - :
z—oo \ 222 —1 2z +1
e) lim z[lnx —In(z + 2)],

g) lim z[ln(z +a) —In(z — a),

T—00

a) lim

r—00

)

V1+ zsinz — v/cos 2z
2 x

i) lim

)
z—0

k) lim (\/x2+9—\/:1:2—9),
Va2 -1+ Vat+1

m) lim :
T—00 €T

0) hr%sin(a—l—x)—sin(a—x)’
T— xr

k)

sinx — cosx

z—r/4 1 —tgx
. 1—rcos2x
lim ———
z—0 zxsinx

) COSXT \ 2
lim ,
z—0 \ COS 2%

lim z cotg z,
z—0

2?4+ —2
2 4+ 2z
r—3
im-———-—,
-3 32 —5xr +6
2 4+2x+1
5x ’
> —(a+1)z+a
3 — g3

lim

)
r——2

lim

r—00

lim

r—a

Y

. COSTI — COSNT
lim

x—0 :L’2 ’

. 1 3
lim | — — ,
a—1\1—2 1—2a3

) 1
lim arctg ——,
rz—1— — X

b)

p)

x
) lm —,
) =0 /14 2x — 1
tgx —sinx

0) lim
) r—0 [L‘3

1 1
r) lim —In —i—x,
=0 T 1—=z

. COSXT \ 22
u) lim :
z—1 \ Ccos 2x

1 —4sin’z

Y

x) lim

z—m/6  COS3T

1 —cos2x +tg?x
m

Y

xrsinx

. sinx 9
—tgx |,
2
z—m/2 \ COS“ T

arcsin (1 — 2x)

z—0

Nt
i) xirl% 402 -1 7
D Vb + Va3 + Vad
im
oo a2
o) lim sin (x + h) — sinx,
h—0 h

i 1 2
r) i\ 2221 7i-1)

) lim arctg —
u 11m arcC E —
z—1t & — X

(4o — 1)100 (35 4 1)200

I

s (6z+5)%00
1 —tga —

i V. gz Vit tgr

T sin 2x

lim 2 [In(z + 3) — Inz],

lim 2 [In(z +a) — Inz],

Va2 +7 -7 -3z
o3 VI +3 -2 -9’
zim (¢l + 17 = e —12),

V1+sinz —+/1—sinz
m

Ii ,
z—0 x
i S0 (x + h) —sin (z — h).
h—0 h

3.2.8. Dokéazte, Ze neexistuju limity lim e®sinz, lim e”(1 +sinx), lim €*(1 —sinx).

T—00

3.3 Spojitost funkcie

T—00

T—00

S pojmom limity funkcie f v danom bode a tzko suvisi pojem spojitosti, resp. nespojitosti tejto funkcie f v bode a.

3.3.1

Spojitost funkcie v bode

Y

Prirodné deje ¢asto prebiehaji spojite a popisuju sa ,spojitymi funkciami“. Niekedy mozu samozrejme prebiehat diskrétne alebo v
kvantach, ale kvantd su vicsinou také malé, ze ndm (ako nedokonalym pozorovatelom) sa cely proces javi ako spojity. Najznamejsim
prikladom je premietanie filmu, kde postaci frekvencia vicsia ako 10 obrazkov za sekundu a pohyb sa nam javi ako spojity. To znamena,
Ze malej zmene nezavislej premennej veliciny zodpoveda mald zmena veliciny, ktora je od nej zavisla.
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3.3. SPOJITOST FUNKCIE MATIT—S

Uvazujme hmotny bod, ktory sa pohybuje po nejakej drahe. Velkost drahy zavisi od ¢asu, pocas ktorého sa pohybuje. Predpokla-
dajme, ze drahu popisuje funkcia y = f(¢), kde t reprezentuje ¢as. V ¢ase T bude velkost drdhy rovnd hodnote f(7'). Ak sa ¢as T
zmeni o mali hodnotu, potom sa draha f(7) tiez zmeni o mali hodnotu. Ak pre ¢as bude platif ¢ — 7', potom pre velkost dréhy bude
platit f(t) — f(T). To znamen4, ze ak {t,} —, — T, potom {f(t,)},—, — f(T). Kedze je f v bode T definovand, nemusime pozadovat
platnost podmienky t,#£T, ne N.

Hovorime,'? Ze funkcia y = f(z) je spojitd v bode ac D(f), ak pre vSetky postupnosti {z,} -, C D(f) také, ze {x,}—, — a,
plati {f(x,)},—, — f(a), t.j. pre vSetky postupnosti {z,} -, C D(f) také, ze nhrgo x, = a plati nhj& f(z,) = f(a).

Ak funkcia f nie je spojita v bode a, potom sa nazyva nespojita v bode a.

Fa) = Fon) = = Flaw) = - A
f(a) /(@) - !
/_\f f(za)
flz)
Xz a X
a 1 T4T5Tn Te T3IT2
a:xlz---:xn:--- xn_>a
Obr. 3.3.46: Spojitost funkcie f Obr. 3.3.47: Spojitost funkcie f
v izolovanom bode a € D(f). v hromadnom bode a€ D(f).

Poznamka 3.3.1.
Bod a€ D(f) moze byt iba hromadnym alebo izolovanym bodom mnoziny D(f).

Ak je a izolovany (obr. 3.3.46), potom existuje iba jedna postupnost {z,} -, — a. Je to postupnost {a} ;. Potom plati lim f(xz,) =
lim f(a) = f(a), t.j. funkcia f je vzdy spojita v izolovanom bode a.
Ak je a hromadny (obr. 3.3.47), z definicie spojitosti a limity vyplyva lim f(z) = f(a).

Funkcia f je nespojitd v bode a préve vtedy, ak existuje {z,} —, — a takd, Ze neplati lim f(z,) = f(a). T.j. lim f(z,) neexistuje

n—oo n—oo

alebo existuje a plati lim f(x,)+# f(a).

Veta 3.3.1.
Nech je a€ D(f) hromadnym bodom D(f). Potom je f spojitd v bode a prave vtedy, ak plati lim f(z) = f(a).

Priklad 3.3.1.

Funkcia f: y =z, € R je spojitda v kazdom bode a€ R. Aj funkcia g: y =z, x€Q, t.j. g = f|o, je spojitd v kazdom bode a€ Q. Pre
vsetky a € R, resp. a € () totiz plati

lim f(z) = limz =a = f(a), vresp. limg(z)=limz =a=g(a). =

r—a r—a r—a r—a

Spojitost funkcie f v izolovanom aj hromadnom bode a € D(f) mdzeme (podobne ako limitu funkcie f v bode a) charakterizovat
pomocou okoli bodov a, f(a).

Veta 3.3.2.
Funkcia f je spojita v bode a € D(f) prave vtedy, ak pre kazdé okolie O(f(a)) existuje okolie O(a) také, ze pre vetky € O(a) N D(f)

plati f(z) € O(f(a)).

Poznamka 3.3.2.
Tvrdenie z predchadzajicej vety moZzeme symbolicky zapisat niektorym zo vztahov

YO(f()) 30(a) ¥o: 2€0(a) N D(f) = f(2)€0(f(a)
resp. VO.(f(a)) 30s(a) Ve e D(f): x€05(a) = f(z)€0.(f(a)),
Ve>030 >0VeeD(f): |[x—a| <0 = |f(z)— f(a)|<e

Podobne ako limita, je spojitost funkcie f v bode a lokdlna zéalezitost v nejakom okoli bodu a. Pri spojitosti je ale potrebné, aby
a€ D(f) a aby bola funkcia f v bode a definovana. Pri limite musi byt bod a hromadnym bodom mnoziny D(f). Pre spojitost funkcii
v bode a platia analogické vety ako pre limity.

12 Analogicky ako limitu, definujeme spojitost funkcie v bode v zmysle Heineho.
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Veta 3.3.3.
Nech r € R. Ak st funkcie f, g spojité v bode a€ D(f) N D(g), potom st v bode a spojité tiez funkcie |f|, f + g, rf, fg, a pre g(a) #0

aj funkcie 1/g, f/g.

Veta 3.3.4 (O spojitosti zlozenej funkcie).
Nech je f spojitd v bode a € D(f), g spojita v bode b = f(a) € D(g) a nech H(f) C D(g). Potom je zloZena funkcia F' = g(f) spojita
v bode a.

Priklad 3.3.2.

a) Kedze je f: y = z spojitd v bode 1, st spojité v bode 1 tiez funkcie 2f: y = 2z, f%: y =22 f": y=a", neN. A kedZe f(1) # 0,
je spojita tiez funkcia 1/f™: y = 1/z".

b) Zlozena funkcia g(f): y = va% + 1 je spojitd v bode a = 1, pretoZe f: u = x*> + 1 je spojitd v bode a =1 a g: y = \/u je spojita v
bode b= f(1)=2. =

Veta 3.3.5.
Nech je funkcia f spojitda v bode a a nech mnozina A C D(f) je taka, ze a € A.
Potom je restrikcia funkcie f na mnozinu A, t.j. funkcia g = f|4, spojitéd v bode a.

Dokaz.
Ak je a izolovanym bodom mnoZiny D(f), potom je tiez izolovanym bodom jej podmnoziny A C D(g) a funkcia g je spojita v bode a.
Ak je bod a hromadnym bodom mnoziny D(f), potom plati f(a) = lim f(z), f(a) = g(a).

Bod a moze byt izolovanym alebo hromadnym bodom mnoziny A = D(g).
Ak je a izolovanym bodom, potom je funkcia g v bode a spojita.
Ak je a hromadnym bodom, potom z vety 3.2.10 vyplyva

lim g(2) = lim fla(2) = f(),  tj. limg(x) = g(a)

r—a

a funkcia g je v bode a spojitad. m

Veta 3.3.6 (O zovreti).

Nech st funkcie g, h spojité v bode a€ D(f) N D(g) N D(h). Nech h(a) = f(a) = g(a).
Nech existuje okolie O(a) také, Ze pre vSetky z€O(a) plati h(z) < f(x) < g(x).
Potom je funkcia f spojita v bode a.

Dokaz.
Zo spojitosti funkcii f, g v bode a a z predpokladu h(z) < f(z) < g(z) vyplyva

h(a) = lim h(z) < lim f(z) < lim g(x) = g(a), t.j. lm f(z)= f(a).
To znamena, ze je funkcia f spojita v bode a. m
Poznamka 3.3.3.

Predpoklad h(a) = f(a) = g(a) v predchadzajtcej vete je ddlezity (obr. 3.3.48). Ak nie je splneny, potom funkcia f v bode a nemusi
byt spojita (obr. 3.3.49).

Y O(a) s y g

N T f

f(a) g & h
f % e

a X a X

Obr. 3.3.48: Veta 3.3.4 o zovreti. Obr. 3.3.49: Poznamka 3.3.3.

Priklad 3.3.3.

242
Uvazujme funkciu f: y :{ 915 + 2 gig ig%_@

Je zrejmé, Ze pre vSetky a#0 neexistuje lim f(x), t.j. funkcia f nie je spojita.
Tr—a

(obr. 3.3.50).

UkéZeme, Ze je f spojitd v bode a = 0. Ak oznadime g(z) = z°> + 2, * € R a h(z) = 2, v € R, potom pre vietky = € R plati

W) < fz) < g(x), F(0) = h(0) = g(0) = 1.

KedZe st g, h spojité v bode 0, je na zaklade vety o zovreti spojitd v 0 aj funkcia f. =
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Yly=a2+2
4
2]
=
T
4 3 0 2 4 Z2 1 T
Obr. 3.3.50: Priklad 3.3.3. Obr. 3.3.51: Poznamka 3.3.4.

Analogicky ako limitu vzhladom na mnozinu, resp. limitu zlava a sprava, definujeme aj spojitost vzhladom na mnozinu a spojitost
zlava a sprava.

Hovorime, ze funkcia y = f(x) je spojita v bode a€ D(f) vzhladom na mnozinu A C D(f), ak je spojité v bode a jej zizenie
fla, t.j. ak pre vSetky {z,} —, C A také, ze nh_}rrolo T, = a plati nll_I}Iolo f(zn) = f(a).

Ak je funkcia f spojitd vzhladom na mnozinu D(f) N (—oo; a) [resp. na mnozinu D(f) N {(a; o0)], potom sa nazyva spojita zlava
[resp. spojita sprava] v bode a. V tychto pripadoch hovorime o jednostrannej spojitosti funkcie f v bode a.

Poznamka 3.3.4.
Funkcia f na obrazku 3.3.51 je spojita v kazdom bode mnoziny R — {0; 2}. V bode 0 je spojita zlava a v bode 2 je spojita sprava.

Pre jednostrannt spojitost plati analogické tvrdenie ako pre jednostranné limity.

Veta 3.3.7.
Funkcia f je spojitd v bode a € D(f) prave vtedy, ak je v bode a spojité zlava a sprava.

3.3.2 Spojitost funkcie na mnozine a body nespojitosti

Hovorime, 7e funkcia [ je spojita na mnozine A C D(f), ak je spojitd v kazdom bode a € A. Ak je funkcia f spojitd na celom
svojom D(f), potom ju nazyvame spojita funkcia (slova na definicnom obore D(f) vynechavame).
Ak je funkcia f v bode a € D(f) spojité [resp. nespojita], potom bod a nazyvame bodom spojitosti [resp. nespojitosti| funkcie

f.

Poznamka 3.3.5.
Z definicie je zrejmé, ze ak je funkcia f spojitd na mnozine A, potom je funkcia f spojita na kazdej podmnozine mnoziny A.

Priklad 3.3.4.

a) Funkcia f definované v priklade 3.3.3 (obr. 3.3.50) je spojité iba v bode 0, t.j. je spojitd na mnozine {0}. V ostatnych bodoch, t.j.
na mnozine R — {0} je nespojita.

b) Na obrazku 3.3.51 je graf funkcie f: y = 2> pre z€ R — (0;2) ay =2 — x pre z € (0; 2). Funkcia f je nespojitd v bodoch 0,2 a
spojitd na mnozine R — {0,2}. m

Uz sme spominali, ze funkcia f mdze byt nespojita iba v hromadnom bode a € D(f). Preto rozsirime pojem bodu nespojitosti na
vSetky hromadné body mnoziny D(f). Body nespojitosti rozdelujeme na body odstranitelnej a neodstranitelnej nespojitosti.
Hovorime, ze funkcia f ma v bode a bod odstranitelnej nespojitosti, ak existuje konecna limita lim f(z), ale lim f(x)# f(a)

(obr. 3.3.52).13
Funkcia f ma v bode a bod neodstranitelnej nespojitosti 1. druhu, ak existuji kone¢né jednostranné limity lim f(x)#

lim f(z) (obr. 3.3.53). Cislo

c=|lim f(x)— lim f(x)
nazyvame skok funkcie f v bode a.
Funkcia [ ma v bode a bod neodstranitelnej nespojitosti 2. druhu, ak aspori jedna z jednostrannych limit lim f(z),

Tr—a

lim f(z) neexistuje alebo je nevlastna.

r—a

Ak je niektora z tychto limit nevlastnd (obr. 3.3.54), potom hovorime o asymtotickej nespojitosti funkcie f v bode a.

Poznamka 3.3.6.
7 definicie asymptoty bez smernice vyplyva, ze funkcia f ma v bode a asymptotu bez smernice prave vtedy, ak je v bode a asymptoticky
nespojita (vid obr. 3.2.40).
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y Yy f
7
@
f(a) f(a)
7 a X ’ a X
Obr. 3.3.52: Nespojitost Obr. 3.3.53: Nespojitost Obr. 3.3.54: Nespojitost
odstranitelna. neodstranitelnd 1. druhu. neodstranitelna 2. druhu.
Priklad 3.3.5.
Uvazujme nasledujice funkcie
22 —1 sin 1 o1
filz) = T 1 fo(z) = T 9(z) = [z], M(z) -7 hZ(x):smE.

Funkcia f; ma v bode 1 a funkcia f; méa v bode 0 odstranitelny bod nespojitosti, pretoze

2 —1 sin x

St =2 Rt =iy

alcl—% f1($) - glcl—% r—1
Ak polozime f1(1) = 2, f2(0) = 1, potom budd tieto funkcie v uvedenych bodoch spojité.
Funkcia g (obr. 2.1.2) mé vo vSetkych bodoch k€ Z skok ¢ = 1, pretoze plati
li = li =k—1 li =1 = k.
lim g(z) = lm [z] ;. lim g(x) = lim |z}

z—kt

Funkcie hy, hy maja v bode 0 neodstranitelny bod nespojitosti 2. druhu, pretoze

1 1
lim hy(z) = lim — = —o0, lim hy(z) = lim — = o0
z—0~ z—0~ T x—07F z—0t T

a jednostranné limity funkcie hy v bode 0 neexistuju (priklad 3.2.5). =

Funkcia f sa nazyva po ¢astiach spojita na intervale (a; b) C D(f), ak mé na intervale (a; b) najviac konecny pocet bodov
nespojitosti a vsetky tieto body st bud odstranitelné alebo neodstranitelné 1. druhu.

Tuto definiciu moZeme rozsirit na lubovolny interval I C D(f), napr. (—oo; 00), (0; 00). Funkcia f sa nazyva po €astiach spojita
na intervale [ C D(f), ak je po ¢astiach spojitd na kazdom uzavretom intervale {(a; b) C I.

Priklad 3.3.6.

a) Funkcia f: y = 2%, € R je spojitd na R, takZe je aj po Gastiach spojita na R.

b) Funkcia f: y = |z|, € R je po ¢astiach spojitd na mnozine R, pretoZe je po ¢astiach spojitd na kazdom uzavretom intervale (a; b),
a,beR.

c¢) Funkcia f: y = 27!, z € R — {0}, f(0) = 0 je spojit4, t.j. aj po Castiach spojitd na kazdom intervale, ktory neobsahuje bod 0, t.j.
neodstranitelny bod nespojitosti 2. druhu. To znamend, Ze na intervale, ktory obsahuje 0, nie je funkcia f po Castiach spojita. m

3.3.3 Vlastnosti spojitych funkcii na intervale

Spojitost funkcie f na intervale (a; b) C D(f) znamena spojitost funkcie f na intervale (a; b), spojitost sprava v bode a a spojitost
zlava v bode b. Spojité funkcie na intervale maji mnohé vyznamné vlastnosti, ktoré sformulujeme v nasledujtcich vetach.

Veta 3.3.8 (O lokélnej ohraniéenosti spojitej funkcie).
Ak je funkcia f spojitd v bode a€ D(f), potom je lokdlne ohrani¢ena (obr. 3.3.55), t.j. existuje okolie O(a) také, ze f je ohrani¢ené na
O(a) N D(f).

Dokaz.
Ak je a izolovany bod D(f), potom je tvrdenie zrejmé. Ak je a hromadny bod, potom lim f(z) = f(a) a tvrdenie vyplyva z vety 3.2.2

r—a

o lokalnej ohranicenosti limity. m

Poznamka 3.3.7.
V predpokladoch vety je spojitost funkcie f v bode a € D(f). Zo spojitosti funkcie f na mnozine A C D(f) eSte nevyplyva jej
ohrani¢enost na tejto mnozine. Napriklad funkcia f: y = 27! je sice spojita na intervale (0; 1), ale nie ohranicen4.

13Je zrejmé, Ze staci predefinovat f(a) = lim f(z) a funkcia f bude v bode a spojité.

r—a
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Veta 3.3.9.
Nech je funkcia f spojitd v bode a€ D(f) a nech f(a) > 0 [resp. f(a) < 0].
Potom existuje okolie O(a), Ze pre vsetky z€O(a) N D(f) plati f(z) > 0 [resp. f(x) < 0].

Dokaz.
Ak je a izolovany, potom existuje O(a) také, ze O(a) N D(a) = {a} a tvrdenie je zrejmé.
Ak je a hromadny, potom lim f(x) = f(a) a tvrdenie vyplyva z dosledku 3.2.7.a. =

Yy ! Yy f(z)>0
0 < f(a1)
// O(az2)
f(a) f(z) o .
0 a1
] : O(a1) /
“ x 0> f(a2)
O(a) f(z)<o0
Obr. 3.3.55: Veta 3.3.8. Obr. 3.3.56: Veta 3.3.9.

Veta 3.3.10 (Weierstrass).
Ak je funkcia f spojita na uzavretom intervale (a; b), potom plati:

a) Funkcia f je na intervale (a; b) ohranicena.
b) Funkcia f nadobtida na intervale (a; b) svoje extrémy, t.j. existuju body c¢,d € (a; b) také, ze f(c) = min{f(z); x€(a; b)},
f(d) = max{f(z); z€(a; b)}.
Dokaz.
a) Sporom. Nech je funkcia f spojitd a neohranicend na (a; b). Potom pre kazdé n € N existuje z,, € (a; by také, ze |f(z,)| > n, t.].
im | 2)] = oo,
Tfl’ostupnost’ {x,}.2, je ohrani¢end a mozeme (veta 2.3.9) z nej vybrat {zy, }. -, ktord konverguje k nejakému e € (a; b). Je zrejmé, ze
lim |f(z,)] = o6, f(e)€ .
KedZe je f spojitd v bode e, plati 711220 f(zx,) = f(e), t.j. nlLHQlQ |f(z, )| # 00. To je spor.
b) Funkcia f je ohrani¢end na (a; b), t.j. existuju konecné m, M € R také, Ze.

m=inf{f(z); v€(a; b)}, M =sup{f(z);z€(a;b)}
Nepriamo ukazeme, ze f nadobtuda M. Nech f nenadobuda M, t.j. neexistuje x € (a; b) také, ze f(xz) = M. Potom pre vSetky = € (a; b)
plati f(z) < M. Z toho vyplyva

1
0<M— f(z), tj 0<-— "
M — f(z)
Funkcia g: y = 1/[M — f(x)] je na intervale (a; b) spojité a teda aj ohrani¢ena. To znamena, Ze existuje ¢islo k > 0 také, ze pre vSetky
x€(a; b) plati
1 1 1

O<g(x):m<k, tj. —<M—f(z), tj. flz)<M——.

k k

To je spor s tym, ze M = sup A a dokazuje, Ze funkcia f na intervale (a; b) svoje sipremum nadobtda. Pre m je dokaz analogicky. m

Poznamka 3.3.8.
Veta 3.3.10 plati iba pre uzavrety interval (a; b). Pre otvorené a polouzavreté intervaly neplati. Napr. f: y = 7! je na (0; 4) spojit4,
ale nie ohranicend (obr. 3.3.58). Na druhej strane je ohrani¢ena na kazdom intervale (a; 4), kde 0 < a < 4.

Veta 3.3.11 (Cauchyho o nulovej hodnote).
Ak je funkcia f spojita na intervale (a; b) a plati f(a)f(b) < 0, potom existuje bod c€ (a; b) taky, ze f(c) =0 (nulovy bod).

Dékaz.
Predpoklad f(a)f(b) < 0 znamena, Ze plati prave jeden zo vztahov

fla) <0< f(b),  f(a)>0> f(b).
Nech plati f(a) < 0 < f(b) (obr. 3.3.59). Pre f(a) > 0 > f(b) je dokaz analogicky.
Oznacme a = ag, b = by a rozdelme interval (ag; by) na dva rovnako dlhé intervaly
ag + b()

(ao; x1), (213 bo), kde 2, = —5—.
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Yy y
f(d) = M !
2
1
fle)=m : | z=!
a d ¢ p of a1 2 3 4 x
Obr. 3.3.57: Veta 3.3.10. Obr. 3.3.58: Poznamka 3.3.8.

Ak f(z1) = 0, potom mame koren. Ak f(z1)#0, potom oznacime (a;; b1) = (ap; z1) pre f(x1) > 0 a oznac¢ime (a;; by) = (z1; by) pre
f(z1) < 0. Potom plati
bo — Qo

flar) <0< f(by), (ay; by) C (ao; bo), by —a; = 5

Interval (a; ; by) opit rozdelime na dva rovnako dlhé intervaly

b
<(l1;l'2>, <$2;b1>, kde l’g_al—; 1.

Ak f(z2) = 0, potom mame koreii. V opac¢nom pripade oznac¢ime (as; ba) = (ay; x2) pre f(za) > 0 a (as; be) = (x2; by) pre f(z2) < 0.
Potom plati

b —ay o bo — ag

2 22
Ak budeme tymto sposobom pokracovat dalej, potom st dve moznosti. Bud po koneénom pocte krokov dostaneme bod x, pre ktory
plati f(zy) = 0 alebo dostaneme nekone¢nt postupnost do seba vlozenych intervalov {(a, ; b,)} - . Potom pre vsetky ne N plati

flag) <0< f(by), (as; by) C (ar; br), by — ap =

bn— — Qp— by — a
f(an) <0< f(bn)a <an; b’n,> - <an—1; b’n,—1> 5 bn — Qp = ! 9 ! - 0 on 0-

Z Cantorovho principu do seba vloZenych intervalov (veta 2.1.11) potom vyplyva, Ze existuje prave jeden bod ¢ taky, ze pre vSetky

ne N plati c€ (a, ; by).

Ukézeme, ze plati f(c) = 0. Z vlastnosti postupnosti {a,} ,, {b,}, -, vyplyva

lim (b, —a,) =0, lim a, = lim b, = c.

n—oo n—~0o0 n—~0o0

Ak uvazime, ze je funkcia f spojita v bode ¢, potom plati

f(e) = lim f(a,) SO< lim f(b) = f(c).  ti. f(c)=0.m

Poznamka 3.3.9.

Metdda, ktort sme pouzili v dokaze vety 3.3.11 sa nazyva metéda postupného delenia intervalu (metéda polenia, resp. metéda
bisekcie) a ¢asto sa pouziva pri numerickom hladani koreniov danej funkcie, t.j. pri rieSeni rovnice f(x) = 0.

Koren rovnice f(x) = 0 aproximujeme hodnotou z,, 11 = (a, + b,)/2 tak, aby platilo

bn —an <€, resp. ‘f(xn+l)| <g,

podmienok.
Metdda bisekcie je pomerne jednoduché, lenZe je dost pracnd. Na spresnenie korena o jeden rad potrebuje priblizne 4 kroky, preto sa

.....

Priklad 3.3.7.
N4jdite s presnostou € = 0,01 korene funkcie f: y = 2® — 3z + 1.

Riesenie.

Z priese¢nikov (obr. 3.3.60 — kvoli prehladnosti je siradnicova os x zvicSend 4,5 krat vzhladom na stiradnicovi os y) grafov funkcii
y = 2%,y = 3r — 1 odhadneme, Ze korene funkcie f st tri a lezia v intervaloch (—2; —1), (0; 1), (1; 2).

Toto tvrdenie dokdazeme pomocou vety 3.3.11. Funkcia f je spojita a plati

Z toho vyplyva f(=2)f(—1)=-3<0, f(0)f(1)=-1<0, f(1)f(2)=-3<0.
Takze nas odhad pre intervaly, v ktorych lezia korene funkcie f, bol spravny.
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Y ao bo
a) —— by =21
T2 = a2 ——i by
T3 = a3 —ibs
a4 —i by = x4

{ Al

Obr. 3.3.59: Veta 3.3.11.

Obr. 3.3.60: Priklad 3.3.7.

Pomocou metddy bisekcie najdeme s presnostou € = 0,01 koreni z intervalu (0; 1). Na jeho najdenie budeme potrebovat minimalne k

krokov, pricom pre k€ N plati

bo—ap 1-0
2k ok

Najmensie k€ N vyhovujtce predchadzajicej nerovnosti je k = 7.

Postup riesenia je znézorneny v tabulke 3.3.4 a koreniom je ¢islo zg = 0,347 656 25, ktorého odchylka od skuto¢ného korena je mensia

ako 0,003 906 25, t.j. mensia ako € = 0, 01.

Keby sme pozadovali iba presnost |f(c)| < e, postacil by nam koren x5 = 0, 343 75.

Keby sme pozadovali iba presnost b,, — a,, < &, postacil by ndm koren x; = 0,351 562 5.

Na zaver pre porovnanie s uvadzame vsetky tri korene (vypoc¢itané nenumericky s presnostou na devit desatinnych miest)

c1 = —1,879385242, co = 0,347296 355, c3 = 1,532 088 886.
Rozdiel medzi xg = 0,347 656 25 a skuto¢nym korenom c; je xg — co = 0,000359895. m

b — aj, = =2 <e=10"2  tj. 10> =100 < 2"

k| ap [flar) >0 | by [f(or) <0 | Tht1 ./i(l'/v+1) b — ay,
00,0 1,0 0,5 —0,375 — by | 1,0

1100 0,5 0,25 0,265 625 — ag | 0,5

210,25 0,5 0,375 —0,072265625 | — bs | 0,25
310,25 0,375 0,3125 0,093017578 | — a4 | 0,125

4 10,3125 0,375 0,343 75 0,009 368 896 | — a5 | 0,062 5

51 0,343 75 0,375 0,359 375 —0,031711578 | — bg | 0,031 25

6 | 0,343 75 0,359 375 0,351 562 5 —0,011235714 | — b7 | 0,015625
710,34375 0,3515625 | 0,34765625 | —0,000949323 | — bg | 0,0078125
8 10,343 75 0,347 656 25 0,003 906 25

Tab. 3.3.4: RieSenie rovnice 2° —3x+1=0 z prikladu 3.3.7 metédou bisekcie.

Z Cauchyho vety o nulovej hodnote vyplyvaji mnohé désledky. Jednym z najvyznamnejsich désledkov je nasledujtca veta o medzi-
hodnote a veta 3.3.13.

Veta 3.3.12 (O medzihodnote).
Nech je funkcia f spojité na intervale I C R a nech a,bée I. Potom f nadobida vSetky hodnoty medzi f(a) a f(b), t.j. pre vSetky g€ J,
kde J je otvoreny interval s koncovymi bodmi f(a) a f(b), existuje ¢islo p€(a; b) také, ze plati f(p) = q.

Dokaz.

Ak f(a) = f(b), potom je takd hodnota iba jedna a tvrdenie vety plati.

Nech f(a) < ¢ < f(b) (vid obr 3.3.61). Ozna¢me g: y = f(z) — ¢, x€(a; b), potom plati f(a) — ¢ = g(a) < 0 < g(b) = f(b) — q. Potom
(veta 3.3.11) existuje p€ (a; b) také, ze g(p) = f(p) —q¢ =0, t.j. f(p) =q. Pre f(a) > ¢ > f(b) je dokaz analogicky. m

Désledok 3.3.12.a.
Ak je f na intervale I C R spojita, potom f(I) je jednobodovd mnozina alebo interval.

Poznamka 3.3.10.

Ak je interval I uzavrety a ohraniceny, potom aj f(I) je uzavrety a ohrani¢eny a na zdklade vety 3.3.10 plati f(I) = (m; M), pricom
m = min f(x), M = max f(z), z€1.

Ak je funkcia f na intervale I spojita, ale I nie je uzavrety alebo ohraniceny, potom vo vSeobecnosti typ intervalu f (/) ur¢it nevieme
(obr. 3.3.63). Ale ak je funkcia f rydzo monoténna, potom interval f(I) ma rovnaky typ ako I.
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Y If Y f
f(b) fo) =M
q ! f(I)
f(a) I (@) //_\ |
a p1 P2 P p T L (a; b) & b X
Obr. 3.3.61: Veta 3.3.12. Obr. 3.3.62: Désledok 3.3.12.a.

y y y
IM 1M 1M 1K
f

xr xr xXr

0] r(1) =05 1) 0] ) =(05000 O] fy=(0;000 O] ()=(0;1) %

Obr. 3.3.63: Zobrazenie intervalu I = (0; co) spojitou funkciou f
(poznamka 3.3.10).

Priklad 3.3.8.
Spojita funkcia moze zobrazit interval [ = (—m; m) na rozne intervaly, napr. (obr. 3.3.64)
fi(z) =cosx: I — (=1;1), fo(zx)=sinx: [ — (-1;1),
fa(x)=1:1T = {1}, faulx)=2:1—(-1;1), fs(x)=tg5:1— R,

fo(x) =|tg5|: T = (0;00), folw)= -2 —1=-3:7-(0; 00). m

y Y| o1 Y z
1 T o Yy ) 1l e T
—Tr x T X
0 ™ - 0 ™ - 0 ™
.............. | 1 1 S |
f2(I) =(-1;1)

€3] |te 5
L
0 ™ - 0
=il =il
f5(I) =R fe(I) = (0; o0)

Obr. 3.3.64: Zobrazenie intervalu I = (—m; m) z prikladu 3.3.8.

Veta 3.3.13.
Spojita funkcia je na intervale I C R prosta prave vtedy, ak je na I rydzo monotdénna.

Dokaz.
NP_.: Sporom. Nech je funkcia f prostd a nie je rydzo monoténna.
Potom existuju body xq,xo, x3€ I, 1 < 19 < 3 také, zZe plati

f(x1) < f(x2), f(w3) < f(w2), 7resp. f(x1) > f(x2), f(w3) > f(2).

KedZze je funkcia f prostd, plati f(z;1) # f(r3) a mozu nastat Styri pripady. Ich dokaz je podobny a preto dokdzeme iba pripad
f(x1) < f(xs) < f(z2).

Potom (veta o medzihodnote) existuje p€ (z;; x2) také, ze f(p) = f(x3). Kedze p# x3, dostali sme spor s tym, Ze je f prosta.
PP_: Vyplyva z vety 3.1.4. m
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Na zaver spomenieme bez dokazu vetu o spojitosti inverznej funkcie (obrazok 3.1.14).

Veta 3.3.14 (O spojitosti inverznej funkcie).
Ak je f prosta a spojitd na intervale I, potom inverzné funkcia f~! je spojitd na f(I).

Ak uvazime vSetky doterajsie vysledky o spojitych funkcidch, mozeme vyslovit tvrdenie, Ze vSetky elementarne funkcie su
spojité.

Cvicenia
3.3.1. Vysetrite spojitost a charakter bodov nespojitosti funkcie:
) y=rsin b) y= ) u=o Q) y=r
a) y = xsin— = c) Yy=1— = —
Y x’ sinz’ YT Y ||’
e) y=[sinz], f) y = |cosz], g) y = Inlsinz], h) y =In|cosz|,
. 1 . 1 1 x?
1)925111;, J)?JZCOS;; k) y:1+x2’ 1) y:$—2|,
m) y = sgnsinz, n) y = Sgncos, 0) y=+3—2a? p) y=+/3— |z,
sin x sin x x 1
Q) y=—7, )y =—", s) Y= ——, t) y = arctg —
x || sin x x
3.3.2. Urcte a € R tak, aby bola funkcia f spojita na svojom D(f), ak:
a— a2, prez <0, a— %, prexz <0,
2) f(x)_{av—l—Q, pre x > 0, b) f(:E)_{&—a:, pre x > 0,
_ [az, pre x < 1, B {e‘w, pre x < 0,
¢) flz)= {2 —z/a, prez >1, ) flz) = a—x, prex > 0.
3.3.3. Urcte a,be R tak, aby bola funkcia f spojita na svojom D(f), ak:
a—x? preze(—oc;0), 2?2 —a, prexe(—oo;b),
a) f(x)=<¢ x+2, prexe(0;2), b) f(x)=< z+2, prexe(b;a),
3r+b, prexe(2; ), 3r+b, prezx€(a; ).

3.3.4. Urcte f(0) tak, aby bola funkcia f spojita v bode 0, ak pre x#0 plati:

) f) =50 b) o) = S ) flr)= U
4) J@) = 1+ 20", ©) f(x)=a® et 1, D o) = Yt

3.3.5. Nech je funkcia f nespojitd v bode a€ D(f). Ak je funkcia |f| v bode a?

3.3.6. Zostrojte funkciu, ktord je definovand na mnozine R, je vSade spojitd a ma prave 0, 1, 2, ..., n, (n € N), resp. nespocitatelne
vela bodov nespojitosti.

3.3.7. Zostrojte funkciu, ktord je definovand na mnoZine R, je vSade nespojitd a ma prave 0, 1, 2, ..., n, (n € N), resp. spocitatelne
vela bodov spojitosti.

3.3.8. Nech su funkcie f, g nespojité v bode a € D(f) N D(g). Zistite, aké st nasledujtce funkcie v bode a. Svoje tvrdenie ilustrujte
konkrétnymi prikladmi.

a) f+g, b) g/f, c) f9g, d) f(f), e) f(9), £) 1f(g)l-

3.3.9. Nech je funkcia f spojitd a funkcia g nespojitd v bode a € D(f) N D(g). Zistite, aké st nasledujtce funkcie v bode a. Svoje
tvrdenie ilustrujte konkrétnymi prikladmi.

a) f+y, b) g/f, c) fg, d) g(f), e) f(g), £) 1f(9)l.
3.3.10. Uréte mnoziny, na ktorych st spojité funkcie f(g), g(f), ak f(z) = sgnx a plati:

a) g(x) = (1 - a?), b) g(z) = (=)l c) g(z) =sgn(l — ),

d) g(z)=1+z— [z, e) g(x) =1+ |z], £) g(z) =1—x(z).

3.3.11. Dokézte, ze ak st na mnozine A spojité funkcie f, g, potom si na mnozine A spojité aj funkcie y = min{f(z), g(x)},
y =max{f(z),g(x)}, z€A

3.3.12. Metédou bisekcie s presnostou € = 0,01 najdite vSetky korene funkcie f:
a) f(z)=12%+2z—11, c) f(z) =e"+uz, b)
d) f(z)=Inz—3+uz, e) fla)=e""1—p—1, f)

(r) = 23 =622 +2 1 +5,

(r) =cosz?+z — 1.

f
f

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 118 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



CVICENIA

MATIT—S

3.3.13. Dokéazte, ze dana rovnica ma rieSenie na intervale I a najdite toto riesenie.

a) ot —4x3 +5x—1=0, [=(0;1),
c) P —x—-1=0, I=(1;2),
e) v+ arcsinz® =0, [=(-1;0),

3.3.14. Najdite mnozinu f(7I), ak:
a) I = (m;3n/2), f(x)=sin2z,
c) I=(0;00), f(z)=uxlz],
e) 1 =(0;00), f(z)=x(z*+1),

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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b) 2t — 423 +5x—-1=0, I=(1;2),
d) cosx —x =0, I=(0;1),
f) x4+sin(z—1)=0, I=(0;1).

Treti v hre je ten, co nie je.
RAINER MARIA RILKE
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Je lepsie lutovat, Ze sme nieco zazili,
ako Iutovat, ze sme to nezazili.

GIOVANNI BOCCACCIO

Chlastat umi kazdej viil, kdyz ma zizen.
Ale ten kluk pije pro radost. Tak to ma byt!
JAN MATEJKA

Nikto uceny z neba nespadol, ale hlupakov akoby zhadzovali.
JULIUS TUWIM

Povedz cloveku, Ze je na nebi 97830124737182 hviezd a uveri ti.
Ale napis na listok: ,cerstvo natreté” a kazdy skiisi, aby sa presvedcil.
JULIUS TUWIM

Existuju tri druhy klamstiev: 1zi, prekliate 1Zi a Statistiky.
MARK TWAIN

Ked zbadas suktiu, zabudnes, Ze si Zenaty.
manzelka MARKA TWAINA

Naopak, to si na to vzdy spomeniem.
MARK TWAIN

Aj tie najkrajsie nohy niekde koncia.
JULIUS TUWIM

Kde sa nudime lepsie ako v rodinnom kruhu?
OSKAR WILDE

Sprosty je ako pen, ale stryka ma miudreho.
DARGINSKE PRISLOVIE

Co sa do suda dostane prvé, tym je citit stale.
ISLANDSKE PRISLOVIE

Nie vSetci somari maju velké usi.

NEMECKE PRISLOVIE

Pri stole a v posteli nesmie byt ¢lovek hltipy.
NEMECKE PRISLOVIE

Zivot je zart. To som si vzdy myslel, teraz to viem.
JOHN GAY — nahrobny napis

Predstavte si to ticho, keby ludia hovorili iba to, ¢o vedia.
KAREL CAPEK

Skola rozvija vsetky vlohy, vratane hliiposti.
ANTON PAVLOVIC CECHOV

Priatel je ten, kto vie o vds vSetko
a napriek tomu vas ma stale rovnako rad.

ELBERT HUBBARD

Pesimista je ¢lovek, ktory ked ho postavia pred dve zla, vyberie si obe.
ELBERT HUBBARD

Zo vsetkych hlupakov je najneznesitelnejsi zcestovany hlupak.
Prinasa si hliposti inych narodov a pridava ich ku svojim.
ALEXANDER HUMBOLDT
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Kapitola 4

Diferencialny pocet realnej funkcie realnej premennej

4.1 Derivacia realnej funkcie

4.1.1 Definicia derivacie funkcie a jej zakladné vlastnosti

Zakladnym pojmom diferencidlneho poctu je pojem derivacie. K zavedeniu pojmu derivacie funkcie viedli predovsetkym dva prob-
lémy, ktoré st uvedené v nasledujtcich prikladoch. Prvym je problém urcit okamzit( rychlost priamociarého pohybu hmotného bodu
a druhym je problém urcit rovnicu dotyc¢nice grafu redlnej funkcie v danom bode.

Priklad 4.1.1.

Uvazujme hmotny bod H, ktory sa pohybuje po priamke (obr. 4.1.1) a jeho pohyb je opisany funkciou s(t), zavislou od ¢asu t. Cas
zatneme merat od okamihu ¢y a bod na priamke, v ktorom sa prave hmotny bod H nachadza, nazveme pociatok P,.

Ak sa v ¢ase t > ty nachddza hmotny bod H v bode P, potom s(t) predstavuje dlzku tse¢ky PyP. Ozna¢me @ polohu hmotného bodu
H v case t + At, kde At#0.

Usecka P(Q prestavuje drahu, ktort prejde hmotny bod od okamihu ¢ po t + At, t.j. v ¢asovom intervale At. Ak oznadime As =
s(t + At) — s(t), potom priemernt rychlost © hmotného bodu H v ¢asovom intervale At moZeme vyjadrif vzfahom

As  s(t+ At) —s(t)

At At '

Ak sa bude ¢asovy interval At zmensovat, t.j. ak At — 0, potom sa bude priemernd rychlost v priblizovat k okamzitej rychlosti v(t) v
case t. To znamena, ze plati

v =

o As o s(t A —s(t)
O=dmre iy AT A "

Priklad 4.1.2.
Uvazujme spojitu redlnu funkciu y = f(x) a bod P = [zo; f(x¢)] leziaci na grafe funkcie f. Rovnica doty¢nice dp k funkcii f v bode P

ma tvar F(x0)
: y— f(z
y— [(@o) = k(z —z0) = tgp(z — z0) t.j. tgp= Txoo’
kde k = tga je smernica doty¢nice dp. Ak @ = [x; f(x)] je Tubovolny bod leziaci na grafe funkcie f (obr. 4.1.2), potom pre smernicu
priamky P(Q) plati
f(x) = f(xo)

tgag = ————=.
r — 2o
Ak sa bude bod @ priblizovat k bodu P, t.j. ak © — x4, potom sa bude priamka P(Q) priblizovat k doty¢nici dp. To znamenad, ze bude
platit @ — ¢, tga — tg .
Smernicu tg ¢ mdzeme potom vyjadrit v tvare

tgp = lim tga = lim M. [ ]
a—p T—T0 T — X

Po matematickej stranke veda obidva priklady na rovnaka limitu, ktord sa v praxi pouziva velmi ¢asto a nazyva sa derivacia
funkcie.
Nech f je funkcia definované v nejakom okoli bodu x¢ € D(f). Hovorime, Ze funkcia f ma v bode 1, derivaciu, ak existuje (aj

nevlastna) limita!
lim f(z) = f(@o) ~ lim f(zo +h) — f(xo)
z—ro T — X h—0 h

, (4.1)

ktort oznacujeme f’(xz), resp. f'(x)|z=s, & nazyvame derivacia funkcie f v bode .
Podla toho, ¢i je limita (4.1) vlastna alebo nevlastné, hovorime o vlastnej? alebo nevlastnej derivacii funkcie [ v bode .

IPouzijeme substittciu h = = — xo.
2Pokial nebude uvedené in4¢, budeme pod pojmom derivécia rozumiet vlastnt derivaciu.

121
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Y f
- - Q
f(@)
FPo P Q
I f(z) = f(zo)
s(t) s(t+ A1) — s(t) ; (xo'; P = Fy — f(ao)
s(t + At) dp | A4 =70 z
0 To
Obr. 4.1.1: Uloha o rychlosti. Obr. 4.1.2: Uloha o doty¢nici.

Poznamka 4.1.1.
Ak je redlna funkcia f definovand vzorcom y = f(x), oznacujeme derivaciu funkcie f v bode zg € D(f) tiez vztahmi y'(zo), resp.

Y (@) |o=zo-
Casto sa pouziva oznacenie pomocou diferencidlov,® ktoré zaviedol G. W. Leibniz
df(ze) d _df(x) dy(zo) d ~ dy(x)
de  dz f(wo) = CE N P T T y(0) = dz |,_,,

Tieto vztahy ¢itame derivacia funkcie f podla z v bode xg, resp. stru¢ne df(zo) podla dz. V stvislom texte sa pouziva zapis
df(zo)/ dz, resp. dy(zo)/ dz.

Priklad 4.1.3.
Uvazujme konstantnu funkciu f: y = ¢, kde c€ R.

Jo£1) = (@) 0 €=€ o= 0. m
h h—0 h h—0

Pre vSetky o€ R plati f'(z) = }llir%

Priklad 4.1.4.
Nech ne€ N a nech xy€ R. Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = 2™ v bode x.

RieSenie.
Na zaklade vzfahu 2" — 28 = (z — xo) (2™ L + 2" 220 + - - + 22y > + 2 ") plati
" — xy
f'(z0) = lim O = lim (2" '+ 2" Pag+ - apt) =
r—x0 T — X T—T0

_ .n—1 n—2 n—2 n—1 __ n—1

=Ty +Ty Tot+ -+ Tory "+ Ty  =nry .M
Veta 4.1.1.
Ak ma funkcia f v bode xq vlastna derivaciu, potom je v bode xq spojita.
Dokaz.

Na zéklade vety 3.3.1 stac¢i ukazaf, ze plati
lim f(z) = f(xo), tj. lm f(z) — f(z) = lim [f(z) — f(x0)] = 0.

T—T0 T—T0 T—x0
Kedze f'(z9) = lim Jlw)= o) je koneéné a lim [xr — xy] = 0, potom plati
T—x0 r—XT T—T0
. . x)— J(x .
hmO [f(z)—f(xo)] = hmo W[x—xo] = f(xo) hmO [x—x0] = f'(20)-0=0.m
T—x T—x T—Tg T—x

Poznamka 4.1.2.
Ako dokazuje priklad 4.1.5, opacnd implikacia neplati. To znamenad, Ze spojitost funkcie v danom bode nezarucuje existenciu derivacie
v tomto bode.

Z geometrického hladiska (priklad 4.1.2) predstavuje vlastnd derivicia funkcie f v bode xy smernicu priamky, ktori nazyvame
doty¢nica (doty¢nica so smernicou) ku grafu funkcie f v bode [zy; f(x¢)] a ktoré je uréend rovnicou

y = f(xo) + f'(z0)(x — 0). (4.2)
Ak je derivécia f'(x) nevlastna a f je spojita v bode x(, potom doty¢nicou bez smernice ku grafu funkcie f v bode [zg; f(10)]
nazyvame priamku, ktord je rovnobezna s osou y, kolma na os x a prechadza bodom [xg; f(z0)], t.j. priamku z = .
Normalou ku grafu funkcie f v bode [zo; f(7¢)] nazgvame priamku, ktora prechadza bodom [z¢; f(x0)] a je kolma na doty¢nicu
ku grafu funkcie f v tomto bode.

3Blizsie sa im budeme venovaf neskér.
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Poznamka 4.1.3.
Normala ku grafu funkcie f v bode [z¢; f(x0)] existuje prave vtedy, ak v tomto bode existuje dotyénica. Ak existuje konecné derivacia
f'(z0) #0, potom m4 norméla tvar?

1 1

— f(xg) = — T — , t.3. = f(xg) — ———(x — 29). 4.3

Y f(’ﬁo) f’(on) (’U Io) J- Y f(’Uo) f’(ﬂ7o) (I ’Uo) ( )
Yy n VARE d Y d
d f
f(zo) f(zo)
f(zo) -
f/ el f x
o T zo T _1—x
f'(x0) =0 f'(x0) € R, f'(x0) #0 f/(z0) = 00

Obr. 4.1.3: Doty¢nica a normala k funkcii f v bode [zo; f(z0)]-

4.1.2 Jednostranné derivacie a derivacia na mnozine

Nech f je funkcia definovanéa v nejakom lavom okoli bodu g € D(f). Hovorime, Ze funkcia f ma v bode 1z, derivaciu zlava, ak

existuje limita
' (xg) = lim M — lim fzo+h) — f(xo)
=Ty T — X h—0— h,

Y

ktort nazjvame derivacia funkcie f zlava v bode .
Nech f je funkcia definované v nejakom pravom okoli bodu z € D(f). Hovorime, 7Ze funkcia f ma v bode z, derivaciu sprava,

ak existuje limita
fi(xo) = lim M — lm f(zo+ hl)l — f(o)

xﬂxg r — 2o h—0+

Y

ktort nazyvame derivacia funkcie f sprava v bode x.

Derivéaciu zlava a sprava sihrnne nazyvame jednostranné derivacie funkcie [ v bode z a deriviaciu nazyvame obojstrannou
derivaciou funkcie f v bode .

Z vlastnosti jednostrannych limit (veta 3.2.11) a z definicie jednostrannych derivéacii priamo vyplyva nasledujica veta.

Veta 4.1.2.
Funkcia f ma v bode z derivaciu f’(z) prave vtedy, ak ma v bode z jednostranné derivacie f’ (zo), f(z0) a plati f’ (x0) = f (o).

Priklad 4.1.5.
Funkcia f: y = |z| je spojitd v kazdom bode D(f). V bode 0 nema derivaciu, pretoze

—10 —
£0) = tim O =y " (0) = lim

z—0- 1 —0 z—0- X z—0t T — z—0t+ T

Priklad 4.1.6.
Vypocitajte derivaciu funkcie f: y = sgnx v bode x € R.

RieSenie.
Funkcia f je spojita v kazdom bode g€ R — {0}. Pre xy < 0 plati f'(z9) = [-1) = 0 a pre 0 < x¢ plati f'(zo) = [1] = 0. Pre 20 =0
plati f/(0) = oo, pretoze

- —1- 1
/2(0) = lim sgna - sgnl _ lim 0__ lim — = —(—o00) = o0,
z—0~ z—0 z—0~ x z—0~ T
. sgnx —sgnl . 1-0 .1
(0) = lim 2R TSERD — lim - —oco. m
ey R R

Uz sme spominali, Ze ak méa funkcia f v bode xy vlastni derivaciu, potom je v tomto bode spojita (veta 4.1.1). Analogické tvrdenie
plati aj pre jednostranné derivacie.

4Priamky y = kxr +a, y = qv + b (t.j. kv —y +a =0, gv —y + b = 0) st na seba kolmé, ak st na seba kolmé ich normalové vektory (k; —1), (¢; —1). To
znamend, ak plati kg + (=1)(=1) = kq¢+1=0.
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Veta 4.1.3.
Ak mé funkcia f v bode zq vlastni deriviciu zlava [resp. vlastnt deriviciu spraval, potom je v bode xy spojita zlava [resp. spojita
sprava).

Do6sledok 4.1.3.a.
Ak ma funkcia f v bode zy obidve jednostranné derivacie vlastné, potom je v x( spojita.

Poznamka 4.1.4.

Z geometrického hladiska predstavuji jednostranné derivacie funkcie f v bode xy smernice tzv. lavej [resp. pravej] poldotyénice
ku grafu funkcie f v bode [x¢; f(z0)]. To znamend polpriamky vychadzajice z bodu zy a dotykajice sa grafu funkcie f v bode
[zo; f(20)] v Tavom [resp. pravom| okoli bodu zy (obr. 4.1.4, 4.1.5).

0 0

Obr. 4.1.4: Réznobezné poldotyc¢nice. Obr. 4.1.5: Jednostranné poldotycnice.

Uvazujme realnu funkciu y = f(x). Ozna¢me M C D(f) mnozinu v8etkych bodov, v ktorych ma funkcia f (kone¢ni) derivaciu. Ak
M #1), potom mozeme definovat pre vSetky xo€ M funkciu g vztahom g(z) = f'(z). Funkciu g nazyvame derivacia funkcie [ na
mnozine M a oznacujeme [,y resp. y = f'(z), x€ M, resp. df/ dz, dy/ dz.

Poznamka 4.1.5.
Derivacia funkcie f v bode xo € D(f) je ¢islo f'(xg), pripadne oo a derivacia funkcie f na mnozine A C D(f) je funkcia y = f'(z),
reA.

Mnozina M, na ktorej je definovand funkcia [’ je oby¢ajne interval alebo zjednotenie intervalov. Derivécia funkcie f na intervale
(a; b), podobne ako spojitost, znamena obojstrannt derivaciu f’(z) pre vietky z € (a; b) a jednostranné derivéacie f’ (a), f’(b).
7 definicie derivacie funkcie f na mnozine M a z viet 4.1.1 a 4.1.3 vyplyva priamo nasledujtice tvrdenie.

Veta 4.1.4.
Ak ma funkcia f na mnozine M derivaciu f’, potom je na mnozine M spojita.

Priklad 4.1.7.
Vypocitajte derivacie funkcii y = sinx, y = cosx, y = €* na mnozine R.

Riesenie.
Na zaklade znamych siuctovych vzorcov pre goniometrické funkcie

. . . T—a T+ a . r—a ., r+a
sinx — sina = 2sin cos , cosx — cosa = —2sin sin
2 2 2 2
in (h/2 — i
a vztahu }lllir(l) % = [ hz/i OZ } = ]1113(1) SHZIZ = 1 pre vsetky z € R plati
9 i h 2x+h
: B) — si sin — cos
[sinz] = lim sin (z+h) = sin = lim 2 2 _ cosz,
h—0 h h—0 h
9 "
2
94 . 2x+h
) — —2sin — sin
[cosz]” = lim cos (wth) = cosz_ lim 2 2 _ _sina,
h—0 h h—0 h
2 —
2
ea:-l—h —eZ eh _ eh -1
) =l Sl = i =l =
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4.1.3 Zakladné vety pre vypocet derivacii

Pri praktickom vypocte derivacii, t.j. pri derivovani réznych funkcii spravidla nepouzivame definiciu. Pouzivame rozne vzorce a
pravidla, z ktorych si niektoré odvodime.

Veta 4.1.5.

Nech maju funkcie f, g derivicie na mnozine M #() a nech c€ R.

Potom existuju derivacie funkeii ¢f, f+g, fg na mnozine M a derivacia funkcie f/g na mnozine M; = {x€ M ; g(x)#0}. NavySe pre
vsetky x € M, resp. x € M; plati:

) (ef)(@) = cf (x). b) (f£a)(x) = F(x) £ (x).
/ — () alx 2)d' (x i / _ f/(%)g(%) — f(T)g/(%)
b) (f9)(x) = ['(2)gla) + f(2)g'(2) 3 2] @ i
Dokaz.

a), b) Vyplyva priamo z definicie.

c) Nech z € M. Potom z definicie derivacie vyplyva

(f9)(z+h) = (fg)(x) flzth)g(z+h) - f(2)g(x)

(f9)'(w) = limy ; = lim ; -
~ lim flz+h)g(x+h) — f(x)g(x+h)+ f(x)g(z+h) — f(z)g(z) _
h>0 h
~ lim {f(erh;L— f(z) g(Hh)] + lim {f(x) g(x—l—th— g(@)] _

= f(@)g(x) + f(2)g'(2).
d) Nech x € M;, potom plati

~h=0 hg(zt+h)g(z)  g2(w)

g@+h)  g(a)

H’(I _ }hﬂ%% [ 1 1 } _ i 9@ —9(zth) (@)

Z toho na zaklade Casti c) vyplyva

=[] @=rw -l - L S0

Poznamka 4.1.6.
Vzorce z predchadzajicej vety (vratane dokazu) zvykneme strucne zapisovat

' =g [f]_ L9t
el =l (Froy=rkd. (o =rorsss 3| =4 L) LI
g g g g
Priklad 4.1.8.
Vypocitajte derivacie funkcii y = tgx, y = cotgx.
Riesenie.
Pre vsetky redlne x#7/2 + kr, kde k€ Z, plati
, sinz]’  [sinz]) cosz —sinz[cosx]  cosxcosx — sin z[— sin 2] 1
cos T cos? x cos? x cos? x
Analogicky pre vSetky realne x # kw, kde k€ Z, plati
,  [cosx]’ [cosx]'sinw — coszfsinz]  —sin®z — cos’x -1
[COth]:[ i|: D) = . 92 :,2..
sin x sin® x sin® sin® x

Priklad 4.1.9.
Néjdite rovnicu priamky, ktora je doty¢nicou grafu funkcie f: y = x/(x—1) a je rovnobeznd s priamkou x +y — 2 = 0.
Riesenie.

Pre vSetky x € D(f) = R — {1} plati

Jw) = ) i ) Hl e 1Y

Smernica priamky r +y —2=0,tj. y = —x+2je k= —1

Lil}lzl-(x—l)—x(l—O) r—1—2x ~1
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4.1. DERIVACIA REALNEJ FUNKCIE MATI—S

Doty¢nica ku grafu funkcie f v bode [zo; f(z0)] mé rovnicu y = f(zo) + f'(z0)(z — x0) a smernicu k = f'(z). Takze hladame xo € D(f)
tak, aby
—1
f (‘IO) (‘IO _ 1)2 ) J (‘TO )
Tato rovnica ma dve rieSenia zy = 0, resp. o = 2. Z toho vyplyvaju dva dotykové body [0;0], resp. [2;2] a teda aj dve doty¢nice,
ktorych rovnice su
y=0—1(z—0)=—2, vresp. y=2—-1(z—2)=4—z.m

Veta 4.1.6 (O derivacii inverznej funkcie).

Nech y = f(x) je spojitd a rydzomonoténna funkcia na intervale I C R.

Nech xj je vntutorny bod intervalu I a nech existuje f’(zq)#0. Oznacme yo = f ().
Potom inverznéa funkcia z = f~!(y) méa derivaciu v bode y, a plati

e 1 I
[/~ (wo) = F1@0) o1ty (7 H10))

Dokaz.
Z vety 3.3.13 vyplyva, Ze funkcia f je prostd a teda inverzna funkcia f~! existuje.
Ak pouzijeme substittciu y = f(x), t.j. z = f~*(y), potom z definicie derivacie vyplyva

TP et () B A (7)) x B
=  m RO fe) . J@ TG )

Poznamka 4.1.7.
Ak je podmienka f’(x¢)#0 splnena pre vSetky xo € I, potom mozeme zjednodusene pisat

1 1 df Yy) dx 1 1
W) = = , resp. e — .
S5 T rrw) R VA TRV IE)
dx dx
Priklad 4.1.10.
a) Funkcia f: y = e je na R spojitd a rastuca. Pre vSetky x € R plati f'(x) = e* #£0.
Pre derivaciu inverznej funkcie f~!: o = Iny, y > 0 potom plati
1 1 1 1 1
1 / et =1y et g = — = = —.
[ Ily] [f ] (y) f/(.fE) [ex]/ er elny Yy
b) Funkcia f: y =sinx je na (—7/2; 7/2) spojité, rasttca a plati f'(z) = cosx > 0.
Potom cosx = /1 —|[sinz|? a pre derivaciu funkcie f~': r=arcsiny, ye(—1; 1) plati
arcsin ]/ — ! 1 1 1 1
arcsiny]' = — = — — _ ‘
Y [sinz]  cosz /1 _gin2x /1 — [sinarcsiny]? 1—2
c¢) Funkcia f: y = cosz je na (0; 7) spojita, klesajica a f'(x) = —sinx < 0.
Kedze sinz = /1 —[cosz]?, z€(0; 7), potom pre f~!: z=arccosy, y€(—1; 1) plati
, 1 1 1 1 1
larccosy|" = = = =—

[cosz]  sinz  1-—cosz /1 — [cos arccos y]? 1—y2

d) Funkcia f: y = tgz je na (—m/2; m/2) spojité, rastiuca a f'(x) = cos™ 2z #0.
Pre derivéciu inverznej funkcie f~!: o = arctgy, y € R plati
arctg ] — S 1 1 1 1
[tg x|’ 1 sin?x+cos’z  tg?x+1  [tgarctgyl?+1 y2+1
cos? T cos? x

e) Funkcia f: y = cotgz je na (0; 7) spojitd, klesajica a f'(x) = —sin~? 2 #£0.
Pre derivaciu inverznej funkcie f~!: x = arccotgy, y € R plati

1 -1 -1 -1
t / = = = = - .1
larccotg ] [cotg x)’ -1 . cos’x  1+[cotgarccotgy|? y2+1
sin® z + sin?
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Veta 4.1.7 (O derivacii zloZenej funkcie).

Nech F(x) = g(f(x)), x€ M C R je zlozené funkcia s vnatornou zlozkou u = f(x), x € M a vonkajSou zlozkou y = g(u), u€ My, kde
f(M) C M. Nech zo€ M, ug = f(xo).

Ak existuju derivacie f’(xg), ¢'(uo), potom tiez existuje derivacia F’(xq) a plati

F'(wo) = [9(f (x0))] = ¢'(f(0)) - f'(w0) = g (uo) - f'(x0)-

Dokaz.
Z predpokladov vyplyva, 7e existuju vlastné limity
o) = tim LG ) gy S0 = 0(0)
T—T0 T — Xy u—uQ U — U

Ak pouzijeme substiticiu u = f(z), potom z definicie derivacie a z vety 3.2.9 vyplyva

Flog) — i PO = Fla) o oU(@) — o)
i S @) =g o) f@) =) g @) =g (w0)) | F @)= (w0)

eono f(x) — f(zo) v—z9  avno f(z)— fzg) o0 T — g
i W Z900) e S@ 2 S@) ey p) = (o) - Fo). m

U—U0 U — Ug T—X0 T — Xg

Poznamka 4.1.8.
Ak existuju derivacie f’ na M a ¢’ na M;, potom modzeme zjednoduSene pisat

dF(z) _dy _dy du _dg(u) df(x)

F'(z) = [g(f))(z) = ¢ (u) - f'(x), resp. “dr  dz  du dz du  dx

Priklad 4.1.11.
Vypoditajte derivaciu funkcie F': y =1 — 22, z€(—1; 1).

RieSenie.
Ak oznadime f: uw=1-2% z€(—1;1)ag: y= /u, u€(0; c0), potom funkciu F mdzeme zapisat v tvare F'(z) = g(f(z)) = g(1—z?).
Pre derivacie f’, ¢’ plati
-1/2 1
fla)=[1-2 = —22, ze(-1;1), ¢u)=[u?] ==

Z toho vyplyva, ze pre f(z)#0, t.j. z€(—1; 1) plati

F'(z) = g'(f(2)) - f'(x)

—2x —x

W Y wr i

1 'y
ECh

Poznamka 4.1.9.
Pri praktickom derivovani zloZenych funkcii (aj viacnasobne zlozenych) vysledok zvycajne pisSeme priamo a jednotlivé zlozky nevypisu-
jeme.

Priklad 4.1.12.
a) Funkciu f: y = a®, z€ R, kde a > 0, a#1 mozZeme derivovat ako zlozent funkciu

[ax]/ — [elnaz]/ — [exlna}/ — eaclna -[a:lna]’ — exlna lna = &x Ina.

b) Funkciu f: y = 2% z > 0, kde a € R mdzeme tiez derivovat ako zlozenu funkciu
a]/ — [elnx“]/ — [ealnx}/ — ealnx '[(Zhl.’ﬂ]l — ealnx g = z%. g
x

a—1

[z =ax

¢) Pre derivaciu funkcie f: y = 2®, > 0 plati

@ 1
(%] = [e™* ]/ = [e’”lm’], — "7 [glna] = 2” [1-lnx+x-—] =2°[l+1Inz]. m
T

Na zéver uvedieme jeden doésledok vety o derivécii zloZenej funkcie, ktory moze v mnohych pripadoch zjednodusit derivovanie
zlozitejsich funkcii.
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4.1. DERIVACIA REALNEJ FUNKCIE MATI—S

Daosledok 4.1.7.a (O logaritmickej derivacii).
Nech y = f(x), z€ M je redlna funkcia. Nech xy€ M je také, Ze existuje f'(zo).
Ak f(z9) > 0, potom plati f'(zo) = f(zo) - [In f(zo)]".

Dokaz.
Ak oznadime g: u = Iny, potom funkcia F': u = g(f(z)) = In f(x) splita predpoklady vety 4.1.7. Potom existuje derivacia F'(zg) =
[In f(x0)]" a plati

I o) = 7 £0) = 25 i o) = f(a) - floo)) m

Vyraz [In f(xo)]" = f'(x0)/f(z0) nazyvame logaritmicka derivacia funkcie f v bode zy. Ak st predpoklady dosledku splnené
pre vSetky xq€ M, potom hovorime o logaritmickej derivacii funkcie [/ na mnozine M.

Priklad 4.1.13.

Pre funkcie z prikladu 4.1.12 pomocou logaritmického derivovania plati:
a) Pre xeR, a > 0, a#1 plati [a*) = a” [Ina®] = a” [zlna) = a” lna.
b) Pre x > 0, a€ R plati [z%] = 2%[ln2?) = 2%[alnz] = 2% /z = az®~ .

c) Pre x > 0 plati [2*] = 2®[ln2”) = 2*[zInz) = 2" [lnz + o /2] = 2*[1 + Inz]. =

Priklad 4.1.14.
Nech f, g st redlne funkcie definované na mnozine M C R. Ak pre vSetky = € M plati f(z) > 0, potom na mnozine M ma zmysel
funkcia F' = f9. Pre jej derivaciu plati

(#)f'(x)

[f(x)g(x)]/ _ f(x)g($) [g(I) lnf(ac)}, _ f(q;)g(l‘) g (z)In f(z) + ng .

4.1.4 Derivovanie elementarnych funkcii

Néajst derivaciu danej funkcie v tvare analytického vzorca je pomerne Casta a délezita tloha pri rieSeni mnohych problémov nielen
v matematickej analyze, ale aj v praxi. Zakladom tychto vzorcov st elementarne funkcie a ich derivacie.

Na zéver tejto ¢asti zhrnieme vzorce derivacii zakladnych elementarnych funkcii do tabulky 4.1.1. Pre praktické potreby derivovania
je nevyhnutné si tieto vzorce zapamétat.

Priklad 4.1.15.
Vypoditajte derivacie funkcii y = log, z « > 0 a y = log, |z|, x # 0, kde a > 0, a#1.

Riesenie. )
1 In x|’ 1
Pre z > 0 plati [log, z]' = nelt [naf , [log, |z|] = [log, 2] = :
Ina Ina rlna rlna
1 -1 1
P < 0 plati |1 =11 —z)] = (=) = (—1) = .
te & < 0 platf flog, Jol) = [log, ()} = ——(~2)' = —— (-1} = — .
Priklad 4.1.16.
Pre vSetky x € R plati [sinh ]’ = coshz, [cosh z]" = sinh z, pretoze
et _ g7 / B et _(_ efx) B e Lo et Lo / B e _ T
2 B 2 2 2 2
Zo vzfahu cosh? z — sinh? z = 1 vyplyva, Ze pre vietky x € R, resp. = # 0 plati
, sinhz]"  coshz coshz — sinh zsinh z 1
[tgh [E] = = - 2
cosh x [cosh ]2 cosh” x
lcotgh 2]’ coshz]’  sinhxsinhz — cosh x cosh -1 .
cotghz| = = - .
& sinh [sinh z)? sinh® z

Priklad 4.1.17.
Pre derivéacie hyperbolometrickych funkcii # = argsinhy, y € R, x = argcoshy, y€ (1; c0), x = argtghy, y€ (—1; 1), x = argcotghy,
y€(—oo; —1) U (1; 00) plati

1 1 1 1 1
argsinh y|' = — = = = — :
larg vl [sinhz]’  coshx  \/14sinh?z  /1+[sinhargsinhy]2  /1+y2
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[ hy 1 1 1 1 1
argcosh y] = — = = = = .
[sinhz]”  coshz  \/cosh?z—1  /[coshargcoshy]2—1 y?—1
1 1 1 1 1
ar t h ! - — = = = .
[argtghy] [tgh ]’ 1 cosh? t—sinh®z 1 — [tgh (argtghy)]? 1 —y?
cosh®z cosh?
[argcotgh y]’ ! -1 _ 1 ! u
I = = = = = .
BEOtEY [cotgh z]’ 1 [cotgh (argcotghy)]2 —1 2 —1 1 —y?
sinh? z
Vzorec podmienky platnosti || Vzorec podmienky platnosti
[c] =0, TER, ceER [z] =1, zER
[z"]’ = nz™ ! xER, neEN [£] = ax® !, x>0,aeR
[e*] = ¢? zER [a*] = a® Ina, zeER,a>0
lnz] = l, x>0 [log, z] = ! . z>0,a>0,a#1
p rlna
1 1
ln|z|)] = —, x#0 [log, |=]] = . z#0,a >0, a#1
p rlna
[sinz]" = cosz, zER [cosz] = —sinz, zER
’_ 1 ol (92 1\NE 1o obo ]! — —1 Ll o E G
[tgz] = g x#(2k+1) 5 keZ [cotg x| = Sz x#km, keZ
arcsina] = —— €(-151) farccosalf = —— e(-151)
arcsinz]’ = : xe(—1; arccos x| = z€(—1;
V1—22 ' 1— a2
I 1 - et il — —1 e
[arctg z]" = 1522 zER [arccotg x]’ = T+ 22 TzER
[sinh z]" = coshz, TER [coshz]" = sinh z, TER
[tghz] = ;2 zER [cotghx]’ = 7—12 x#0
cosh” z sinh” x
[argsinh z]" = T TER [argcoshz])’ = \/% x>1
p_ 1 e (1 - rocoteh gl — L reR — (—1-
largtgh x| = T2 xe(—=1;1) l[argcotghz]’ = T xe€R—(-1;1)
Tab. 4.1.1: Derivacie zakladnych elementarnych funkcii.
Cvicenia
4.1.1. Z definicie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(z) v bode xq:
a) y=a2+3, 10=0, b) y = cos2x, xg = w/4, c) y=(x—1)"1 2y =2,
d) y=uz(x+2)? x0 =1, e) y =sin2z, rg = /4, f) y=a3sin(z—7), zo=m.
4.1.2. Z definicie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(x):
a) y=21%—-05, b) y=+va?+1, c) y=+vzx—1, d) y=ux— a2
e) y = cotgu, f) y=2-3z, g y=(z—-1)7} h) y=e".
4.1.3. Nech f: y = 22 + 1. Najdite vSetky body, pre ktoré plati f(x) = f'(x).
4.1.4. Urcte derivaciu f’(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:
a) y=2""" b) y = e % c) y= /z, d) y=Jr+1, e) y =287
f) Y= x(ez)) g) Y= xsinx’ h) y = xlnx) 1) y = etghac7 ,]) y = [lnx :E’
k) y=el/ ) y=el/® m) y=e"1 n) y=x\/r, 0) y = Jcos,
p) y=ev", q) y = e, r) y=at 5) y=at"), t) y=(a%)",
) Vaz ) 1 ) 1 ) 1 ) cos? x
u) y=-—, V) Y=, w) Y= ; X) y= ; =
4 5 4 sin’ z v=73 274 4 cos T Y)Y cos 22
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4.1.5. Urcte derivaciu f’(z), ak pre funkciu y = f(x) plati
T T 3* e’
)y e’ )y el ) Y=o ) y= 3 e) y = arctg —,
f) y=a°e", g) y=tg’u, h) y = sin 22, i) y=+vedsr, j) y = enz
k) y= |23, ) y=uz|z|, m) y=|z], n) y= 3%, 0) y = |cos x|,
p) y = 3cotga:’ q) y = x\/i’ I‘) y = xcosa:’ S) y = xg;Q—I—l, t) y = In 1‘3,
) y—— ) y—L )y - ) y=— ) y-—
u) y=— V) y=— w) Y= — x) v = : —
4 tga’ Y o V= e Y e ¥y arctg x

4.1.6. Urcte derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:

1+x
1+ 1—cosz o1+ a3 1—2\1T=
a)y_l—x’ b)y_l—i—cosx’ ¢) ¥y = 1— a3’ d)y_(1+x) ’

e) y=e f) 3 = Incos , g) y=a°+az77, h) y = Vad — Vat,
2—zx rlnx x 2sinx
)yl _ sz 0 -] )y 2
iy n2—i—x )y l1+Inz ) y=h g2 )y sinx — cosx
m) y=In[l + 27|, n) y=[z*— 13 0) y=e"4e " p) y=2°[lnx — 1],
) 1 ) ¢ 1 ) e’ +1 £ y ; x—l
S r) y = arctg — s) y= arc
W) y=(1-20)" V) y=1? (o4 1), W) y=In(?+1) 3 =t - val
4.1.7. Urc¢te derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:
1 ?+z+1 e’ —e " 1 —sinz
- b) y=— "2 - " d) y= - omr
@) Y= Slnx2’ ) v z—1 "~ )y er e’ ) v sinz + cosz’
e) y = esinwtcosz, f) y=+1-2a", g) y = cotg+/z, h) y = (1—2?)%,
, 2 —1 , & 1— 22 a3
) y=——, ) y=+—%5"7 k) y=—=, ) y=——s,
2?2 +1 142y NS l+z+4zx

p) y = arccotg/z,
1+a 2z sinx 14+ x r—1
fnd , T frd s S =, t = —,
V=i ) V=g TG VY=\aEa
w) y=ze V) y=1/x/x7, x) y=eVyr—1.

n) y=x?e’sinx,

w) y=xlnz —1,

1+ sin COS T 1—x
=1 b = — = d =
a) y=te r )y 1 —cosz’ ) ¥ 1+ cosx’ )y 1+ 4z’
e) y=In*[2?+1], f) y=1In |sm 2z, g) y = xsinhuz, h) y = Inarccotg 22,
1 2 —1 1 3r—1
i) y= 1J:ZZZ2i i) y= ig ey k) y = arccosln o 1) y = arccos w4 ,
m) y = [sin x]°5*, n) y = [cosz]¥"®, o) y = [cosh z]™®, p) y = [2? + 1]>ctez,
) , hx2 ) x ) 3 cotghx ) r?—1
= argsinh — r) y= s) y=——7— = arcsin
a) y = argsinh —, U prpers V= @) y = .
u) y = [tgx]oer v) y = 3wl tetl] w) y=x?lnz — 23 x) y =+ Hcos®z.

4.1.9. Urcte derivaciu f’(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:

a) y = arccosIn, b) y = Insine*, c) y=|z*—1|, d) y = arcsinlnz,
e) y=xarcsinz, f) y=e"cosu, g) y=(r—1)e", h) y = e”arcsinz,
i) y |z — 1], i) y=lzr—2|, k) y = zcotgx, 1) y=Inlnlnlnz,
m) y—ln|x -1, n) y=In(2?-1), 0) y=tghx —x, p) y = Inarcsin 5z,
q) y=lInsinz, r) y = Inarcsin z, s) y = argtghtgx, ) y = arccotglnz,
argsinh x x? arccos 1
u) y= — V) y= P w) y= Vit x) y = arccotgIn =

4.1.10. Urcte derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:
a) y=+r+2x+ 3y, b) y = arccos V1 — 22,

4o 45 1422

¢) y="Taz*+5z%+ 3% + x,

viz+1l+ux

d — = h f =ln ——
) V= a5 ¢) y = argcosh -—, Y=
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y = 5sin®z — 2 cos 2,
1

g)
i)
m) y=2%In2 —sinz,
)
)
)

J

sm xr +cosx
p B —

Q@

2sin 2z

s) y=uxsinx + cosx,
23

A%

v= 1+ ab

— arctg .TS,

h) y= V2% + 31 +2,

k) y—5x51n4x—1;7§,

n) y=2%In2 — sin 10,
xarctg 2x

q) y= 24

t) y =sin®z + cos®z,
sin + cosx

W) y=——"—,

SINTr — COST

4.1.11. Urcte derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:

a) y=2x —sinzxcosz,

1
d) y = arcsin? et

g) y=1In[z+ Va2 +1],
2x
241’
=In*z—Inlnz,
argcotgh
1—a2 7’
= |z =1+ |z —2],
Jtgar + 2

j) y=argtgh ——

QQ@

p

S

%

)
)
)
m)
)
)y
)y

= arccotg

b) y=22/z — aV/12,

sin x — sinh x

¢}

Y= —7—""7"
cosx — cosh z’

h Yy = sin sin sin sin xZ,

241’

n = sin cos sin cos xZ,

t) y=1In|z? + 22 + 3|,

cos T
= + cotg x,
sin x

w

)
)
)
k) y = arccotg
)y
)y
)y
)y

4.1.12. Urcte derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:

a) y = arccotgtgx,

d) y = (.T — 1)2(1, — 2)
r—3
g) y = cotgarctg z,
1 1
)= 3cos?x  cosz’
m) y = arcsincosz,

p) y=\/z+\/z+ Vr,
s) y = arccosvx + 1,

v) y = arccotg cotg? ,

b) y = arctgcotgz,
x —2z+1

e b
x2+x+1

@

T
arcsin

Y Va2 + 1

b

=

)
)
h) y = tgarccotg z,
)
)

y = \J/cotgr — \/tgz,
1 —sinx

V 1+sing’

t) y=/coszevith

w) y = arccotg tg? z,

a) y

4.1.13. Urcte derivaciu f'(z), ak pre funkciu y = f(x) plati:

V2 + 22
a) y:T—l—ln

r—1
¢) y=+v1+2xr— 22— arcsin ——,
) y=V 7

e) y=(v+

)

sin 2x —

T
g) y—z

i) y=2r—(1—2%In

k) y = sin®2x + [cos® z — sin® z]?,
2cos2r  coszsin’z

1+
1—=x

m) y= 3 + 3

1 In(z? —1)

o y=7t

qQ y=@+x+1)(2*+2+1),

x fx — 2
S) Yy = arctg§ +ln x—_|—2’
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1)vVa2 + 2v/22 + 3,
T cos 2x
4

Y

[x+\/2+7x2},

2

2
b) y=1In[z® + 2 + 1] + —= arctg

1) y= (23472 —x+1)*%
1

Y

y= ( \/5)(1 + ),

1 V2

1
—— —arctg(z—2),

(o)

i)
)
)
r)
)
)

Y
Y = Vsin?z +

y = arctg x + arccotg z,
arcsinxr  arccoszx
Yy

0052 x’

= ——— arcsin ———,
NV z?+1
u) y=e"[ad + 2 — 2z — 3],
1
X) y = Inarct .
Y g\/x+1
c) y=e "zt + 2% +1],
cos
f) y = arct
)y MO T sing
) y=x+ Yo+ Vo + Jr,
) 1 1 z3
= n
YT e 3 +1
0) :a:\/l—x2+arcsmx
)
)
)

arccosr  arcsinx

c) y = arcsinsinz,

3sinz — 2cosx
f) y=\/ 5 ,

i) y =Incosvaz?+1,
213
Dy=—3

0) y=uwxsin|lnx — 7],

r) y= ) 1+ 1/14 x,

u) y =+/1+ arcsinz,
x) y=In [:Jc—|—1+\/1+x2],

[Blnz — 2],

20+ 1

75

V3

f) y=tg*zr —2tg*z —4Incosx,

i) y=—

- arcsinz + Inv1—x2,
+1

arctg x,

) y=1?—2v2>—1+In[z+V22—1],

n) y=

p) ¥y

5

sin®2x  sin®x

3 5
1

T — 5) arcsin \/z,

1) y= (2 +o+ 1)@+ 22+ +1),

t) y=1In
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4.2. DIFERENCIAL FUNKCIE A DERIVACIE VYSSICH RADOV MATI—S

T arcsin x 1-— \/ sin x
u) y=——+Inv1—22 v) y=1In + 2arctg Vsin z,
)y V1—a2 )y 1+ +/sinx &

w) y = Inarcsinz + arcsinln z, x) y=xln|r — Va2 — 1]+ Va2 -1,
x+1 Vo +1
Y)y:(fﬂ+2)(x+3)($+4)’ Z)y:\/x+1+\/x+2+\/x+3'
4.1.14. Urcte jednostranné derivacie f’(0), f(0), ak pre funkciu y = f(z) plati:
a) y = |sinz|, b) y = |sinz?|, c) y = Vsina?, d) y=|z]sinz,
¢) y:{ x?sina~t, pre x # 0, :{ rsinzt, pre x # 0,
0, pre z = 0, 0, pre z = 0,
T, pre x < 0, 11—z, prex <0,
g)y:{ln(a:+1), pre z > 0, :{e‘”, pre x > 0.
4.1.15. Pomocou inverznej funkcie vypocitajte derivaciu funkcie y = f(x):
a) y =/, b) y =logy,z, ¢) y=+r+1, d) y=logyz—1.

4.1.16. Nech f je redlna funkcia. Dokazte, ze plati:
a) Ak f je neparna, potom f’ je parna. b) Ak f je parna, potom f’ je nepéarna.
c) Ak f je periodickd s periédou p, potom f’ je periodické s periédou p.

4.1.17. Najdite rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y = f(x) v bode zy, ak:

a) y=1x2 x9 =2, b) y=12/x, 2y = 3, c) y=+/1, 19 =4,
d) y=2*+2z, 10=1, e) y=In(x+1), 20 =0, f) y = cos2zx, 9 =0,
g) y =sin2zx, ry =0, h) y=e"—1, 29 =1, i) y=1/(1+2?), zo=3.

4.1.18. Urcte a € R tak, aby sa graf funkcie y = x dotykal grafu funkcie y = a”. Najdite bod, v ktorom sa tieto grafy dotykaju.
4.1.19. Pre aké a € R m4 funkcia y = |2% — a| derivéaciu pre vietky = € R?

4.1.20. Uréte rovnicu dotycnice ku grafu funkcie y = 22 + x + 1 tak, aby prechddzala pociatkom stradnicového systému, t.j. bodom
[0;0].

4.1.21. N4jdite rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie y = 2% — 22 + 3 tak, aby bola:

a) rovnobezna s priamkou 3z —y + 5 = 0, b) kolmé na priamku x +y — 1 =0,
c¢) prechadzala bodom [0; 0], d) prechadzala bodom [a;b], a, b€ R.
e) zvierala s osou x uhol 7/4, f) zvierala s osou y uhol g€ (0; 7/2).

4.1.22. N3jdite rovnicu norméaly ku grafu funkcie y = 22 — 2z + 3 tak, aby bola:
a) rovnobezna s priamkou 3z —y + 5 = 0, b) kolmé na priamku x +y — 1 =0,
c¢) prechédzala bodom [1; 3], d) zvierala s osou y uhol 7/4.

4.1.23. Urcte vSetky doty¢nice ku grafu funkcie y = f(z), ktoré si rovnobezné s osou x. Uréte body, v ktorych sa dotykaju grafu
funkcie f, ak:
a) y=sin(z + 1), b) y = cos 2z, c) y=In(x+1), d) y=2°—u,

)
e) y=|[lnz]/z, f) y=+v1—2a2 g) y=zlnz, h) y=-¢e"/x.

4.2 Diferencial funkcie a derivacie vyssich radov

4.2.1 Diferencial a diferencovatelnost funkcie

Casto potrebujeme v matematickej analjze aproximovat (t.j. priblizne vyjadrit) dani funkciu f nejakou inou, jednoduchsou funkciou
g. Ziadame pritom, aby bol rozdiel |f(x) — g(z)| v istom zmysle maly. Ak chceme funkciu f aproximovat iba v nejakom okoli bodu
xo € D(f), potom hovorime o lokalnej aproximacii. Velmi ¢asto pozadujeme, aby funkcia g bola linedrna.

Predpokladajme, Ze je funkcia f definovana v nejakom okoli O(xy). Hladdme nejakt jednoduchi funkciu g, ktord je spojita v bode

xo tak, aby platilo
| f(@) = g(=)|
lim -
J(w0) = 9(wo). e |z — o

~0. (4.4)

To znamend, 7e rozdiel |f(x) — g(z)| konverguje k nule rychlejsie ako |x — zg|. Geometricky si to mozeme predstavit tak, Ze pre
x€0(xg) st grafy funkcii f, g ,blizko pri sebe“ a v bode [x¢; f(z0)] sa dotykaju.
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4.2. DIFERENCIAL FUNKCIE A DERIVACIE VYSSICH RADOV MATI—S

Ako funkcia g sa najcastejsie pouziva linearna funkcia, ktorej grafom je priamka. Linearna funkcia g, ktorej graf prechadza bodom
[z0; f(x0)] m& rovnicu

g(x) = f(xo) + a(z —x9), kde a€R.
Ak polozime © — xg = h, t.j. x = xo + h, potom mdzeme vyraz (4.4) vyjadrif v tvare
0= Lim |f(x) = f(xo) — a(z — x0)| — lim f(xo +h) — f(xo) — ah '

) |z — 2] h—0 h

(4.5)

Vznika otéazka, ¢i existuje a € R také, ze plati vztah (4.5). To znamend, ¢ existuje linedrna funkcia A\(z) = a(z — xo), = € R, resp.
A(h) = ah, h€ R, ktora splna (4.5).

Nech y = f(x), x € M je redlna funkcia a nech zq € M je vntutorny bod. Hovorime, Ze funkcia [ ma v bode z, diferencial, ak
existuje linearna funkcia A(h) = ah, h€ R taka, ze plati vztah (4.5). Linearnu funkciu A nazyvame diferencial funkcie f v bode zg
a oznacujeme symbolom df(zo).

Poznamka 4.2.1.
Symbol df(zg) vyjadruje linedrnu funkciu A argumentu h, resp. x z definicie diferencialu.
Symbol df(zo)(h), t.j. hodnotu funkcie A(h) pre xy zapisujeme oby¢ajne v tvare df(zo, h).

Ak mé funkcia f diferencial v bode x(, potom ju nazyvame diferencovatelna funkcia v bode z. Ak je funkcia f diferencovatelna
(mé diferencial) v kazdom bode xo € M, potom ju nazyvame diferencovatelna funkcia na mnozine M.

Poznamka 4.2.2.

Ak je f diferencovatelna na M, potom diferencidl df(z) moéZzeme povazovat za funkciu premennej x € M. Lenze df(z), t.j. df(x,h) je
tiez funkcia premennej h € R.

To znamend, Ze diferencidl funkcie f na mnoZine M predstavuje funkciu df(z,h) s dvomi nezavislymi premennymi x € M, h € R.
Struéne ho oznacujeme df(x), x € M, resp. df.

Veta 4.2.1 (O existencii a jednoznaénosti diferenciilu).
Funkcia f je diferencovatelna v bode xy prave vtedy, ak ma v bode zy koneént derivaciu.
Diferenciél funkcie f v bode xj je potom jednoznacne uréeny vztahom

df(zo,h) = f'(z0) - h, heR. (4.6)
Dokaz.
NP_.: Ak existuje diferencidl df(xg,h) = ah, potom zo vztahu (4.5) vyplyva
0 = lim f(xo +h) — f(x0) — ah :hmf(xo+h)—f(xo) B imah

h—0 h h—0 h h—0

To znamend, Ze existuje koneéna derivacia f'(zo) = a a plati df(zo, h) = f'(zo)h.
Tym je zaroven dokizané aj jednoznacnost diferencialu.

PP_: Ak ma funkcia f v bode zy koneénu derivaciu f'(zo), potom plati

f'(x9) = lim fzo + h) = /(@) tj. 0= lim

h—0 h, ’ h—0

{f(l“o + h})L — flzo) f'(xo)} ‘

Z toho vyplyva, ze plati podmienka (4.5)

0 = lim f(xo+h) — f(xo)

= lim
h—0 h

h—0

— f'(0)

To znamend, Ze f'(xy) = a a existuje diferencidl df(xg, h) = f'(x¢)h, hER. m

h

f(zo+h) — f(xo) — f/(ffo)h“

Priklad 4.2.1.
Vypoditajte diferencidl funkcie f: y = 2® v bode zg = 2.
Riesenie.
Ak pouzijeme vetu 4.2.1, potom plati
df(wo,h) = f'(vo)h = 3a3h, t.j. df(2,h) = f'(2)h =3-2°h = 12h, heR.

K tomuto vysledku moézeme dospiet tiez priamo z definicie diferencialu. Je nutné ale poznamenat, Ze aj tu prakticky pocitame hodnotu
1'(2). Zo vzfahu (4.5) vyplyva

. (2+h)*—=2%—ah . 8+12h+6h*+h*—8—ah
0=1lim =lim
h—0 h h—0 h
To znamend, Ze plati a = 12, t.j. df(2,h) = 12h, heR. =

=lim [12+6h—h*—a]=12—a.
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4.2. DIFERENCIAL FUNKCIE A DERIVACIE VYSSICH RADOV MATI—S

Priklad 4.2.2.
Vypocitajte diferencidl identickej funkcie f(x) = x, x € R v Tubovolnom bode z, € R.

Riesenie.
Kedze pre vsetky xo€ R plati f'(xy) = 1, potom zo vztahu (4.6) vyplyva
df(xe,h) = f'(xo)h=1-h=h, tj. df(zo,h) = (xog+ h) — 29, hER.

To znamend, ze df(zg,h) je rovny prirastku premennej x. TakZe pre vSetky zo € R plati df(zo) = h. V praxi sa zvykne diferencial
funkcie f(z) = x oznacovat dz. m

Poznamka 4.2.3.
Uvazujme funkciu y = f(z), ktoré je diferencovatelna v bode xg.
Ak pouzijeme oznacenie dz = h (priklad 4.2.2), potom zo vztahu (4.6) vyplyva

df(xo,h) = f'(xo)h = f'(xo)dz, t.j. f'(x) = df(zo’h) - df(if; &

To znamend, 7e derivaciu f’(z) mdzeme chapat ako podiel diferencidlu funkcie a diferencidlu premennej v tomto bode xy a ma zmysel
oznacenie z poznamky 4.1.1
_ df(xo) _ dy(xo)

/

, he R.

_df _dy
Cde da’

resp. f’

4.2.2 Vyuzitie diferencialu na priblizné vypocty

Diferencial redlnej funkcie jednej premennej je dolezity predovsetkym pri linedrnej aproximacii danej funkcie a pri pribliznom
urcovani funkénych hodnot tejto funkcie.
Nech y = f(x) je diferencovatelna funkcia v bode xy. Ak ozna¢ime

w(h) = f(zo+h) — f(zo) — f'(wo)h = f(zo + h) — f(z0) — df(zo, h),
potom zo vztahu (4.5) vyplyva

h) — —f h
fim {170 TR iy S <0 (4

Pre prirastok funkcie f od bodu xy po x¢+h potom plati
Af(wo, h) = f(zo + ) — f(x0) = df (w0, h) + w(h) = f'(z0)h + w(h).

Vyraz df(zg,h) = f'(x9)h nazyvame hlavna &asf prirastku funkcie a vyraz w(h) nazyvame® zvySok prirastku. Funkciu f
modZeme potom aproximovat v tvare

[0+ h) & [(z0) +Af (w0, h) = flwo) + ['(wo)h, kde lim # ~0. (4.8)
Ak polozime h = x — xg, t.j. * = x¢ + h, potom
f(@) = f(xo) + df (x0,x — xo) = f(w0) + (o) (x — 20),
pricom pre chybu w(x) = f(z) — f(zo) — f'(z0)(x — o) aproximécie plati
@)~ fla) - P )

T xr — Xo T—=x0 T — X

w(x)

= 0. (4.9)

Z geometrického hladiska predstavuje graf funkcie y = f(xo) + f'(zo)(x — x¢) dotyénicu ku grafu funkcie f, ktory prechadza bodom
[z0; f(20)]-

Veta 4.2.2 (O najlepsej lokalnej linearnej aproximacii funkcie).
Nech f je diferencovatelné funkcia v bode zy. Nech c€ R je také, ze c# f'(xy). Oznacme
¢y = f(xo) + c(z — x0), 9: y = f(wo) + f'(z0)(x — z0).

Potom existuje prstencové okolie P(z) také, Ze pre vSetky z € P(xg) plati
[f(2) = g(@)| < |f(z) = ()]

Dékaz.

Je zrejmé, ze plati p(z9) = g(zo) = f(xo)-

Kedze c# f'(xg), potom pre funkciu ¢: y = f(x¢) + c(x — o) plati

1) - () @) = ) el — )

T — X T — Zg T — X

lim

T—xo

— |f(0) — ¢ > 0.

= lim

T—x0

SZvysok prirastku mé v§znam chyby, ktorej sa dopustime, ak nahradime prirastok funkcie Af(zg, h) diferencidlom funkcie df(zo, h).
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Zo vztahu (4.9) vyplyva, Ze plati
f(z) — o(z)

r — T

< lim

T—xo

0= lim

T—T0

flx) — 9(33)’

r — Xy

Potom (veta 3.2.7) existuje prstencové okolie P(xo) také, ze pre vsetky =€ P(xg) plati

[f(2) —g(@)] _ | f@) —g(@)| _|f(z) —pl@)] _ |[f(z) = pl@)]

|z — x| T — Tp T — T o — |

Pretoze x# x, potom pre vsetky = € P(zy) plati | f(z) — g(x)| < |f(z) — ¢(z)]. =

Poznamka 4.2.4.
Z vety 4.2.2 vyplyva, ze aproximacia funkcie f pomocou funkcie

g: y= f(xo) + f(xo)(x — 1) = f(wg) +df (g, x — 1), x€P(x0)
je najlepsia zo vSetkych linedrnych aproximacii. Tato aproximacia ma ale iba lokdlny vyznam v nejakom okoli bodu z( (nie na celom
defini¢nom obore).

Ak pouzijeme oznacenie h = x—x(, potom mdzeme funkciu g zapisat v tvare

g: y = f(xo) + f'(xo)h = f(xo) +df(20,h), x0+h€P(x0), t.j. heP(0).

Priklad 4.2.3.

Priblizne vypocitajte hodnotu /1, 06.

Riesenie.

Ozna¢me f(z) = &x pre x > 0 a P(1) okolie bodu zy = 1 také, ze 1,06 € P(1).
Potom f'(z) = [#/%)" = 27°/6/6, x > 0 a pre aproximéciu v okoli P(1) plati

g(x) = FO)+ )@ —1) =1+ ~(z —1) =

6
Z toho vyplyva /1,06 ~ (1,06 + 5)/6 = 6,06/6 = 1,01.
Presnejsia hodnota vypocitana na kalkulacke je /1,06 = 1,0097588. To znamena, ze chyba vypoctu je mensia ako 1,01 —1,0097588 <
0,00025.

T+ 5
6 )

r+5
5

t.j. V=

Iné rieSenie.
Ozna¢me f(z) = Vo + 1 pre x > —1, g =0, h = 0,06. Nech P(0) je také, ze he P(0).
Pretoze f'(z) = [(x+1)/%)" = (z+1)%/%/6, x > —1, potom v okoli P(0) plati
h  6+h ) 6+ h
g(h) = fO) + f'(0)h =1+ 2 ===, ti Y1+ h=~ ——
To vedie na rovnaky vysledok /1,06 = /1 + 0,06 ~ (6 + 0,06)/6 = 6,06/6 =1,01. =

Poznamka 4.2.5.
Vztah ¢/x ~ (r 4+ 5)/6 mé zmysel iba pre hodnoty = nachadzajice sa v blizkosti bodu 1. Ako dokazuje tabulka 4.2.2, pri neuviZenom
pouziti tohto vztahu mézZe chyba priblizného vypocétu narast do neprijatelnych rozmerov.

e & (x+5)/6 chyba e Jx (x+5)/6 chyba
0,1 | 0,6812920 | 0,8500000 | > 0,16870 || 1,3 | 1,0446975 | 1,0500000 | < 0,00531
0,3 | 0,8181888 | 0,8833333 | < 0,06515 || 1,5 | 1,0699132 | 1,0833333 | < 0,01343
0,5 | 0,8908987 | 0,9166666 | < 0,02577 || 2,0 | 1,1224620 | 1,1666667 | < 0,04421
0,7 | 0,9422865 | 0,9500000 | < 0,00772 || 3,0 | 1,2009369 | 1,3333333 | > 0,13239
0,8 | 0,9634924 | 0,9666666 | < 0,00312 || 5,0 | 1,3076605 | 1,6666667 | > 0,35900
0,9 | 0,9825931 | 0,9833333 | < 0,00075 1 1,4677993 | 2.5000000 | > 1,03220
1,1 | 1,0160119 | 1,0166667 | < 0,00066 20 | 1,6475490 | 4,1666667 | > 2,51911
1,2 | 1,0308533 | 1,0333333 | < 0,00249 64 | 2,0000000 | 11,500000 | =9,50000

Tab. 4.2.2: Vypocet /x pomocou priblizného vzorca (z + 5)/6.

Nech y je nejakd veli¢ina zavisla od veli¢iny = podla vzorca y = f(x), kde f je zndma funkcia. Predpokladajme, Ze sme veli¢inu
x namerali s chybou Az, ktora je v porovnani s  mald. Chybu Az nazyvame absoliitna chyba nameranej (nezavislej) veli¢iny .
Chybu Ay, ktortt nazyvame absoliitna chyba zavislej veli¢iny y mozeme potom vyjadrit ako hodnotu diferencidlu funkcie f v bode
x pre h = Ax.
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Nech P(z) je okolie bodu z také, ze x+Ax € P(x). Z poznamky 4.2.4 vyplyva
flz+Ax) =~ f(x) + f'(x)Az = f(x) +df(z, Az), AxeP(0).
Pre absolutnu chybu Ay potom plati
Ay = f(z+Ax) — f(z) = f'(z)Ax = df(x, Ax). (4.10)
Chyby sa spravidla vyjadruju v tvare podielov d, = Ax/z, resp. §, = Ay/y, ktoré nazyvame relativne (pomerné) chyby veli¢in

X, Tesp. 1.

Priklad 4.2.4.
Aka je chyba objemu gule, ak sme jej polomer r namerali s absolutnou chybou Ar?

Riesenie.
KedZe pre objem gule plati V(r) = 47r3/3, potom zo vzfahu (4.10) vyplyva
AV = dV(r,Ar) =V'(r)Ar = {47;T3] / Ar = 4%37"2Ar = 4nr?Ar.
Ak oznacime relativnu chybu polomeru §, = Ar/r, potom plati
5y = AV~ 4rr?Ar  3Ar 3.

V " 4nr3/3 T
To znamena, Ze relativna chyba objemu je trojnasobok relativnej chyby polomeru. m

4.2.3 Derivacie vyssich radov

Nech ma funkcia y = f(x), x € M derivaciu na neprazdnej mnozine M; C M. Ak mé funkcia y = f'(x), x € M; derivaciu [f']' na
nejakej neprazdnej mnozine M, C M, potom ju nazyvame derivacia druhého radu (druha derivacia) funkcie [ na mnoZine
M; a oznacujeme f”, resp. f@). To znamena, ze [f'] = f" = f.

Ak mé funkcia y = f"(z), © € M, derivaciu na neprazdnej mnozine My C M,, potom ju nazyvame derivacia tretieho radu (tretia
derivacia) funkcie f na mnozine M; a oznacujeme [f”]' = " = f®). Takto mézeme pokracovat pre n€ N, n>2.

Predpokladajme, Ze sme tymto spdésobom definovali derivaciu funkcie f radu n—1 na neprazdnej mnozine M,,_, ktort oznacime
f=Y. Ak m4 tato funkcia deriviciu na neprazdnej mnozine M, C M, _;, potom ju nazyvame derivacia n-tého radu (n-ta derivacia)
funkcie f na mnoZine M, a oznacujeme [f("~V] = f().

Hodnotu f”(x) v bode x¢ € M nazgvame derivacia druhého radu (druha derivacia) funkcie f v bode z( a hodnotu f”(x)
v bode zy € M3 nazyvame derivacia tretieho radu (tretia derivacia) funkcie f v bode z,. Hodnotu f) (x9) v bode zg € M,
nazyvame derivacia n-tého radu (n-ta derivacia) funkcie f v bode zy.

Poznamka 4.2.6.

Derivacie f™, n € N, n > 2 nazfvame sthrnne derivaciami vysSieho radu a deriviciu f/ = f® nazyvame prvou derivaciou
(derivaciou prvého radu).

Niekedy je vyhodné aj funkciu f povazovat za derivaciu. Vtedy ju nazyvame nulta derivacia (derivacia nultého radu) funkcie f
a oznatujeme f = £,

Poznamka 4.2.7.
7 definicie vyplyva, Ze funkcia y = f(z), €M méa v bode z, deriviciu radu n, n€ N, ak existuje prva derivicia funkcie f™~Y v bode
To, t.j. ak existuje limita
(n—1) _ f£(n-1) (n—1) h) — (n—1)
F(20) = lim / (x) - f (o) — lim / (xo+h)—f (o)
T—x0 xr — X h—0 h

To znamena, ze funkcia =Y musi byt definovana v nejakom okoli bodu .

Vypocet derivacie vyssieho radu funkcie méZze byt vo vSeobecnosti velmi pracny, pretoZe musime postupne vypocitat derivacie
vsetkych nizsich radov poc¢nic prvou derivaciou. Ako dokazuji nasledujice priklady, v niektorych pripadoch sa daji pomerne jednoducho
odvodit v8eobecné vzorce pre vyssie derivacie danej funkcie. Vzorce pre n-tu derivaciu niektorych zékladnych elementarnych funkeii st
uvedené v tabulke 4.2.3.

Priklad 4.2.5.
Vypoditajte n-ti derivaciu f™, n€ N funkcie f: y = 2, € R, kEN.
Riesenie.
Postupnym derivovanim dostaneme
fl(2) = ka*, () = k(k—=1)22, ., f* V(@) =k(k—1)---2 -2, z€R.

Potom f®)(x) = kl2® = k! a pre n > k, n€ N plati f(z) =0, z€R.
Ak to zhrnieme, pre vSetky n€ N a pre vsetky x € R plati

() =k(k=1) - (k—n+DzF ™ n<k, fPa)=k, fD2)=0 n>kn
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Priklad 4.2.6.

Vypoditajte n-té derivacie (n€ N) funkeii y = sinz, y = cosz, y = €* na mnozine R.
Riesenie.

7 prikladu 4.1.7 vyplyva, Ze pre vietky n€ N a pre vietky x € R plati [e*]™) = e.
Pre funkcie y = sinx, y = cosx pre vSetky z € R plati

[sinz]" = cosx, [sinz]” = —sinz, [sinz]” = —cosx, [sinz]"” =sinz,
[cosz|' = —sinz, [cosz]’ = —cosx, [cosx]” =sinuz, [cos 2] = cos .
Z toho vyplyva, Zze pre vsetky n =0,1,2,..., ke N, z € R plati
[sin z]™ = [sin 2] = [sin 2] +4*), [cos z]™ = [cos 2] ") = [cos ] "H4H) m
Vzorec podmienky platnosti || Vzorec podmienky platnosti
[2*](™) =0, TER, kEN, k>n || [z*]™ = k(k—1)--- (k—n+1)zF™, z€R,keEN, k<n
[z"](™) = n!, z€R || [z%]™ =a(a—1)---(a—n+1)z*"", x>0,a€ER
[e®]() = e®, r€R || [a®]™ = a®In"aq, TER,a>0
—1 n—1/, -1 | —1 n—1/, -1 |
[lnz]™) = M x>0 || [log,z]™ = M, x>0,a>0,a#1
aB" z"Ina
1) L(n—1) 1) L(n—1)
[In |z[](™) = M, r#0 || [log, |z|]™ = M, z#0,a >0, a#1
gE" 2" lna
[sin ’1'}("> = sin ('r+n—ﬁ) rER [sinh 'Y’N”) = { sinhz, n =2k, reER, ke N
o D ' ' SR = cosha, no= 2641, ' N

m oshx, n = 2k,
[cos 2] = cos <Ll:+ %) zER || [coshz]™ = { ::hllr : B 2]{%1’ zER, keN

Tab. 4.2.3: Derivacie radu n€ N zakladnych elementarnych funkcii.

Veta 4.2.3 (Leibnizov vzorec).
Nech n€ N a nech maju funkcie f, g na mnozine M derivacie do radu n vratane.
Potom pre n-tt derivaciu [fg]"™ na mnozine M plati

n - n n—i 4 n n n n— n n
[fg]( ):Z C) gl = g 4 FODgM 4y O g,
—\u 0 1 n
Dokaz.
Veta sa dokaze matematickou indukciou. Dékaz prenechavame na citatela.
Priklad 4.2.7.
Vypoéitajte n-ta derivaciu funkcie y = e 22, 2 € R pre vietky n€ N.
Riesenie.
Zo vztahov [2?] = 2z, [2?]” = 2 a z Leibnizovho vzorca vyplyva

[e* 2% = e" 2z + e" 2 = e*(2®+22), [e"2?]" =e"2+2e" 21 + " 2? = e"(2® +4a+2).
Kedze [2%]®) = 0 pre vietky k€ N, k > 3, potom pre n€ N, n>3 plati

e %)) = (g) e’ 2 + (7;) e 2x + (Z) e”2 = e"[z* + 2nz + 2n(n—1)]. m

4.2.4 Pojem diferencialu vyssieho radu

Nech mé funkcia y = f(z), € M vo vnitornom bode xy € M kone¢nt n-tt derivaciu f™(xq). Potom polyném n-tého stupiia
¢o(h) = f™(zy)h™, h € R nazyvame diferencidlom n-tého radu (n-tym diferencidlom) funkcie f v bode 7, a oznacujeme
symbolom d" f(xg, h), resp. d" f(zo).

Ak m4 funkcia f v bode zq diferencial n-tého rddu, potom ju nazyvame diferencovatelna radu n v bode zy. Ak je f diferenco-
vatelnd radu n v kazdom bode xy € M, potom ju nazyvame diferencovatelna radu n na mnozine M.
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Poznamka 4.2.8.

Pre n = 1 je definicia zhodn4 s definiciou diferencialu, resp. diferencovatelnej funkcie. To znamend, ze pre n = 1 plati d' f(xg, h) =
df(zo, h) = f'(zo)h, hER.

Podobne ako diferencial prvého radu, predstavuje diferencial n-tého radu d" f(z, h) na mnozine M tiez funkciu s dvomi nezavislymi
premennymi z € M, h€ R. Struéne ho oznac¢ujeme symbolmi d" f(z), z € M, resp. d" f.

Poznamka 4.2.9.
Ak oznaCime h = x—xg, potom mozeme n-ty diferencial funkcie f v bode xy zapisat

A" f(x, x — z0) = f(w0)(x—20)", TER.

Ak oznaéime h = dx, potom z definicie diferencidlu n-tého radu funkcie f vyplyva®

df(@) = FO(ao)lda]” = D (m) da”, b f(a) =

Ak uvazime definiciu derivacie vyssich radov funkcie f, potom pre n€ N plati

-2 21

f(n) (/E) - 3. dxn—l d[lf”

d [d<“>f<x>] ()
dx '

Priklad 4.2.8.
Vypoditajte diferencial piateho radu funkcie f(z) =Inz, ©>0 v bode zy=1.

RieSenie.
Pre derivacie funkcie f do piateho radu plati

fllx) =zt f'x)=—22 [f"(x)=2273% [B(z)=—627* [O(z)=242".
7 toho vyplyva d°f(1,h) = fO®)(1)h> = 24h°, resp. d°f(1) = 24d2°. m

Cvicenia

4.2.1. Vypoditajte diferencial df(z, h), ak je funkcia f definované predpisom:

a) y=we’, b) y = 2327 c) y=x"1, d) y = arcsinz,

Inz Inz T 1—2z
e) y : )y Nk g y=1— ) y=ln—o,
i) y:e*xQ, j) y=xlnz, k) y=tgx, ) y = arctguz.

4.2.2. Kruhovy vysek ma polomer r = 30 cm a stredovy uhol ¢ = 60°. Urcte priblizne, ako sa zmeni obsah kruhového vyseku, ak:

a) 7 sa zviacsi o 1 cm, b) r sa zmensi o 1 cm, c) o zmensi o 1°.
4.2.3. Urcte absolitnu a relativnu chybu obsahu kruhu s polomerom 7, ak je polomer dany s absolitnou chybou Ar.

4.2.4. Pomocou diferencidlu vypocitajte priblizne hodnoty:

a) cos61°, b) tgd4°, ¢) In0,9, d) /2000, e) arcsin 0, 54,
f) V17, g) V267, h) /82, i) V214, j) arctg0,97,
k) 1,045, 1) 21,002, m) In 20, n) log1001, o) arctg1,05.
4.2.5. Tiazové zrjchlenie g, v nadmorskej vyske h je uréené vztahom g, = gr?/(r + h)?, kde g = 9,8065 ms™! je tiaZové zrychlenie pri

povrchu zeme a 7 je polomer zeme (stredny polomer zeme je r = 6371 km). Dokazte, ze plati g, ~ g(1 — 2h/r).

4.2.6. Vypocitajte derivaciu tretieho a piateho radu funkcie y = f(x), ak:
a) y=a3sinz, b) y = 23 cos, c) y = z°sin 2z, d) y = z°cos 2z,
e) y=-e'sinz, f) y =e"cosuz, g) y=2"Inz, h) y = ze“sinz.

4.2.7. Vypocitajte derivaciu n-tého radu, n€ N, funkcie y = f(z), ak:

a) y =sin’z, b) y = cos® z, ¢) y=wxsinuz, d) y=a2""1nuz,
r+1 r—1 r+Inz x

¢) y=_——7 )y= 7 gy — ) y= 51

i) y=umxe?, j) y=xlnz, k) y=xz+1nz, ) y=z(lnz—1).

4.2.8. Dokéazte, ze funkcia y = ¢y e* cosx + cpe*sinx + cge *cosx + cge P sinx, x € R, kde ¢y, ¢o, ¢3, ¢4 st lubovolné reédlne ¢isla spiﬁa
rovnicu y® + 4y = 0.

4.2.9. Nech a > 0. Dokézte, ze funkcia y = ¢; €% +cy e~ 4¢3 cosax + cxsinaz, x € R, kde ¢, ¢a, ¢3, ¢4 s [ubovolné reélne &sla spliia
rovnicu y — aty = 0.

6Pre zjednodusenie sa pouziva zapis [dz]" = da™.
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4.3 Aplikacie diferencialneho poctu

4.3.1 Vety o strednej hodnote funkcie

Vety o strednej hodnote funkcie patria spolu s ’'Hospitalovym pravidlom medzi najdolezitejSie a najcastejsie pouzivané
aplikacie diferencialneho poc¢tu. Vety o strednej hodnote funkcie st tri a nazyvaju sa Rolleho, Lagrangeova a Cauchyho.

Veta 4.3.1.
Ak ma f vo vntitornom bode ¢ € M lokalny extrém’ a existuje f'(c), potom f’(c) = 0.
Dokaz.
Ak f(c) = min f(z), x € M, potom pre vietky € M plati f(z) > f(c). Dalej plati
fl@) = 1(o) <0 prex<c¢, tj. fl(c)= lim f(z) = /() <0,
xr —C r—c™ xr —C
7]”(3:) —fle) >0 prex>c, tj. fi(c)= lim f(@) = /() >0

r —cC r—ct r —cC

Z toho vyplyva f'(c) = f'(c) <0< fi(c) = f'(c), t.j. f'(c)=0.
V pripade f(c¢) = max f(z), z€ M je dokaz analogicky a prenechavame ho ¢itatelovi. m

Veta 4.3.2 (Rolleho).
Nech® pre funkciu f definovani na uzavretom intervale {a; b) plati:

i) je spojitd na (a; b), ii) mé derivaciu (aj nevlastna) na (a; b), iii) f(a)=f(b).
Potom existuje asponi jeden bod c€ (a; b) taky, ze f'(c) = 0.
Doékaz.
Zo spojitosti funkcie f na uzavretom intervale (a; b) a z Weierstrasseho vety 3.3.10 vyplyva, Ze funkcia f nadobida na intervale (a; b)
svoje minimum m a maximum M. Potom existuju c1, ¢ € (a; b) také, ze pre vsetky = € (a; b) plati

fler) =m < f(z) <M = f(c2).
Pre body ¢, ¢2 € (a; b) mdzu nastat prave dva pripady:
a) Obidva body ¢y, ¢y s hraniéné body intervalu (a; b). Potom z iii) vyplyva
fla) = f(b) = f(c1) = f(c2) =m =M.

To znamend, Ze funkcia f je konstantna a pre vsetky c€ (a; b) plati f'(c) = 0.
b) Aspon jeden z bodov ¢, ¢y je vnitornym bodom (a; b), oznaé¢me ho c. Potom (veta 4.3.1) plati f'(¢c) = 0. m

Poznamka 4.3.1.
Bod c€(a; b) lezi na tsecke medzi bodmi a, b. Preto sa zvykne vyjadrovat v tvare

c=a+0b—a), kde 6€(0;1).

Veta 4.3.3 (Lagrangeova).
Nech pre funkciu f definovani na uzavretom intervale (a; b) plati:

i) je spojitd na (a; b), ii) m4 derivaciu (aj nevlastnt) na (a; b),
Potom existuje aspori jeden bod c€ (a; b) taky, ze plati

ey - 1) = 1@

e e )= fla)=f(e) - (b—a). (4.11)

Dokaz.
Funkcia F(z) = [f(z)—f(a)] - (b—a) — [f(b)— f(a)] - (v—a), € {a; b) splia predpoklady Rolleho vety 4.3.2. Potom existuje c€ (a; b)

také, ze plati
f(b) — f(a)

F/(e) = f(e) - (—a) = [[0)~f@)] =0, tj. fie) = 10— u

Poznamka 4.3.2.
Lagrangeova veta sa Casto nazyva veta o prirastku funkcie, pretoze vztah (4.11) vyjadruje prirastok funkcie f na intervale (a; b).
Ak totiz ozna¢ime ¢ = a + 0h, h = b—a, potom mozeme vztah (4.11) vyjadrit v tvare f(a + h) — f(a) = f'(a + 0h)h, kde 0 € (0; 1).
Pre dostatofne malé h mdzeme predpokladat f'(a + 6h) ~ f’(a). Potom

fla+h)~ f(a) + f'(a)h = fa) +df(a, h).

Tento vztah je zhodny zo vztahom (4.8) na strane 134, ktory sme dostali pri lokdlnej aproximécii funkcie pomocou jej diferencidlu.

"T.j. plati f(c) = min {f(z); z€ M}, resp. f(c) = max {f(z); z€ M}.
8 Michel Rolle [1652-1719] — franctizsky matematik.
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Priklad 4.3.1.
Priblizne odhadnite hodnotu vyrazu tg2, 1.

Riesenie.

Ozna¢me f(z) =tgx, v€(27/3; 2,1).

Funkcia f je spojita a pre vietky z € (27/3; 2,1) plati f'(x) = cos~2z. To znamena, 7e funkcia f spliia na intervale (27/3; 2, 1)
predpoklady Lagrangeovej vety o strednej hodnote. Potom existuje c€ (27/3; 2, 1) také, ze plati

2m 1 2m 2m 1 2m
tg L g2, 1= T 91 tj. tg2,1=tg =X — T _91).
83 78S 00826(3 ’)’ > 8 73 cos2c(3 )

2 2 1 2
KedZe tg g = —/3, cos ?W =-5= —0, 5, potom ak polozime ¢ ~ ?ﬂ, dostaneme

1 2
tg2, 1~ —V3— 025 <?7T—2, 1) = —1,732051 — 4(2,094395—2,1) = —1,709631.
Ak porovname tito hodnotu s presnou hodnotou tg 2,1 = —1, 709 847, dostaneme chybu vypoétu |1, 709847 — 1,709631| = 0,000 216 <
0,01. m

Poznamka 4.3.3.

Ak polozime v predpokladoch Lagrangeovej vety f(a) = f(b), potom dostaneme tvrdenie f’(c) = 0. To znamend, Ze Rolleho veta je
dosledkom Lagrangeovej vety.

Geometricky vyznam tychto viet je ilustrovany na obrazkoch 4.3.6 a 4.3.7. Doty¢nica ku grafu funkcie f v bode C' = [¢; f(c)| zviera s
osou z uhol «, pre ktory plati

b) —
tga = f'(c) =0, resp. tga= f'(c) = w.
—a
Rolleho a Lagrangeova veta zarucuju existenciu aspon jedného bodu ¢ € (a; b), pre ktory plati f'(¢) = 0, resp. pre ktory plati

vztah (4.11). Pomocou nich v8ak takéto body nevieme néjst a ani nedokdZeme urcit ich pocet.

Y f’(cl) =0 Y
Ch f
f(®) B
/ o Cy
fla)=f®) A =
C f(a) 1
flle2) =01 g T
0 a C1 C2 b 0 a C1 € b
Obr. 4.3.6: Rolleho veta. Obr. 4.3.7: Lagrangeova veta.

Désledok 4.3.3.a.
Ak pre vsetky x € (a; b) plati f'(x) = 0, potom je f na (a; b) konstantna.

Dokaz.
Z vety 4.1.1 vyplyva, ze je funkcia f na intervale (a; b) spojita. Nech 1,29 € (a; b), 11 < 23 st dva Tubovolné body, potom st na
intervale (x7; x5) splnené predpoklady Lagrangeovej vety. To znamend, Ze existuje c € (z7; x3), pre ktoré plati

f(wa) = f(z1) = f(e) (2 —21) = 0(x2 — 1) = 0, tj. f(21) = f(z2). m

Veta 4.3.4 (Cauchyho).
Nech pre funkcie f, g definované na uzavretom intervale (a; b) plati:

i) f, g st spojité na (a; b), ii) f ma derivaciu (aj nevlastni) na (a; b),
iii) ¢ méa vlastnt derivaciu na (a; b), pricom pre vSetky z € (a; b) plati ¢’(x) #0.
Potom existuje aspon jeden bod c€ (a; b) taky, ze plati
£ ) - 1)
g'(c)  g(b) —gla)’
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Dékaz.
Funkcia F(z) = [f(x)—f(a)] - [9(b)—g(a)] — [f(b)— f(a)] - [9(x) —g(a)], x € (a; b) splia predpoklady Rolleho vety 4.3.2. Potom existuje
ce(a; b) také, ze plati

f'(e)  f(b) = f(a)
—g(a)

Poznamka 4.3.4.
Lagrangeovu vetu mdZzeme povazovat za dosledok Cauchyho vety. Staci v predpokladoch Cauchyho vety uvazovat funkciu g definovani
vztahom g(z) =z, € (a; b).

Ak vynechame niektory z predpokladov vo vetach o strednej hodnote, potom ich tvrdenia vo vSeobecnosti prestavaju platit (vid
nasledujtce priklady).

Priklad 4.3.2.

Funkcia f: y = |z|, € (—1; 1) je na intervale (—1; 1) spojita.

Pre vSetky x € (—1; 0) plati f'(z) = [—z] = —1, pre v8etky z € (0; 1) plati f'(x) = 2’ =1, ale f’(0) neexistuje (priklad 4.1.5). Navyse
plati f(—1) = f(1) = 1. To znamen4, ze st splnené vsetky predpoklady Rolleho vety, okrem predpokladu existencie f’ na (—1; 1).

Je zrejmé, ze bod c€(—1; 1) pre ktory plati f'(c) = 0 neexistuje (obrazok 4.3.8). m

Priklad 4.3.3.

Funkcia f: y = sgnz, x € (—2; 2) ma deriviaciu v kazdom bode svojho definiéného oboru (priklad 4.1.6). Pre vSetky = # 0 plati
f'(x) =0 apre x = 0 plati f(0) = oc.

To znamend, ze funkcia f ma derivaciu v kazdom bode intervalu (—2; 2). Ale nie je spojitd v bode x = 0, takze nie si splnené
predpoklady Lagrangeovej vety. Je zrejmé (obrazok 4.3.9), Ze neexistuje bod c€(—2; 2), pre ktory plati

2) — (=2 1—(-1 1
f’(c):f(> f(=2)  1-( ):_‘.

2—(-2) 2+2 2

Yy Yy Yy tgx

______________________________________________________________ N 3 /T
. 1 sin x
f —2 -1.-710 1 2 2
1l 0 1 -1 .
0 iz
Obr. 4.3.8: Priklad 4.3.2. Obr. 4.3.9: Priklad 4.3.3. Obr. 4.3.10: Priklad 4.3.5.

Vety o strednej hodnote funkcie patria medzi najdolezitejsie vysledky diferencialneho poc¢tu a ako dokazujt nasledujtce priklady,
vyuzivaju sa pri rieSeni mnohych problémov.

Priklad 4.3.4.
Dokazte, ze funkcia f(z) = 2* — 322 + 6x + 1, z€ R m4 prave jeden nulovy bod a néjdite interval, v ktorom lezi tento nulovy bod.

Riesenie.
Funkcia f je spojita na R a pre vsetky x € R plati
fl(x) =32 —62+6=3(2>-20+2)=3>—-22+1)+3=3>x—-1>*+3>3>0.
Kedze f(—1) = -9 <0 a f(0) =1 > 0, potom na zaklade Cauchyho vety o nulovej hodnote (veta 3.3.11) existuje aspon jeden nulovy
bod v intervale (—1; 0).

Teraz dokazeme sporom, ze funkcia f neméa viac ako dva korene.

Predpokladajme, Ze existuju dva body x1 < x5 také, ze f(z1) = f(x9) = 0. To znamen4, Ze st na intervale (x1 ; z5) splnené predpoklady
Rolleho vety o strednej hodnote a existuje c€ (x1; z3) také, ze f'(c¢) = 0. Lenze pre vSetky c€ R plati f’(c) #0. To je spor.

Takze funkcia f ma prave jeden koreii, ktory lezi v intervale (—1; 0). m

Priklad 4.3.5.

T , . 2% .
Dokazte, ze pre vsetky x € <O; 5) plati vztah — <sinz <z < tgz.
0

Riesenie.
Situécia je znazornena na obrazku 4.3.10. Nech be (0; 7/2) je Tubovolné.
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4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

a) Funkcia f(z) = tgx je na intervale (0; b) spojitd a na (0; b) ma vlastnt derivaciu

f'(x) =

Potom (Lagrangeova veta) existuje c€ (0; b) také, ze

s
> 1, pretoze 0 <cosx <1 pre xE(O;—).
cos? 2

b—0 b b
tgb—tg0=——, tJ. tgb=—5—>-=0.
cos®c cosc 1
b) Funkcia g(z) = sinx je na intervale (0; b) spojitda a pre vSetky x € (0; b) plati 0 < ¢'(z) = cosz < 1. Potom (Lagrangeova veta)

existuje c€ (0; b) také, ze
sinb—sin0 =cosc-(b—0), t.j. sinb=cosc-b<bh.

sin x

c¢) Funkcia h(x) = je na intervale <b; g> spojita a pre vSetky x € (b; g) plati

n(z) = - = <0, (4.12)

2 2

. / .
sin x xcosx —sinx  cosx (v —tgx)
T

pretoZe pre vsetky € (0; 7/2) plati 0 < cosz < 1, 0 < 22, z < tgz.
Potom (Lagrangeova veta) existuje c€ (b; 7/2) také, ze

/2 b T b

cosc (¢ —tge) <7T b) _sin(n/2) sinb 2 sinb
c? 2 B
Zo vztahu (4.12) a z nerovnosti 0 < b < g potom vyplyva

2 sinb 2 sin b 2b .
- ——<0, tj —<——, resp. — <sinb.
T b T b T

2x s
Tym je vztah — < sinx < x < tgx dokdzany pre vSetky x € (O; 5) [
m

Priklad 4.3.6. .
Dokazte, ze pre vsetky x>0 plati
1+z

<In(l1+z) <uz.

Riesenie.

Nech b > 0 je Tubovolné.

Funkcia f(z) =1In(z + 1) je na (0; b) spojitd a f'(z) = 1/(14+x) > 0 pre vSetky z€(0; b).
Potom na zdklade Lagrangeovej vety existuje c€(0; b) také, ze plati

1 b
In(1+6)=In(1+b) —In(140)=——-(b—0) = .
n(l+0)=In(1+b)-Im(1+0)=1"—"(b-0)=1"-
Zo vztahu 0 < ¢ < b vyplyva 1 < 1+ ¢ < 1+ b a z toho dalej vyplyva
1 1 b
— < ——<1, tj ——<In(l1+0b) = < b.
1+b 1+c¢ 7 ) 1+b<n( +9) l1+c

x
Tym je vztah 112 <In(1+ z) < x dokdzany pre vsetky z > 0. =
x

4.3.2 L’Hospitalovo pravidlo

Pri praktickom vypocte limity funkcie, ktord méa v danom bode tvar neuré¢itého vyrazu typu 0/0, resp. +00/00 sa ¢asto pouziva
I’Hospitalovo pravidlo.’

Veta 4.3.5 (I’Hospitalovo pravidlo).
Nech pre funkcie f, g definované v nejakom prstencovom okoli P(a) bodu a € R* plati:

i) pre vSetky = € P(a) existuju konecné derivacie f’(z), ¢'(z), pricom ¢'(z)#0,

f'()

i) lim f(z) = lim g(z) = 0, iii) existuje limita lim ) =beR".
r—a Tz—a x—a (T
/
Potom existuje limita lim /() a plati rovnost lim Lr) = lim f/(x) =b.
r—a g(”[,') r—a g(’[,') r—a g (”[,')

Dékaz.
Z i) vyplyva (veta 4.1.4), ze su f, g spojité v P(a). Ak pre a € R polozime f(a) = g(a) = 0, potom budu spojité aj v bode a.

9Pravidlo je pomenované po franctizskom matematikovi G. F. A. de I’Hospitalovi, ktory ho publikoval v roku 1696. Jeho skutoénym autorom je $vajciarsky
matematik Johann Bernoulli.
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4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

Nech a € R, b€ R* a nech Ps(a) mé polomer ¢ > 0. Zvolme {z,} >, — a tak, aby a < z,, < a + J pre vietky n € N. Na kazdom z
intervalov (a; z,,), n€ N spliaju f, g predpoklady Cauchyho vety. Potom pre vietky n€ N existuje ¢, € (a; x,) tak, Ze

f'(en) _ flan) = fla) _ fzn) =0 f(2n)

g'(cn)  glza) —gla)  g(zn) =0 glzn)
Kedze a < ¢, < x,,, potom lim ¢ =a < lim ¢, < lim z, = a, lim ¢, = a.

n—oo n—~0o0 n—oo n—~0o0

Ak to zhrnieme, potom plati
/ / /
lim f,(cn) = lim f/(x) m f/(cn) = lim f(@n) = lim _f(x) =b.
A o) e g(2) o) T g aes g(a)
Ak zvolime {z,} -, — a tak, aby pre vetky n € N platilo a — § < z, < a a aplikujeme Cauchyho vetu na (z,; a), dospejeme

(analogicky ako pri limite sprava) k vzfahu

—b, tj.

F) o ) ) (@)

b= lim .
T—a~ g'($) n—00 gl(cn) n=oo g(xn) rT—a- g(fL‘)

Nech a = 0o, b€ R* a nech P(cc) = (§; 00), kde § > 0. Ak oznac¢ime x = t~!, potom
. T 1 . RRT 1 . IR P -1
Jim @ = lim - lim f(z) = lm f(¢),  lim g(z) = lim g(t™).

Funkcie f(t71), g(t7!), t€(0; 1/§) st zloZené a na zaklade uz dokdzaného pre ne plati
tf]_ tfl / ! t*l t72 / tf]_ !
R R N 1 O 5 VS L B

oo glw) ot g(E7) ot [gE D] ot —g/(ET)E ot gt e gn)
Pre a = —o00, be R*, P(a) = (—o0; 0), 0 < 0 je dokaz analogicky. m

Poznamka 4.3.5.
Predchédzajica veta zostava v platnosti aj v pripade, ked predpoklad ii) nahradime predpokladom lim f(z) = lim g(x) = oo, resp.

lim f(z) = %00, lim g(z) = +o0. z—a P
Priklad 4.3.7.

3

r° —8

Vypocitajte lim .
r—2 T —

RieSenie.

Oznacme a = 2, f(z) =2* -8, g(x) =z — 2, z€ R — {2}.

Okolie P(2) mdzeme zvolit Tubovolne, v tomto pripade aj P(2) = R — {2}. Pre vietky = € P(2) existuju derivacie f'(x) = 3a?,
g'(z) =1+# 0 a plati

/ 3 2
lim (z° — 8) = lim (z — 2) = 0, lim J'@) = lim 2 = lim 322 = 3-2% = 12.
r—2 r—2 r—2 g/(x) r—2 ]_ r—2
, , , , . . P A . 322
Tym st overené predpoklady 1’'Hospitalovho pravidla a plati hm2 = hr% -4 = 12.
r—2 I — Tr—
Dan limitu méZeme vypocitat aj bez 'Hospitalovho pravidla
3-8 —2)(2? + 2 4
Tk PN )] i e 0 I T PSP W S D
z—2 1 — 2 r—2 xr — 2 r—2

Priklad 4.3.8.
vrL . nwr
Vypocitajte lim —.
r—o0 U
Riesenie.
Predpoklady I'Hospitalovho pravidla st splnené, pretoze pre vietky z € P(occ) = (0; 0o) existuji konecné derivacie f/'(x) = [Inx] = 271,
g'(z) = [z]' = 140 a existuju limity

lim Inx = lim = = oo, lim = lim =lim — = lim — =0
T—00 T—00 T—00 g’(x) T—00 [x]’ z—o00 1 T—00 I
1 In z|’ 1
Z toho vyplyva, ze lim 2T Jim [nz] =lim-—=0.m
r—oo Tr—00 [.T]/ Tr—00 U

Pri praktickom pouzivani I’'Hospitalovho pravidla je velmi dolezité, aby sme overili vSetky predpoklady. V opac¢nom pripade
(vid priklady 4.3.9, 4.3.11) moézeme dospiet k nespravnym vysledkom alebo sa k vysledku danym postupom nedopatrame. Platnost
predpokladu iii) sa v praxi overuje priebezne pocas vypoctu limity.

Obratené tvrdenie I’'Hospitalovho pravidla neplati (priklad 4.3.9). To znamend, ze z existencie lim [f(z)/g(z)] vo vSeobecnosti
r—a

nevyplyva existencia lim [f'(x)/¢'(z)].
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Priklad 4.3.9.

Vypocitajte lim -
z—0 ST

r?sinz?
RieSenie.
Ozna¢me P(0) = (—1; 1) — {0}, f(x) = 2?sinz™!, g(x) = sinz. Pre vietky z € P(0) plati
f'(x) =2zsinz™' + 2% cosz™H(—27?) = 2wsinz™! —cosz™', ¢'(x) = cosx#0.
KedZe je funkcia sin 2! ohrani¢en4 a liH(l) x = 0, potom (ddsledok 3.2.4.b) plati
hII(l) f(z) = lir% [2rsinz™!] =2 lir% [zsinz™!] =0, lir%g(x) = hII(l) sinz = 0.

Potom (I’'Hospitalovo pravidlo) plati

1 2lim [zsinz™']—lim cos x ™!

fim ?sinx ' lim 2rsing”'—cosx™! 70 20 i cos ]
z—0  sinx z—0 cos T lim cos x z—0
z—0
- . L ... xtsina™!
Kedze lim cos x™ " neexistuje, neexistuje tiez lim ———
2—0 z—0  sinx

L’Hospitalovo pravidlo v tomto pripade pouzif nemdZeme. Neoverili sme totiZz platnost predpokladu iii). Tento predpoklad nie je

splneny, pretoze neexistuje limita
. f(x) .. 2zsinz!—cosz!
lim = lim .
=0 g'(x) 20 cos

Dan4 limita existuje, pretoze zo vztahov lim [xsinz '] = 0, lim —— = 1 vyplyva
20 —0 sin

. 2?sinz™t T _ T
lim —— = lim |zsinz™ " — = lim [a: sin x } - lim —
z—0 S x z—0 sSin x z—0 z—0 sIn r

=0-1=0.m

Poznamka 4.3.6.
L’Hospitalovo pravidlo mozeme pri praktickom vypoéte limity pouzit aj niekolkokréat za sebou. Ak si splnené predpoklady pre funkcie

.d, f.¢", ..., f® g® ke N a existuje lim [f®)(x)/g"®) ()], potom ho mdZeme pouzit k-krat za sebou podla vzoru
, / " (k)
lim M = lim f,(T) = lim f”(m) =...=lim f(k)(T)
Tr—a g(’l?) T—a g (”L’) Tr—a g (”L’) Tr—a g (”L’)

Priklad 4.3.10.

T —sinx
Vypocitajte lim ————.
z—0 T
RieSenie.
Pouzijeme 'Hospitalovo pravidlo niekolkokrat za sebou. Zvolme P(0) = (—1; 1) — {0}. Pre vSetky x € P(0) existuju prislusné derivacie
a plati

. x—sinx [z —sinz]” . 1—cosz . [l—cosz|
li = = lim =1 =
z—0 3 z—0 [:L’3]’ x—0 3x2 z—0 [3:L’2]/
i 0—(—sinz) lim sinz i S5% _ 1 i
7—0 6x z—0 Ox z—0 6 6

Priklad 4.3.11.
e . €T teTT
Vypocitajte lim :
x—oo ¥ — e~ T
Riesenie.
L’Hospitalovo pravidlo ndm pri vypocte tejto limity nepomdze, pretoze nedokazeme overit splnenie predpokladu iii). Plati totiz
e f o=t e 4 =T/ et _ e~ e _ o=/ e { o=t
lim;:lim@:hmizlim[ I ere

T—00 €T — e~ T 00 [ex _efx]/ z—o0 T 4 =T 00 [ex _i_efx]/ - r—00 T —e*x'

Dant limitu moéZeme vyrieSit napriklad nasledujicim sposobom

et 4e @ ) e e T e @ o l4e® 140
lm ——=lim |[——— - = lim = =1.m
r—o0 €T — e~ 7% r—oo | €L —eTT e % z—o0 ] — e~ 2% 1-0
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Priklad 4.3.12.
e
Vypocitajte lim —, kde ne N.

r—o0 T
RieSenie.
L’Hospitalovo pravidlo pouzijeme n-krat. Zvolme P(co) = (0; 00). Pre vSetky x € P(c0) a pre vetky k€ N, k < n existuji derivacie
[e”]®) = o7, [2M®) = nn—-1)--- (n—k+1)z" %, [2"]™ = nlz® = nl.

Pre vsetky ke N, k < n plati

lim e’ = co, lim 2" = lim na" ' = lim [n(n—1)z

r—00 r—00 T—00 T—00 r—00

Potom na zaklade I'Hospitalovho pravidla plati
lim — = lim
z—oo " z—oo N

1=

4.3.3 Neurcité vyrazy

L’Hospitalovo pravidlo mézeme pouzit aj na vypocet limit z neurcitych vyrazov typu o0 -0, co—o00, 0c?, 0° alebo 1¥°°. Tieto limity
prevedieme vhodnymi tpravami na limity neurcitych vyrazov typu 0/0 alebo 4+00/00 a pouzijeme 1'Hospitalovo pravidlo. Budeme
pritom predpokladat, ze a€ R* = RU {400} a Ze st funkcie f, g definované v nejakom (vhodnom) prstencovom okoli P(a).

e Typ +00-0, t.j. lim [f(z)g(z)], kde lim f(z) = +o0, lim g(z) =0

r—a r—a

Ak pre vietky z€ P(a) sit ¢ (x), [1/(x)] #0 koneené a existuje lim % potom

tim [ (a)g(e)] = lim 97— tim T i
Ak pre vietky 2 P(a) sit f'(x), [1/g(x)]' #0 koneéné a existuje lim % potom

lim [ (x)g()] = lim j;;fi) ~ lim % tiop 2

e Typ co—o0, t.j. lim [f(x) — g(x)], kde lim f(z) = lim g(z) = o0

r—a r—a r—a

Ak pre vSetky x € P(a) existuju konecné [1/g(z) —1/f(2)]’, [1/(f(x)g(x))]'#0 a existuje limita ich podielu pre x — a, potom plati

L T f@e@)] T 1]
i [f(@) = glw)] = Hm 1= 7(x) } i f(@)g( )[g(w) f(x)]
L {L _ L]/
= lim o) I A = lm o) _J@L g &0 _g
f(x)g(x) f(z)g(z)

o Typ o, t.j. lim [f(2)]?“), kde lim f(z) = oo, lim g(x) =0

r—a r—a r—a

Ak pre vietky x € P(a) existuji funkcie In f(x), In [f(2)]?""), potom

lim [f(a:)]g(x) — lim P F@F® _ iy es@ i f@) _ Jim, 9() lnf(:v), t.j. typ 0-oo.

r—a r—a r—a

e Typ 0° t.j. lim [f(2)]?@, kde lim f(z) = lim g(z) =0
Ak pre vietky x € P(a) existuji funkcie In f(x), In [f(2)]?*"), potom
lim [f(2)]?®) = lim e F@1® _ Jip @ f@) — o, 97) mf(x), t.j. typ 0-(—o0).

r—a r—a r—a

o Typ 1¥°°, t.j. lim [f(2)]9®), kde lim f(z) =1, lim g(z) = 400

r—a

Ak pre vietky x € P(a) existuji funkcie In f(z), In [f(x)]?*”), potom

lim [f(2)]?®) = lim e F@N iy 9@ fl@) — 2,96 mf(x), t.j. typ £o00-0.

r—a r—a r—a
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Priklad 4.3.13.
Pomocou I’'Hospitalovho pravidla vypocitajte:

1 1
a) lim [zlnz], b) lim [— — = }, c¢) lim [sin x]".
z—0+ =0 |xr sInx z—0
RieSenie.
a) Pre vietky z > 0 plati 2/ = 1, [I/Inz]) = [In" ' 2] = —In *z[lnz) = —v *In"?2#0. Kedze lim z =0, lim [1/Inz] =0, potom
z—0 z—0
lim [zlnz] = lim — I i I ! lim [z Inz]
im [zlnz] = lim ——— = lim ——— = lim —————— = — lim [zIln°z].
z—0+ z—0t 1/Inz  2—0+ [1/Inz] a—0t —z—1ln "%z z—0+
To znamena, Ze pravidlo typu 0/0 ndm nepomdze. Na druhej strane pre vietky = > 0 plati [Inz] = 1/z, [1/2] = —1/2* #0. KedZe
lim Inx = —oc0, lim [1/x] = oo, potom
z—0t z—0+
_ . Inz . [Inz] _ 1/z
lim [zlnz] = lim — = = lim = lim [—z]=— lim z =
z—07t z—07t 1/1‘ x—07F [1/1‘]/ z—07t —1/1‘2 z—07t x—07F
b) Po opakovanom pouziti I'Hospitalovho pravidla (predpoklady st splnené) plati
R 1 . sinx—2z . [sinz—zx] cosx — 1
lim [— — = =lim—=lm———— =lim ————— =
=0 |z sinz z—0 xsinx  @—0 [rsinz]  2—0sinz + zcosx
 lim .[cosx—l]’  lim —sinx. :9:0'
2—0 [sinx+xcosx) 2—02cosx—xsinx 2

c¢) Vyraz [sin x]” nie je definovany pre x < 0, t.j. lim [sin z]” neexistuje. Ale plati

z—0~
lim In[sinz]® lim xlnsin
lim [sinz]” = es—o+ st e o 1,
z—0t
. . . . . Insinz . . ,
pretoze pre limitu lim zlnsinz = lim (I'Hospitalovo pravidlo) plati
z—07F z—07F 1/.(17
cos T
Insinz .. [Insinz] .. §pno _
im = lim ——————= lim =—lim [a:cosa: - ]:—O~1-1:0.l
x—0+ l z—0+ 1 z—0F _i z—0t sin x
x T x?
Priklad 4.3.14.
Pomocou 1'Hospitalovho pravidla!® vypocitajte: a) lim z'/%, b) lim, z®.
T—00 r—0

Riesenie.
Pre vietky z > 0 plati 22/7 = eme"/" = elnz/z 3/ — 1 [Inaz) = 1/2#£0. Z toho vyplyva:

a) Kedze lim x = lim Inz = oo, potom na zaklade I’'Hospitalovho pravidla plati

Tr— 00 Tr— 00
Inz In x|’ 1/x 1 im Inzl/®
T /] — Jim % g L —0, tj. lim 2% = e &M — g0 — 1,
r—o00 I r—oo T T—00 T—00 I T—00
b) Kedze lim+ x =0, lim+ Inx = —o0, potom (bez 'Hospitalovho pravidla) plati
z—0 z—0
Inx —0o0 lim Inzl/®
lim — = —— = —oc0, tj. lim 2% =e—ot =e¢“=0.m
z—0t T 0 z—0t

4.3.4 Taylorov polynom

Ak chceme funkciu f, ktord je diferencovatelnd v bode zy € R, aproximovat v okoli bodu z linearnou funkciou (t.j. polynémom
prvého stupna), potom najlepsia aproximacia (veta 4.2.2) je pomocou linearnej funkcie g(x), pre ktort plati

9(x) = f(x0) + f'(z0)(x — 20) = f(xo) + df (20,2 — 20), lim M

T—x0 r — X

=0.

V nasledujicej ¢asti sa budeme snazit funkciu f aproximovat v okoli bodu xy pomocou polynému n-tého stupnia (n = 1,2,3,...)
tak, aby chyba aproximacie bola minimalna.

Predpokladajme, Zze ma funkcia f v bode zy € R konecné derivacie do radu n€ N vratane. To znamena, ze funkcia f ma v bode xg
diferencialy radov 1,2,...,n. Funkciu f chceme v nejakom okoli O(zq) bodu zy aproximovat polynémom

T.(z) = Zak(x—xo)k =ap+ a1(z—x0) + -+ an(r—x0)", ao,a1,...,a,€R
k=0

10Vid priklad 3.2.34 na strane 106.
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tak, aby chyba aproximécie R, (z) = f(x) — T,,(z) bola minimélna, t.j. aby platilo
Rx) _ . @) -T)

lim ———— = = 0. 4.13
rT—T0 (;1} — ,Z‘O)n T—x0 (,CL" — ,Z‘O)n ( )
Teraz vypocitame koeficienty aq, as, ..., a,. Z predchadzajiceho vztahu vyplyva, ze pre vsetky k£ = 0,1,2,...,n plati

lim 7Rn(x) = lim 7Rn(x)

n—=k
* - - O * 0 — 0-
v—zo (x — x9)*  2—wo | (2 — x0)" (=20)

Potom po k-nésobnom opakovanom pouziti ’'Hospitalovho pravidla typu 0/0 plati

- Ry(x) . Ry (x) : R, (x)
i (7=t amso [(@—a0)F]  emro kl(@—0) 1]
s [(w—x0)F]®)  a—wo k(k—1)---2-1 ko
To znamena, ze pre vSetky £ =0,1,2, ..., n plati
Rflk) (z0) = [f (o) — Tn(xo)](k) =0, tJ. Tn(k) (o) = f(k) (20)- (4.14)
Pre polyném T),(z) = a,(x—20)" + - - + as(x—x0)* + a1 (x—x0) + ag v okoli P(xq) plati
T (z) = nay(r—x0)" ' +--+  3az(z—w0)*+ 2aa(xr—x0) + 1ay,
T!(z) = nn—1)a,(x—x¢)" 2+ -+ 3-2a3(x—x9) +2-1ay,

T (z) = n(n—1)(n—2) ap(z—20)" 3+ +3-2-1as,

T V() = n(n—1) - 2a,(x—20) + (n—1) ap_y, T (x) = nlay.

7 toho vyplyva, #e pre vietky k = 0,1,2,...,n plati T, (zo) = k!ay. Potom plati
F®) (o)

T (20) = f®(20) = klag, t.j. ap= 0 pre k=0,1,2,...,n. (4.15)
Z predchédzajucich uvah vyplyva, ze vztahmi (4.15) st uréené jednoznacne koeficienty ag, a1, as, . . ., a, pre polyném 7,,(z), z € O(x),
ktory splita vztahy (4.13) a (4.14).
Nech je funkcia f definovana v nejakom okoli O () a nech v bode x existujti koneéné derivacie f'(xo), f”(zo), ..., f™ (o). Funkciu
T, (z), x€O(xy) definovant vztahom
— [ () f' (o) ) (o) n
T, (x) = kz o (=w0)" = fla) + (e —0) + -+ T (w—0) (4.16)
—0

nazyvame Taylorov!'! polyném stupiia (najviac) n funkcie f v bode zy. Bod zy nazyvame stred Taylorovho polynému T, (z).
Vzorec

n ) (g .
f(z) =T,(z) + Ru(x) = Z / k(! )(ac—ato) + R,(x), z€0(x0) (4.17)

nazyvame Taylorov vzorec stupiia (najviac) n funkcie f v bode zy. Funkcia R, (z) = f(z) — T(z), £ € O(x0) splia vztah (4.13)
a nazyva sa zvySok Taylorovho vzorca (stupna n funkcie f v bode x).
Pre 2y = 0 (stred v bode 0) ma Taylorov polyném (4.16) funkcie f tvar

n (k) / " (n)
To(x) = E / k‘(o)xk = f(0) + fl('o)x—l— f2(|0)x2 +o / nl(o)x”, z€0(0)
Kk ! ! !

a nazjva sa Maclaurinov'? polyném stupna (najviac) n funkcie f. Taylorov vzorec funkcie f sa v tomto pripade nazyva Mac-
laurinov vzorec stupna n funkcie f.

Ak uvédzime definiciu diferencidlov vyssich radov (poznamka 4.2.9), potom moézeme vztah (4.16) pre Taylorov polyném radu n
funkcie f v bode x( pisat v tvare

- dkf(xo,x—xo) df(zo, z—x0) +_._+d“f(x0,a:—xo)

T.(z) = Z o = f(zo) + T oy , £€0(xg).

Poznamka 4.3.7.
Mbze sa stat, Ze pre nejaké k =0,1, ..., n plati f*)(z4) = 0. Potom bude mat polyném T, (x) niektoré koeficienty nulové a jeho stupeti

? ?

moZe byt mensi ako n. To je dévod, preco hovorime o polynéme stupiia najviac n.

Y Brook Taylor [1685-1731] — anglicky matematik.
12 Colin Maclaurin [1698-1746] — skétsky matematik.
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Poznamka 4.3.8.
Polozme h = x — g, t.j. © = 1y + h a oznaéme zvySok R, (x) = R,(zo + h) = w,(h).
Taylorov polyném T,,(z) funkcie f v bode xy mézeme potom vyjadrit v tvare

Lot h) =3 L0600 i gy 4 L0y S0 f(n;(,"”‘))h”, he o),
k=0 "

k! 1! 2

kde O(0) je nejaké okolie bodu 0. Pre Taylorov vzorec funkcie f v bode xy potom plati

n h
f(xo+h) = Th(xo+h) + w,(h Z +wy(h), kde limw—()

pm = =0.

Ak pouzijeme zapis pomocou diferencidlov, potom plati

n k 9 ;
To(aoih) = S STER) o, W k) | Efh) | 4 oh)

k! 1! 2! n!
k=0

Hodnota zvysku R,,(x) vyjadruje chybu, s akou aproximuje Taylorov polyném T;, funkciu f v bode 2 € O(xy). Limitna vlastnost (4.13)

vyjadruje, ze tato aproximéacia je v lokdlnom zmysle, t.j. v okoli O(z¢) najlepsia mozna (veta 4.3.6).

To znamend, ze uspokojujice vysledky mozeme ocakévat iba pre body, ktoré su blizko body z(. Pre vzdialenejsie body dostaneme
nepresné az celkom nevyhovujtce vysledky. Vo vicsine pripadoch nepoméze ani zvySovanie stupna n Taylorovho polynému 7). Mno-
hokrat je to prave naopak a zvySovanim stupna n sa chyba aproximacie zviacsuje. Navyse pre praktické pouzitie Taylorovho polynéomu

danej funkcie je dolezité odhadnut velkost zvysku R, (x). Tento problém riesi Taylorova veta 4.3.7.
Veta 4.3.6 (O najlepsej lokalnej aproximacii funkcie polynémom stupna n).
Nech f je funkcia, ktord ma v bode x( konec¢né derivacie az do radu n vratane. Nech

Qn(w) = o+ cr1(v—x0) + co(x—10)> + -+ + cp(x—10)"

je polyném najviac n-tého stupna, rozny od T,,(z), pre ktory plati Q,(x¢) = f(xo).
Potom existuje prstencové okolie P(z) také, Ze pre vSetky z € P(xg) plati

|f(2) = To(2)] < |f(2) = Qu()]-

Veta 4.3.7 (Taylorova).

Nech ma funkcia f v nejakom okoli O(zg) bodu g kone¢éné derivacie az do radu n+1 vratane. Potom pre vsetky = € O(zy) plati Taylorov

vzorec (4.17)
(®)(
F@) = To(@) + Rula Zf ) (0 —0)* + R, (2,

pricom R, (x), x € O(xy) mozeme pisat v Lagrangeovom tvare (Lagrangeov zvySok)

R,(z) = w(z—xo)"ﬂ kde & =z9+0(z — ), 0€(0; 1)
n (n+1)| Y Y Y
alebo v Cauchyho tvare®® (Cauchyho zvysok)
f‘(n—‘rl) (f) /
R, (z) = ———%(x —x)(x — )", kde & =uwo+0(x —x0), 0€(0;1).

n!

Poznamka 4.3.9.

Ak pouzijeme (vid pozndmka 4.3.8) oznalenie h = = —1xg, t.j. © = xo+h, potom pre £ leziace medzi bodmi zy a = plati £ = xy+0h,

x—&=x—x9—0h=h—0h=(1-0)h.
Pre zvysok R, (zo+h) = w,(h), h€ O(0) Taylorovho vzorca

/ " (n)
Flzo+h) = f(wo) + f(ff())h+ / éf())hu 4 n( )yt & Ro(o+h), heO(0)
v Lagrangeovom tvare potom plati
(n+1) (n+1) z0+0h
Rn($0+h) - f(Tl()gl)(l'—l'o)nJrl - f (n:—i)' )hn+1, f - l’o+9h, 96(07 1) .

Zopakujme, ze h = x — xy. Pre Cauchyho tvar zvysku plati

(n+1) (n+1)
I gy = L0

Rn(x) =

n!

13Existuje samozrejme omnoho viac tvarov zvysku R, (z), ale pre prakticky vyznam st Lagrangeov a Cauchyho tvar najvyznamnejsie.

RN 1—-0)", € = xzo+0h, 0€(0;1).
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Poznamka 4.3.10.

V pripade Maclaurinovho vzorca
"0 an (n) 0
/1 )x—i-f ('):E2+~-~+7f ( )I”+Rn(x), z€0(0)

plati h=2—-0=2,{ =0+ 60(z—0) = 0x = 0h, kde #€(0; 1). Potom

— f(’”""l) (5) In—‘,—l — f(rL+1) (0(17) ITL—‘y-l
(n+1)! (n+1)!

n!

R, (x)

je Lagrangeov tvar zvysku. Cauchyho zvySok ma tvar

(n+1)
R - 100

n!

B f(n+1)(91,)

(n+1)

r(r—0zx)" = -

: 2" (1-0)".
n!

Priklad 4.3.15.
Néjdite Taylorov vzorec stupna 2 funkcie f(x) = v/1 + 2 so stredom v bode 0.

RieSenie.
Funkcia f je definovana pre vsetky z€(—1; 00). Pre vsetky z€(—1; 0o) plati

1 —2
() — : ") — 7
/(@ 3Y/(1+ x)? (@) 9Y/(1+ z)°
2
, f(0) == potom pre Taylorov, t.j. Maclaurinov vzorec plati

VL0, 100 o

f(z) = f(0) TR x2+R2(a:):1+§—§+R2(x), z€0(0).

Pre zvySok Rs(z), x€O(0) v Lagrangeovom tvare plati
f"(0z) o 5x?
Ra(a) = - ,
2(2) 3 " 81v/1+0x
e 5 3 1—0 2
Cauchyho zvySok ma tvar Ry(x) = J7(a) 2 (1-0)* = r(1-9) kde #€(0;1). m

2! 271402’

10

f///(x) = —27 ; (1 +_I)8.

Kedze f(0)=1, f'(0)=

Wl =

kde €(0;1).

Poznamka 4.3.11.
Z predchéadzajtceho prikladu vyplyva, Ze funkciu f(z) = /1 + =, € O(0) mdzeme aproximovat kvadratickou funkciou 1+ x/3 — 22/9

s chybou |Ry(z)], t.j.
2

SMTromlts-— ﬂ, r€0(0).

3 9
Pre € O0%(0) plati 1 4+ 6z > 1, t.j.v/1 + 6 > 1. Z toho vyplyva pre chybu aproximécie
53 53
|Ro(2)| = Ro(2) = —— < 21 20,0624,

81v/1+60x — 81
Napriklad pre /1,2 = /1+0,2 je chyba |R5(0,2)| < 0,062 -0,2% = 0,000496. Ale pre v/8 = /1 + 7 je chyba ohrani¢ena ¢islom
0,062 - 73 = 21,266, ¢o je nepriatelné. Naozaj, staci porovnat hodnoty /1,2 = 1,062 659, v/8 = 2 s hodnotami

0,2 0,22 77
V140,2~1+ é —7:1,062222, \3/1+7%1+§—§:—2,111111.

Priklad 4.3.16.
Néjdite Taylorov vzorec stupnia n€ N funkcie f(z) = Inx so stredom v bode zy = 1.

Riesenie.
Pre vSetky x > —1, k€ N pre k-tu derivaciu funkcie f plati
1 -1 2 —-3-2 —1)*Y(n—1)!
f/(I) == f”(ZE) =—, f”/(l‘) ==, f””(I) _ TR f(k)(x) _ ( ) k(n )
x x x x x
Potom pre vietky k€ N plati f®)(1) = (1)1 (k—1)L.
Potom Taylorov polyném stupnia n funkcie f(x) = Inz ma pre z€O(1) tvar
1 —1! 5 2! 3 (—1)" " !n! 0
_(@=1)  (@-1)? (z-1)° i o VA N G Y G O
1 > 3 7 n B ; k '

Pre zvySok R, (z) v Lagrangeovom, resp. Cauchyho tvare plati

ey
) = G-

(=D)"(=z—1)""(1-0)"
[1+0(x—1)"+

resp. R,(x) = ,0€(0;1). m
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Poznamka 4.3.12.
Niekedy je vyhodnejsie funkciu f(z) = Inz vyjadrit v tvare Maclaurinovho polynému. Ak polozime = = ¢+ 1, potom Maclaurinov
polyném funkcie f(¢) = In (¢+1) ma tvar

ZLQ ZL3 IL4 t5 (_1)n—1tn n (_1)k—1tk
Tot)=t—— 4= ——+— b2 =N © 1 c0O(0).
(t) = 2 i 3 4 N 5 T n ; k / (0)
Priklad 4.3.17.
Néjdite Maclaurinove vzorce stupnia n€ N pre funkcie: a) f(x)=sinz, b) g(x)=cosx.

RieSenie.
a) Z prikladu 4.2.6 pre derivacie radu k€ N U {0} funkcie f(x) = sinz vyplyva
FU0) = f(0)= sin0=0,  fH¥(0)=f(0)= cosO= 1,
FER0) = f/(0) = —sin0 =0,  f@*(0) = f"(0) = —cos0 = —1.
To znamend, e pre k€ N U {0} plati f@8) =0, f@+D = (—1)*5= = (1),
Maclaurinov polyném stupnia n = 2k+1, k€ N U {0} mé potom tvar

23 (— 1)k 2k-+1 k 22+l
T =0 0 0+--- R.
i (8) = 0+ g+ 0 + 0+ (2k+1)] Z 2@—1—1' e
Pre zvySok Rgyi1(z) v Lagrangeovom tvare (poznamka 4.3.10) plati
: 2k+42
’R2k+1($)‘ _ f (2k+2) (91') 2k+2 — S 6.1' 2k+2 x2k+2 — ‘.T‘ ’ .TER
(2k+2)! (2k+2)! (2k+2)!|  (2k+2)!

b) Z prikladu 4.2.6 pre derivacie rddu k€ N U {0} funkcie g(z) = cosz vyplyva
gW0) = f(0)= cos0= 1, g¥*D(0) = f(0) = —sin0 =0,
g (0) = f/(0) = —cos0 = —1, g™ (0) = f”(0) = sin0=0.

2k

To znamené, 7e pre k€ N U {0} plati g®* = (—1)2 = (=1)F =0, g+ = 0.
Maclaurinov polyném stupna n = 2k, k€ N ma potom tvar
72 4 (_1)k 2k

Pre zvySok Rg(z) v Lagrangeovom tvare plati

2%+1
‘R ($)| _ f2k+1 (0{[‘) 2k+1| __ cos 0z 2k+1 $2k+1 — ‘I| " Z'ER -
2" (2k+1)! (2k+1)! 2k+1)!|  (2k+1)V ‘
Poznamka 4.3.13.
Z prikladu 2.3.19 vyplyva, ze pre vsetky x € R plati
| ‘2k+2 ‘ |21€+1
< ki ' < <
0< k}gglo|R2k+1| hm L 2kt ) =0, 0 hm | Ro| hm S CTew

To znamend, Ze obidve funkcie f(x) = sinz, g(x) = cosx mdzeme aproximovat Maclaurinovym polynémom pre lubovolné x € R.
Pozadovani presnost dosiahneme dostatoénym zvicSenim stupia n.

Priklad 4.3.18.
Najdite Maclaurinov vzorec stupiia n€ N funkcie f(z) = e”.

Riesenie.
Pre vietky k€ N plati f*)(z) = [e*]®) = e7, t.j. f®(0) =€ = 1.
Maclaurinov polyném stupna n € N ma potom tvar
I R " "L gk
T, (z) = 1+1,+§+§+E+ +H:ZE’ z€R.
=0
Pre L k plati R, (z) = PO oy _ 2 om 0 <8< 1
re Lagrangeov zvysok plati 2" = ———— pricom .
srans YROR P (n+1)! (n+1)! P
Pre z > 0 plati 0 < 0z < x, t.j. e’* < e® a pre x < 0 plati z < 0, t.j. €/ < 1. Potom
efr pntl e® pntl efr |xn+1| ‘x|n+1
R, = < >0, |R, = < <0.m
| B ()| = DT < ey PO | R ()] iDL < (gD Pt
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Poznamka 4.3.14.

Rovnako ako funkcie sinz, cosz mozeme aj funkciu f(x) =e” aproximovat Maclaurinovym polynémom na celej redlnej osi, t.j. pre
vietky x € R. Pozadovant presnost opit dostaneme dostatoénym zviiéSenim stuptia n. Vyplyva to zo vztahov (4.18) a (4.19). Pre x < 0
plati

n+1
0< lim Ry ()| = lim (|Z‘+1)' =0, tj lim Ry(2)=0. (4.18)
e I’rL—O—l
Nech x>0. Pre n€ N oznacme a, = (Tl)' Kedze a, >0, potom (veta 2.3.16.a) plati
n+1)!
L Oyt . et (n+1)! . x o o ettt
1 =1 = — =0, tj. 1 = 1 = 0.
s n, s (n+2)! e? xn*tl  nooon+2 ’ 3B e (n+1)!
Potom pre =z > 0 plati
e x’rL—O—l
0 < lim |R,(z)| < lim CES) =0, tj. lim R,(x)=0. (4.19)
n—oo n—oo (N ! n—oo
Priklad 4.3.19.
Najdite Maclaurinov polyném stupiia ne N funkcie f(z) = @), zeR.
Riesenie.
Pre vSetky x € R pre derivacie funkcie f do radu 6 plati
f(z) = 2z, FD(2) = 1269 14822 ™) 41621 @),

F(z) = 2e@) 4422 O () = 120z ) +1602° e*?) 43227 )
(@) = 120 182%™ fO () = 120" 472022 **) 44802 (") +6425 &+ |

Ako vidime, s vypocétom derivacii vyssich rddov funkcie f st problémy, preto uréime Maclaurinov polyném iba stupna 6. Kedze plati
F0) =1, f(0) =0, f"(0) =2, f"(0) =0, f(0) =12, f(0) =0, f(0) =120,

potom Maclaurinov polyném stupina 6 ma tvar

B 0 2 ,, 04 12, 0, 120 4 o at b
Tﬁ(x)—l—l-ﬁx—f-gx —l—ix —f-zx —i—ﬁx —|—Fx =14z +?+€‘
Iné riesenie.
Z prikladu 4.3.18 pre Maclaurinov polyném stuptia n funkcie g(t) = €' vyplyva

6o t"
Tn(t):1+ﬁ+j+i+a+'“+a.
Ak polozime ¢ = x?, potom pre Maclaurinov polyném funkcie f(z) = g(z?) = e plati
22 (22)?  (a?) (z2) o R 22n n 2k
-0
xt 2f
Pre n = 3 dostaneme Ty(z) = P3(x) = 1 + 2% + > + < "

4.3.5 VySetrovanie priebehu funkcie

Pomocou diferencidlneho poctu moézeme tspesne vySetrovat rozne vlastnosti funkcii, ktoré ndm pomozu pri urcovani ich priebehu.
Pomocou derivéacii mézeme vySetrovat monoténnost, konvexnost a konkévnost funkcie, hladat jej inflexné a stacionarne body, lokdlne
a globélne extrémy, pripadne urcovat asymptoty grafu tejto funkcie.

Obycajne sa vysetruju funkcie, ktoré maji konecny pocet bodov nespojitosti, pripadne konecny pocet bodov, v ktorych nemaju
derivaciu. Preto sa moZzeme obmedzit na vySetrovanie funkcii, ktoré su diferencovatelné na intervale.

e Vysetrovanie monoténnosti funkcie

Délezitou stcastou vySetrovania priebehu funkcie je uréenie intervalov, na ktorych je tato funkcia monoténna, t.j. rasttca (neklesa-
juca) alebo klesajtica (nerastica).

Veta 4.3.8.
Ak je funkcia f spojita na intervale I C R a ma na [ derivaciu f’, potom plati:
a) f je na I rastuca prave vtedy, ak pre vSetky xo € I plati f'(x¢) > 0 a neexistuje otvoreny interval J C I, na ktorom je f’ nulova.

b) f je na I klesajuca prave vtedy, ak pre vSetky xy € I plati f'(z¢) < 0 a neexistuje otvoreny interval J C I, na ktorom je f
nulova.
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c) f je na I neklesajica prave vtedy, ak pre vSetky xo€ I plati f'(z9) > 0.
d) f je na I nerastica prave vtedy, ak pre vSetky x¢ € plati f'(zo) < 0.
e) f je na I konStantna prave vtedy, ak pre vSetky xo€ I plati f'(x) = 0.

Dokaz.
a) NP—.: Funkcia f je na [ rasttca, t.j. pre vSetky x1, 29 €I, 11 <o plati f(z1) < f(z2).
Nech xy €1 je Iubovolny bod. Pre vSetky = < xq plati f(z) < f(xg). Z toho vyplyva

T — 2o T—T Tr — 2o
Analogicky pre vSetky x > xo plati f(x) > f(xo). To znamen4, Ze
F@ZJ@) o 5 f () = tim LD ZT@) S

Z toho vyplyva, ze pre vetky o€l plati f'(x0) = f (20) = f.(z0) > 0.
Predpokladajme, Ze existuje interval J C I taky, ze f'(x) = 0 pre vSetky z € J. Potom (ddsledok 4.3.3.a) je f na J konstantna. To je
spor s tym, ze je rastiica na I.

PP_: Nech x1,z5€1, 11 < 9. Potom (Lagrangeova veta) existuje c€ (z1; x2) také, ze
f(x2) = f(z1) = f(c) - (z2 — 1), pricom f'(c) >0, z2 — 21 > 0.
Potom plati f(zq) — f(x1) >0, t.j. f(z1) < f(x2). To znamend, ze f je neklesajica na I.
Ak je f na nejakom otvorenom intervale J C I konStantnd, potom (priklad 4.1.3) pre vSetky = € J plati f'(x) = 0. To je spor s
predpokladom.
b) Dokazeme pomocou funkcie g = — f, ktora spliia predpoklady casti a).
c), d) Dokaz je podobny ako dokaz ¢asti a), b).
e) Vyplyva z Casti a), b). m

Poznamka 4.3.15.

Ak je funkcia f spojita a rastiica, resp. klesajica na intervale I, potom moze pre nejaké body = € I platif f'(z) = 0. To znamena, ze
derivacia f’ moze byt nulova iba v jednotlivych bodoch, nie na otvorenom podintervale intervalu I. V ostatnych bodoch z € I musi
platit f’(x) > 0 v pripade rasttcej funkcie a f’(x) < 0 v pripade klesajtcej funkcie.

Priklad 4.3.20.
a) Funkcia f(r) = 2?/(4+4x), v€ R—{—1} je spojita. Pre vSetky z# —1 plati
(@) A 221 1 20(1+2)—2®-1 22422  2(2+2)
) = — . — . — fnd .
4+ 4z 4 |14z 4 (1+2)? 414+ 2)2 41+ x)?
Potom plati f'(—2) = f/(0) = 0. V bode z = —1 nie je f’ definované. Pre vSetky z# —1 plati (1+z)? > 0, t.j. monoténnost funkcie f
(obrazok 4.3.11) zavisi od z(2 + z).
Redlnu os R rozdelime na intervaly (—oo; —2), (=2; —1), (—=1; 0), (0; c0) a zistime znamienko funkcie f’ na tychto intervaloch.
Pre z€(—o00; —2) U (0; oo) plati f'(z) > 0, t.j. f je rastiica na (—oo; —2) a na (0; co).
Pre xe(—2; —1) U (—1; 0) plati f'(x) <0, t.j. f je klesajica na (—2; —1) ana (—1; 0).
b) Funkcia f(z) = 4z/(1+2?), 2 € R je spojita. Pre vSetky x € R plati
4z 1" 41 +2?) —4z-20  4—4a? 41 —a?
o= [ ] e ) (-

1+ 22 (1+ 22)2 T (1422 (1+a22)2
Nulové body derivacie f' st z = +1, t.j. f'(—1) = f'(1) = 0.
Pre vetky z€ R plati (1 + 2?)? > 0, pre vietky z€(—1; 1) plati 1 — 2 > 0 a pre vsetky x ¢ (—1; 1) plati 1 — 2% < 0. Z toho vyplyva
(vid obrazok 4.3.12), Ze je funkcia f rastica na intervale (—1; 1) a klesajtca na intervaloch (—oo; —1) a (1; 00). m

Veta 4.3.9.

Ak m4 funkcia f v bode zog € D(f) derivaciu (aj nevlastni), pre ktort plati f'(x¢) > 0 [resp. f'(zo) < 0], potom je funkcia f rastica
[resp. klesajuca] v bode .

Dokaz.

Nech plati 0 < f'(x), t.j. existuje limita 0 < f'(zo) = lim
T—T0 r — 2o

f@) = S
f(x) = f(20)

T —T
Potom pre vSetky x € P(zy), © < x¢ plati f(x) < f(xo) a pre x > x plati f(x) > f(zo). To znamena, ze je f rastica v bode zy. Pre
f'(x9) < 0 je dokaz analogicky. m

Potom existuje prstencové okolie P(zg) tak, ze pre vSetky x € P(xg) plati 0 <
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Y Y
2 2
f
1 f 1
T T
-3 -2 -1 01 2 3 -3 -2 -1 01 2 3
=l =l
\ =2 =2
Obr. 43.11: Funke - Obr. 43.12: Funkeia. /(z) = "
: = r. 4.3.12: Funkcia f(x) = .
r. 4.3.11: Funkcia f(x) 1t ds 1522

e Lokalne a globalne extrémy funkcie

Body, v ktorych mé spojita funkcia f lokalne extrémy, tizko stvisia s intervalmi, na ktorych je tato funkcia monoténna (rydzo
monotdénna). Z vety 4.3.1 priamo vyplyva nutnd podmienka existencie lokalneho extrému funkcie.

Veta 4.3.10 (Nutni podmienka existencie lokalneho extrému funkcie).
Ak ma funkcia f v bode zo€ D(f) lokdlny extrém, potom (pokial existuje) f’(zo) = 0.

Poznamka 4.3.16.
Opacné tvrdenie vo vete 4.3.10 neplati, t.j. podmienka f’(x¢) = 0 nie je postacujica. To znamend, ze f’(x¢) = 0 nezarucuje lokalny
extrém. Na druhej strane moze mat spojita funkcia f lokdlny extrém aj v takom bode zq € D(f), v ktorom neexistuje derivacia f'(zo).

Priklad 4.3.21.

a) Funkcia f(z) = 22 ma v bode 25 = 0 (ostré) lokdlne minimum a plati f/(0) = 2 - 0" = 0. Funkcia g(z) = =
extrém, aj ked ¢’'(0) = 3-0* = 0 (obrazok 4.3.13).

b) Funkcia f(z) = |z|—|z—1|—|z+1] m& v bode xy = 0 lokdlne minimum, aj ked f’(0) neexistuje (obrazok 4.3.14). Plati totiz
FO)=1f0)=1m

3 nemé v bode z¢y = 0

Y Y Y

2 f 2 9 1

1 1 -3 -2 —51 U

X X
-1 0 1 -170[ 1 !
-1 —1 -2
f
—2 —2 -3
Obr. 4.3.13: f(z) = 22, g(x) = 2. Obr. 4.3.14: f(x) = |z| — |z —1| — |z+1].

Z vety 4.3.10 vyplyva, Ze ak chceme néjst lokdlne extrémy funkcie f, musime urcit vSetky body x¢ € D(f), pre ktoré plati f'(zq) = 0.
Je zrejmé, Ze nie vo vSetkych tychto bodoch musi mat funkcia f extrém.

Ak ma funkcia f v bode xy € D(f) derivaciu a plati f’(z9) = 0, potom sa tento bod nazyva stacionarnym bodom funkcie f
(obrazok 4.3.15).

’ f'(zg)=0 Y1 @) <0 f/(x)>0 Y r@>o Yl r@<o
f'(z0)=0_J \_//(z0)=0
f(x)>0:if'(z)<0 f/(g;?):O #(2)>0 () <0
0 2o z 0 Zo z 0 Zo z 0 Zo 7
Obr. 4.3.15: Stacionarny bod xzy funkcie f.
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Veta 4.3.11 (Postacujiica podmienka existencie lokdlneho extrému funkcie).
Nech zg € D(f) je stacionarny bod funkcie f, t.j. f'(x9) = 0. Nech P(zg) je prstencové také okolie, také ze pre vSetky x € P(zo) plati:

a) f'(z)>0 pre x<zy a f'(x)<0 pre x>xy, potom ma f v xy ostré lokdlne maximum.
b) f'(z)<0 pre x <z a f'(x)>0 pre x>xy, potom ma f v xy ostré lokdlne minimum.
c) f'(z) <0, resp. f'(x) > 0, potom f v bode zp nemé lokalny extrém.

Dokaz.

a) Z vety 4.3.8 vyplyva, 7Ze pre x < x¢ je f klesajiica a pre x > x¢ je f rastica. Potom pre vSetky = € P(xg) plati f(x) < f(zo), t.j. f
ma v bode zy ostré lokdlne maximum.

b) Dékaz je analogicky ako v a).

c) Funkcia f je bud klesajuca alebo rastica a nemé lokalny extrém. m

Ak mé funkcia f v stacionarnom bode zy druht derivaciu, potom mozeme v niektorych pripadoch rozhodnuf o existencii lokalneho
extrému pomocou tejto derivacie f”(zy).

Veta 4.3.12.
Nech xo € D(f) je stacionarny bod f, t.j. f'(xo) = 0 a nech existuje konecéna f”(xg)#0. Potom ma f v bode xy ostry lokdlny extrém a
plati:

a) Ak f"(zo) < 0, potom ma f v bode x ostré lokdlne maximum.

b) Ak f”(x¢) > 0, potom ma f v bode x ostré lokdlne minimum.

Dokaz. / |
a) Kedze f"(z¢) = lim J'(@) = f'(wo)

< 0, potom existuje okolie P(z) také, ze
T—T0 Tr—2X

F(@) = o) _ )

T — Xg T — X

<0 pre vsetky xe€ P(x).

Potom pre = < x¢ plati f'(x) > 0 a pre z > z¢ plati f’(z) < 0. To znamena (veta 4.3.11), ze v bode zo mé f ostré lokdlne maximum.

b) Dokaz je analogicky ako pre f”(z9) < 0 v Casti a). m

Priklad 4.3.22.
Najdite lokalne extrémy funkcie f na mnozine R, ak plati:

a) f(x)=|z*—1|+ [22+1], b) f(x) = —a%—2? +x, ¢) f(z)=a*—2®+ .
Riesenie.
Najprv ndjdeme stacionarne body funkcie f, t.j. redlne korene rovnice f'(z) = 0.
a) Funkcia f je definovana pre vSetky = € R a moZeme ju vyjadrit v tvare
1—a22+22+1=2, pre 22 <1, t.j. ze(-1; 1),
2 —1+224+1=22% prez®>1, tjax¢(-1;1).
Potom plati f'(z) = 0 pre z € (—1; 1), f'(x) = 42 > 0 pre z € (1; 0), f'(x) = 4z < 0 pre xz € (—oo; —1). Derivacie f'(—1) = —4,
Si(=1)=0, f£(1) =0, /(1) =4
To znamend, ze f je na (—oo; —1) klesajuca, na (—1; 1) konstantnd, na (1; oo) rastica a pre vSetky x € (—1; 1) nadobtida f neostré
lokalne minimum, ktoré ma hodnotu 2 (obrazok 4.3.16).

f(a:):}xQ—l‘—i—x?—i—l:{

b) Funkcia f mé stacionarne body z; = —1, x5 = 1/3, pretozZe pre vietky z € R plati

f/(x):_3x2—2$+1=—3(x2+2—x—1> =-=3(z+1) (x—%)

3 3
Pre x € (—o0; —1) plati f'(z) < 0 a f je klesajuca. Pre z € (—1; 1/3) plati f'(x) > 0 a f je rastica. Pre z €(1/3; oo) plati f'(z) <0
a f je klesajuca. To znamend, ze v bode x; = —1 je ostré lokdlne minimum f(x;) = —1 a v bode x5 = 1/3 ostré lokdlne maximum

f(z2) = 5/27 (obrazok 4.3.17).

c¢) Rovnica f'(z) = 32* — 2z + 1 = 0 nema realne korene, pretoZe pre vietky = € R plati

3 9 9 3

To znamend, Ze f nemd stacionarne body a ani lokdlne extrémy (obrazok 4.3.18). m

o2r 1 3 1\> 2_2
f/(a:):3x2—2x+1:3(x2——x+—)+1——:3(x——> +§2§>0.

Okrem lokélnych extrémov nés pri vySetrovani priebehu funkcie zaujimaji globalne (absolitne) extrémy funkcie. Ak je funkcia
f definované a spojitd na uzavretom intervale, potom podla Weierstrasseho vety 3.3.10 nadobtida na tomto intervale svoje extrémy.

Ak m4 funkcia f globéalny extrém vo vnitornom bode intervalu, potom je zhodny s lokdlnym extrémom. Funkcia f moze nadobudaft
globélne extrémy aj v krajnych bodoch intervalu (pokial je v nich definovana) a tiez v bodoch, v ktorych neexistuje derivacia f’. To
znamend, ze musime porovnat ich hodnoty s lokalnymi extrémami danej funkcie.
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Yy Yy Yy
f 5 f f
2 2
4
1 1
E —1 2l - "
-2 INt 1 /10 1
2 1 _q
1
X
-1 0 1
Obr. 4.3.16: Graf funkcie Obr. 4.3.17: Graf funkcie Obr. 4.3.18: Graf funkcie
f(z) = |2? =1+ [2*+1]. flz)=—-2° -2+ flz) =% — 22 + .

Priklad 4.3.23.

a) Funkcia f(z) =tgx, x€(—7/2; 7/2) nema lokalne ani globalne extrémy.

Pre vetky € (—m/2; m/2) plati f'(z) = 1/cos?z > 0, t.j. f nem4 stacionarne body a ani extrémy (obrazok 4.3.19 vlavo).

Funkcia f(z) = tgx, x€(—n/3; 7/4) nema lokélne, ale ma globalne extrémy.

Pre vietky z € (—7/3; 7/4) plati f'(x) = 1/ cos?x > 0, t.j. f je rastiica. V bode —7/3 mé globalne minimum /3 a v bode 7 /4 globalne
maximum 1 (obréazok 4.3.19 vpravo).

b) Dirichletova funkcia y nemé derivaciu v ziadnom bode x € R. TakZe extrémy nezistime pomocou jej derivacie. Je zrejmé, ze v kazdom
bode z € R — () ma lokalne a globalne minimum a v kazdom bode x € () ma lokdlne a globalne maximum. =

Y tgx Y
2 2
r ~3 1
-3 0 13 0§ @
V3
Obr. 4.3.19: Priklad 4.3.23. Obr. 4.3.20: Priklad 4.3.24.

Priklad 4.3.24.
Do kruznice s polomerom r >0 vpiste rovnoramenny trojuholnik s maximalnym obsahom.

Riesenie.
Oznac¢me trojuholnik ABC, stred jeho zakladne T a stred kruznice S (obrazok 4.3.20).
Ozna¢me |T'B| =z, x€(0; 7). Trojuholnik ST B je pravouhly a (Pytagorova veta) plati

‘TS|2_'_ |TB‘2 — |SB|2 — 7"2, t.j. |TS‘ — /72— ‘TB|2 N a——)
Pre obsah P(x) trojuholnika ABC' potom pre vSetky x € (0; r) plati

AB|-|CT
P(z) = %: ITB|-|CT| =z [|CS|+|TS|| = = [T+ /77"2—;1:2],
-2 2 2 2_22
P/(ZL’):[T+VT2—$2]+$|:O+ * }:T roa g T
IN/r2 — 12 r2 — 2

Potom P'(x) = 0 prave vtedy, ak 772 — 22 4+ r? — 222 = 0. Z toho vyplyva
rVrE—a? =222 — 2t rr? — 2 = (207 — %)% = dat — 4aB? 4
Posledna rovnica je ekvivalentna s rovnicou
—2%r® = da* —42*r? tj. 0 =4da® — 32%r® = 2% (42 — 3r?),

ktora ma tri rieSenia x; 5 = +7v/3/2, 23 = 0. Ulohe vyhovuje iba z; = r/3/2 > 0.
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Pocitat P”(z1) nie je zlozité, ale je pracné. Preto pouzijeme vetu 4.3.11.
Funkcia P’ je spojita na intervale (0; r) a mé iba jeden nulovy bod x; = 7v/3/2 & 0,866r, v ktorom meni znamienko. Na uréenie
znamienka funkcie P’ v Tavom, resp. pravom prstencovom okoli bodu x; ndm potom postaci jeden bod. Plati napriklad

V2 —0,64r% 412 — 1,28/ /0,36 0,2 ~0,2
P,(O,ST):T r2 —0,64r%2 +r , 287 _ 0,36 — 0, 8r:0’6 0, 8r>0,
\/1r? —0,64r2 v/0, 36 0,6

/12 —0,81r? 2-1,62r2 /0,19 —0,62 V0,25 — 0,62
P'(0,97) = i S AT . et < ——r < 0.
/70817 /0,19 V0,19

Z toho vyplyva, 7e funkcia P mé pre 1 = |T'B| = 7v/3/2 ostré lokdlne maximum.
Pre vysku a zakladnu trojuholnika ABC' potom plati

32 [ 3
TS| == =\/T =5 [CTI=r+5=5 |4B|=V3n

Pre ramend |AC| = |BC| trojuholnika ABC' na zéklade Pytagorovej vety plati

32 92 1272
BC]? = |[TB+|CT)? = —+ — =
[BCT = TBI" +[|CT|" = ==+~ 1

To znamena, ze trojuholnik ABC s maximélnym obsahom je rovnostranny. m

=3, tj. |AC|=|BC|=V3r.

¢ Konvexnost a konkavnost funkcie

Dolezitou stcastou vySetrovania priebehu funkcie je urcenie intervalov, na ktorych je tato funkcia konvexné alebo konkévna, pripadne
rydzo konvexna alebo rydzo konkavna. Najprv uvedieme bez dokazu vetu 4.3.13.

Veta 4.3.13.
Ak je funkcia f na intervale I diferencovatelnd, potom plati:

a) f je na I konvexna prave vtedy, ak je f’ na I neklesajuca.

b) f jena I rydzo konvexna prave vtedy, ak je f’ na [ rastica.
c) f je na I konkdvna prave vtedy, ak je f’ na I nerastica.
d) f je na I rydzo konkdvna prave vtedy, ak je f' na I klesajica.

Ak mé funkcia f na intervale I druht derivaciu f”, potom mdZeme jej konvexnost a konkévnost vysetrovat pomocou monoténnosti
funkcie f’ na zéklade vety 4.3.8.

Veta 4.3.14.
Ak ma funkcia f na intervale I C R druht derivaciu f”, potom plati:

a) f je na I rydzo konvexnd prave vtedy, ak pre vSetky z €I plati f”(x) > 0 a neexistuje otvoreny interval J C I, na ktorom je
1" nulova.

b) f je na I rydzo konkdvna prave vtedy, ak pre vSetky = € I plati f”(z) < 0 a neexistuje otvoreny interval J C I, na ktorom je
f" nulova.

c) f je na I konvexna prave vtedy, ak pre vSetky x €I plati f”(x) > 0.
d) f je na I konkdvna prave vtedy, ak pre vSetky x €1 plati f”(z) < 0.

Désledok 4.3.14.a.
Ak pre vSetky x €I plati f”(z) > 0 [resp. f”(z) < 0], potom je f na I rydzo konvexnd [resp. rydzo konkavnal.

Z vety 4.3.14 a jej dosledku vyplyva prakticky navod ako postupovat pri ur¢ovani intervalov konvexnosti a konkéavnosti danej funkcie
f v pripade, Ze existuje jej druhd derivacia f”. VyrieSime rovnicu f”(x) = 0 a ndjdeme intervaly, na ktorych je funkcia f” nezdporna a
nekladna, resp. kladna a zaporna.

Priklad 4.3.25.
Najdite intervaly, na ktorych je konvexnda a konkavna funkcia f, ak:

a) f(r)=a2% -2 —x+1, b) f(x) =2x/(1+ 2?), c) f(r) =max{z,z?}.
Riesenie.
a) Funkcia f je definovana a spojitd na mnozine R a pre vSetky x € R plati

fl(@)=32"-22 -1, f"(x)=62—-2, tj f'(2)=0 < x:%.

Funkcia f” je spojitd na R a ma iba jeden koren x = 1/3 (obr. 4.3.21 vlavo). Potom pre vSetky x € (—oo; 1/3) plati f”(z) < 0 a pre
vietky z€(1/3; oo) plati f”(x) > 0. Z toho vyplyva, ze f je rydzo konkdvna na (—oo; 1/3) a rydzo konvexnd na (1/3; c0).
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b) Funkcia f je definovand a spojitd na mnozine R a pre jej derivacie f', f” plati
2 — 22 4o (z* — 3)
= ————— x€R, ") = 2,

Funkcia f” mé tri korene 0, /3 (obr. 4.3.21 stred). Pre z € (—oo; —\/3) U (0; \/§) plati f”(x) < 0 a pre x € (—\/5; 0) U (\/3, oo)
plati f”(x) > 0. To znamend, Ze [ je na (—oo; —\/§> a <O; \/§> rydzo konkévna a na <—\/§; 0> a <\/§, oo) rydzo konvexnd .
c¢) Funkciu f mézeme vyjadrit v tvare (obr. 4.3.21 vpravo)

f(z) =2z prexe(0; 1), f(z) =2® pre x€(—o0; 0) U(1; 00).

reR.

Funkcia f je spojita na celej mnozine R a pre jej derivacie [/, f” plati

f(x)=1, f"(x)=0 prexe(0;1), f'(z)=2z, f'(x)=2 prexe(—oc0;0)U(l; 00).
V bodoch 0 a 1 obojstranné derivacie neexistuji a pre jednostranné derivacie plati

fL00)=0, fL(0)=1, fL(1)=1, fi(1)=2, fI(0)=2, f(0)=0, f(1)=0, fi(1)=2.

Aj ked neexistuja f”(0), (1), je funkcia f konvexnd (nie rydzo) na celej mnozine R. Rydzo konvexna je na intervaloch (—oo; 0) a
(1;00). m

Y Y f
f
-3 2 I
=\
5 0 1 x
T
flz) =23—22—z+1 fla) = 14 22 f f(z) = max {z,2?}

Obr. 4.3.21: Grafy funkcii z prikladu 4.3.25.

Z definicie inflexného bodu a z predchadzajucich viet 4.3.13, 4.3.10, resp. 4.3.14 priamo vyplyvaja nasledujice tvrdenia.

Veta 4.3.15.
Nech v nejakom O(zg) existuje f’. Potom ma f v bode x¢ € D(f) inflexiu prave vtedy, ak pre = < xy je f’ rastica [resp. klesajical a
pre x > xo je f’ klesajuca [resp. rastica].

Dosledok 4.3.15.a.
Ak ma f v bode xj inflexiu a v nejakom okoli O(zy) existuje f’, potom ma f’ v bode x( ostry lokdlny extrém.

Doésledok 4.3.15.b.
Ak mé funkcia f v bode z inflexiu, potom (pokial existuje) f”(zo) = 0.

Veta 4.3.16.
Ak je f diferencovatelnd v zo € D(f) a v nejakom P(z) existuje nenulova f”, potom:
a) Ak pre vSetky x < zq plati f”(x) > 0 [resp. f”(z) < 0] a zaroven pre vSetky = > x plati f”(z) < 0 [resp. f”(x) > 0], potom ma
f v bode z( inflexiu.
b) Ak pre vsetky z € P(z) plati f”(x)>0 [resp. f”(x)<0], potom f nem4 inflexiu v z.

Poznamka 4.3.17.

Inflexné body budeme hladat ako korene rovnice f”(x) = 0 na intervale I. AvsSak nie kazdy bod vyhovujici tejto rovnici, musi byt
inflexny (priklad 4.3.26). Na druhej strane moze mat f inflexiu aj v bode, v ktorom druhd derivacia f” neexistuje. To znamend, Ze pri
vySetrovani inflexie musime brat do tivahy aj tieto body.

Priklad 4.3.26.

Néjdite inflexné body funkcie f,(z) = 2", x€ R, kde n€ N.

Riesenie.

Ak n =1, potom pre vSetky = € R plati fi(z) = z, f{(z) =1, f{(x) = 0. To znamena (veta 4.3.14), Ze neexistuje interval I C R, na
ktorom je funkcia f; rydzo konkavna alebo rydzo konvexna. Takze funkcia f; nema inflexné body.
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Ak n = 2, potom pre vietky = € R plati fo(z) = 22, fo(x) = 2z, f3/(z) = 2 > 0. To znamena (veta 4.3.14), Ze na celej mnozine R je
funkcia f; rydzo konvexna.
Ak ne N, n > 3, potom pre prvé a druhé derivacie funkcie f,(z) = 2™ plati

fi(x) =na™ !, z€R, f'(z) =n(n—1)2""2 z€R.

Funkcia f/(x) je spojité pre vSetky x € R a mé prave jeden nulovy bod 2y = 0. Z toho vyplyva, ze funkcia f,, méze mat inflexiu iba v
bode zg.

Ak je n neparne, potom je aj n—2 neparne a f)/(xz) < 0 pre vSetky < 0, f”(z) > 0 pre vSetky x > 0. To znamend (veta 4.3.16), ze
funkcia f, v bode xg = 0 inflexiu ma.

Ak je n parne, potom je aj n—2 parne a pre vietky = #0 plati f”(z) = n(n—1)2""2 > 0. To znamen4 (veta 4.3.16), Ze funkcia f, v
bode zy = 0 inflexiu nema (obr. 4.3.22). m

y Y fellf y f
9 fs|[ f3 61174 9
3
1 1
3
0 1 -3 —2 —1 0 1
-1 1 -1
T
L 1 0 1 _2
Obr. 4.3.22: Grafy funkcii f3, f5 a fi, fo Obr. 4.3.23: Graf funkcie f
z prikladu 4.3.26. z prikladu 4.3.27.
Priklad 4.3.27.
e L . 3% ot . .
Najdite intervaly, na ktorych je funkcia f(z) = e + " konvexna a konkdvna.
Riesenie.
Funkcia f je definované a spojita pre vsetky x € R. Pre jej derivacie ' a f” plati
922 9 3x(3+ 2
f/(a:):%—l—x?’, r€R, f”(x):;—i—3x2:w, r€R.
Rovnica f”(z) = 0 ma dve rieSenia x; = 0, o = —3/2. KedZe pre vSetky x € R je funkcia f” spojitéd, na zistenie konvexnosti, resp.

konkavnosti funkcie f staci urc¢it hodnotu jedného Iubovolného bodu z prislusného intervalu.

Na intervale (—oo; —3/2) je funkcia konvexnd, pretoze f”(—2) = 3 > 0. Na intervale (—3/2; 0) je funkcia konkévna, pretoze f”(—1) =
—3/2 < 0. Na intervale (0; co) je funkcia konvexna, pretoze f”(2) =21 > 0.

Z toho vyplyva, ze funkcia f ma dva inflexné body x; = 0, xo = —3/2 (obr. 4.3.23). m

Ak existuje tretia derivacia f”(xg), potom méZzeme pomocou nej rozhodnif, ¢ zy je alebo nie inflexnym bodom danej funkcie f.
Hovori o tom nasledujiica veta.

Veta 4.3.17.
Ak pre funkciu f plati f”(zo) =0 a f”(x¢)#0, potom méa funkcia f v bode zy inflexiu.
Dékaz. f”(’lf) B f”(’L‘ ) f”(’L‘)
Ak f"(x9) > 0, potom plati " (xy) = lim - 9 — lim — > 0.
T—T0 T — Xy T—x0 T — X

Potom (dosledok 3.2.7.a) existuje prstencové okolie P(zg) také, Ze pre vSetky x € P(z) plati f”(z)/(x — xo) > 0. Potom pre vsetky
r < xg, plati f”(z) < 0 a pre vetky = > x¢, plati f”(x) > 0. To znamen4, Ze z, je inflexny bod. Pre f”(xy) < 0 je dokaz analogicky. m

Priklad 4.3.28.
Néjdite intervaly, na ktorych st konvexné a konkavne funkcie:

a) f(z)=sinz, b) f(z) = cosz.
Riesenie.
a) Funkcia f(x) = sinx je definovand a spojita pre vSetky = € R. Pre jej derivacie plati

f'(z) = cos , f"(x) = —sinux, f"(x) = — cos .
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Riesenim rovnice f”(z) = —sinz = 0 st body = = km, kde k € Z. Tieto body su zéroven aj inflexné body funkcie f, pretoze pre k
parne plati f”(z) = —cos (kr) = —1 < 0 a pre k neparne plati f”(x) = —cos (k) =1 > 0 (obr. 4.3.24).

b) Funkcia f(z) = cosx je definovana a spojita pre vsetky = € R. Pre jej derivacie plati
f'(x) = —sinx, f"(x) = —cosz, " (x) = sinz.

Riesenim rovnice f”(x) = —cosz = 0 st body © = /2 + km, k € Z. Tieto body st tiez inflexné body funkcie f, pretoze f"”(z) =
sin (7/2+ kr) =1 > 0 pre k parne a f”(z) = sin (7/2 + kr) = —1 < 0 pre k neparne (obr. 4.3.25). m

Obr. 4.3.24: Funkcia f(x) = sinz. Obr. 4.3.25: Funkcia f(x) = cosx.

Poznamka 4.3.18.

Z prikladu 4.3.26 vyplyva, ze funkcia f5(z) = 2°, € R méa v bode xy = 0 inflexiu, ale funkcia f;(z) = z*, z€ R v bode xy = 0 inflexiu
nemé (ma tam ostré lokalne minimum).

Pre tieto funkcie plati f1(0) = f(0) = f"(0) =0, fL(0) = fZ(0) = f2"(0) = f£”(0) = 0. To znamen4, Ze nemoézeme pouzit vety 4.3.12
a 4.3.17. Tuato situaciu riesia nasledujice dve vety, ktoré prezentujeme bez dokazov.

Veta 4.3.18.
Nech f je redlna funkcia a nech existuje n € N také, Ze pre derivacie funkcie f v bode xy € D(f) plati f'(x¢) = f"(x0) = -+ =
FO Y (z0) = 0, f)(20)#0. Potom:
a) Ak je n neparne, potom f v bode zy nema lokdlny extrém.
i) Ak f(zy) > 0, potom je f v bode z rastiica.
ii) Ak ™ (x0) < 0, potom je f v bode z( klesajtca.
b) Ak je n parne, potom ma f v bode xy ostry lokalny extrém.
i) Ak f(zy) > 0, potom ma f v bode z( ostré lokalne minimum.

ii) Ak f™(z0) < 0, potom mé f v bode zy ostré lokdlne maximum.

Veta 4.3.19.
Nech f je realna funkcia a nech existuje n€ N, n > 2 také, Ze pre derivéicie funkcie f v bode xg€ D(f) plati* f"(x) = f"(x¢) = -+ =
fOV(2g) = 0, f)(39) #0. Potom:
a) Ak je n neparne, potom ma f v bode z( inflexiu.
b) Ak je n parne: i) Ak f™(x0) > 0, potom je f v bode z¢ rydzo konvexna.
ii) Ak f(zy) < 0, potom je f v bode x( rydzo konkévna.

Priklad 4.3.29.

Uvazujme funkciu f,(x) = 2", x€ R, kde ne N, n > 1.

Z prikladu 4.3.10 (obr. 4.3.22) vyplyva, Ze pre n neparne mé funkcia f,, v bode xy = 0 inflexiu a pre n parne v bode x; inflexiu nema.
Pre derivacie funkcie f,, do radu n plati

i) =na" ", f'(2) =nn—1)2""2, ..., f" V() =n(n-1)---2z, f™(z)=n!

To znamena, ze f,(0) = f7(0) =--- = £"7(0) = 0, £ (0) = n! > 0. Z viet 4.3.18 a 4.3.19 potom vypljva, Ze pre n neparne je funkcia
fn v bode xg = 0 rastiica a ma v tomto bode inflexiu. Na druhej strane pre n parne je funkcia f,, v bode z¢y = 0 rydzo konvexna a ma
v tomto bode ostré lokdlne minimum. m

Priklad 4.3.30.

Néjdite extrémy a inflexné body funkcie f(x) = — —

Riesenie.

Pre derivacie [’ a f” pre vsetky x € R plati
fl(x)=2% —22° +2* =2 (2 — 1)?,  f"(2) = 62° — 102" + 42° = 22° (2 — 1)(3z — 2).

14Na rozdiel od vety 4.3.18 nis nezaujima hodnota f’(zo).
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Rovnica f'(z) = 0 ma dve rieSenia z; = 0, x2 = 1 a rovnica f”(z) = 0 m4 tri rieSenia 1 = 0, 72 = 1 a 23 = 2/3. Pre derivacie [,
f@. fO) pre vietky z € R plati

() = 2(152* 2023 +622), @ (z) = 24(52° 522 +z), fO(z) = 24(152% —10z+1).
Pre hodnoty funkcii f, f@ ... f® v bodoch 21 =0, z, = 1 plati
FO©) =D (0) = FH(0) = FH(0) =0, FO(0)=24, FO(1)=FD(1)=0, FO(1)=2.
Z vety 4.3.18 vyplyva, ze v bodoch z; = 0, x5 = 1 je funkcia f rastica. Z vety 4.3.19 vyplyva, Ze st tieto body z; = 0, 25 = 1 inflexné.

Dalej pre 23 = 2/3 plati
F1(2/3) = 16/729 > 0, f"(2/3) =0, f"(2/3) = —16/27 < 0.

Vetu 4.3.18 pouzit nemdzeme. Funkcia f v bode z3 nie je klesajtca, ale je rastica (veta 4.3.8). Z vety 4.3.19 vyplyva, Ze je bod z3
inflexny. To znamend, Ze f nemd lokalne a ani globalne extrémy a Ze body 1, 22, z3 st inflexné (vid obr. 4.3.26). m

Y f Y 3,03 !
3,01 309
3,00 301
3,00
2,99
x T
3 _1_1 101 123 1 53 3 _1_1 /101 14 3 1 5 3
4 2 4 4 2 34 4 4 2 4 4 27 4 4 2
Obr. 4.3.26: Funkcia z prikladu 4.3.30 Obr. 4.3.27: Funkcia z prikladu 4.3.31
(0s y je zvicSend 40-krat vzhladom na z). (0s y je zvicSend 30-krat vzhladom na z).
Priklad 4.3.31.
. ) ) 2 327 2% 2P
Néjdite extrémy a inflexné body funkcie f(z) = T + 5 5 +3, z€R.

RieSenie.
Pre prvi a druhu derivaciu funkcie f na celej mnozine R plati
fl(x) = 2" —32° 4+ 32° —2* = 2% (v — 1), 2€R,
f"(x) = 725 — 182° + 152" — 42° = 2°(x — 1)*(7T2 — 4), v€R.
Rovnica f'(x) = 0 ma dve riefenia 71 = 0, x5 = 1 a rovnica f”(x) = 0 ma tri riefenia 7; = 0, 15 = 1 a 23 = 4/7. Dalej pre derivécie
funkcie f do radu 5 plati

f(x) = 6(72° — 152 + 102> — 22?), x€R,
fW(z) = 6(352* — 602> + 3022 — 4x), x€R,
fO(z) = 24(352° — 452 + 152 — 1), z€R.
Pre hodnoty funkcii f/, f”,..., f® v bodoch 2, =0, 25 = 1, 23 = 4/7 plati
F0)=f"(0)= f@0) = fP0) =0, f®(0)=-24<0,
f1() = ") = o) =o, fA1)=6>0,

f'(4)7) = —0,0084 < 0, f"(4/7)=0, [fO(4/7)~0,2399 > 0.

Z toho vyplyva (vety 4.3.18, 4.3.19 a 4.3.8), Ze v bodoch x; = 0, x3 = 4/7 je funkcia f klesajica, tieto body s inflexné a v bode 25 = 1
je funkcia f rydzo konvexnd, v bode x5 = 1 mé lokdlne minimum (vid obr. 4.3.27). m

e Celkové vySetrenie priebehu funkcie

V tejto Casti zhrnieme vSetky nase doterajsie vysledky o funkciach a uvedieme postup na celkové vysetrenie priebehu funkcie. Tento
postup nemusime povazovat za zavizny predpis, ale skor za navod k tomu, ako mdZeme pri rieSeni tohto problému postupovat. Zhrnieme
ho do nasledujtcich bodov:

1. Uréime defini¢ny obor funkcie (pokial nie je zadany).
2. Urc¢ime, ¢i je funkcia parna, neparna alebo periodicka.

3. Urc¢ime nulové body funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia kladna a zaporna.
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4. Uréime vsetky body spojitosti a nespojitosti funkcie. V bodoch nespojitosti a v hrani¢nych bodoch defini¢ného oboru (vratane
nevlastnych bodov +00) uréime jednostranné limity danej funkcie.

5. Urc¢ime stacionarne body funkcie, lokalne a globalne extrémy funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia rasttca, klesajuca, resp.
konstantna.

6. Urc¢ime inflexné body funkcie a intervaly, na ktorych je funkcia konvexné a konkavna.

7. Urcime asymptoty grafu funkcie a nacrtneme graf funkcie.

Poznamka 4.3.19.

Najnazornejsiu predstavu o priebehu funkcie ndm vo vécsine pripadov poskytne jej graf. Pri jeho konstrukcii vyuzivame vsetky zistené
udaje. Mnohokrat su tieto informécie nedostatocné, preto ich musime vhodne doplnif. St to napriklad nulové body prvej a druhej
derivacie funkcie, doty¢nice grafu funkcie v niektorych délezitych bodoch (napriklad v inflexnych bodoch) alebo iba vhodne zvolené
funkéné hodnoty.

Priklad 4.3.32.

-2
Vysetrite priebeh funkcie f(z) = M

12

Riesenie.

Funkcia f je definovana pre vetky z € R — {0}, t.j. D(f) = (—o0; 0) U (0; c0).

Funkcia f nie je periodické, nie je parna, ani neparna.

Funkcia f je spojitd pre vSetky = € D(f), nie je spojitd v bode z; = 0. Funkcia f m4 jeden nulovy bod x5 = 2, t.j. f(2) = 0. Na
intervale (—oo; 0) je funkcia f zaporna, na intervale (0; 2) je tiez zaporna a na intervale (2; oo) je kladna.

Pre vietky 2 #0 plati 22 > 0. Z toho vyplyva na zdklade vety 3.2.6, ze plati

: . 8(x—2) . . 8(z —2)
xli%l— f(l') B xlilgl— T - xli%l‘*‘ f(x) - xlirg)l‘*‘ T -
t.j. priamka = = 0 predstavuje asymptotu bez smernice.
Pre jej limity v bodoch 4oc0 plati
) . 8x—16 ) 8 16 8 16
Jm f(z) = lim —5— = lm [;—ﬁ] ~Too o 070=0 (4.20)

Pre prva derivaciu funkcie f pre vSetky x € R, x#0 plati
8¢ —16]" 822 — (8z —16)-2z 32z — 82 32—8z 4—x
) = [ } _ ( ) '

24 - 24 -3 8 3
To znamend, ze funkcia f’ mé jeden nulovy bod z3 = 4. Funkcia f’ je spojita na mnozine R — {0}, na intervale (—oo; 0) je zaporna,
na intervale (0; 4) je kladna a na intervale (4; c0) je zadporné. Z toho vyplyva, Ze je funkcia f klesajtica na intervale (—oo; 0), rastica
na intervale (0; 4) a klesajuca na intervale (4; co). To znamend, Ze v bode x3 = 4 mé funkcia f lokdlne maximum f(4) = 1.
Pre druhu derivaciu funkcie f na mnozine R — {0} plati

() = {81’—22}” B [84_11/ _ 8—:5-1’3 — (4 —z)-32* :82553 — 1222 _ 16:5—6'
T

a0 xb x4
Funkcia f” je spojita pre vSetky x#0 a ma jeden nulovy bod x4 = 6. Na intervaloch (—oo; 0), (0; 6) je zdporna a na intervale (6; co)
je kladna. To znamen4, ze funkcia f je konkdvna na intervaloch (—oc; 0), (0; 6) a konvexna na intervale (6; cc). Z toho vyplyva, Ze

funkcia f ma jeden inflexny bod x; = 6 (tabulka 4.3.4).
Pre asymptotu so smernicou y = kx + ¢ na zaklade vety 3.2.12 a vztahu (4.20) plati

xr2

3

b= tim TO gy 816 g {%—1—3}:0—0:0,
r—+oo r—+o00 €x r—+oo | X
q= lirin [f(z) — kx] = lirf [f(z) —0-2] = lirin f(z) =0.

Takze asymptotou so smernicou je priamka y = 0, t.j. os x (obrézok 4.3.28). m

Priklad 4.3.33.

-1
VySetrite priebeh funkcie: a) f(z) = |2 |

x+27

|z — 1|
r—2

b) f(z)=

Riesenie.

a) Funkcia f je definovana pre vsetky z€ R — {2}, t.j. D(f) = (—o0; —2) U (—2; 00). Mdzeme ju vyjadrit v tvare
r—1 r+2—-3

- - - 10 003 —2)U(-2:1
I T+ 2 T+ 2 TS pre 7€ (~00; —2) U (=2; 1),
€Tr) =
r—1 x+2-3 1 3 el )
= =1-— r ; 00) .
x+2 x+2 r+2 pre »
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(=003 0) (0;2) (2;4) (4;6) (6; 00)
0 ...bod nespojitosti 2 ...nulovy bod
— zaporna — | — zapornda — | + kladna +
f(z) <0 f(z) <0 f(z)>0
4 ...lokalne maximum
N, klesa N\, | rastie YARIRN klesa N\,
f(xz) <0 f'(x) >0 f(x) <0
6 ...inflexny bod
M konkavna M | N konkavna N | U konvexna U
f"(xz) <0 f"(xz) <0 1 (xz) >0
o : 8(z—2) .
Tab. 4.3.4: Niektoré ddlezité hodnoty funkcie f(r) = ——— z prikladu 4.3.32,
s

Y
3
1_.....
=) =f  =F =4 =
0
=
-3
5
-7
: 8(x — 2) )
Obr. 4.3.28: Graf funkcie f(x) = ——— z prikladu 4.3.32.

xr2

Funkcia f nie je periodické, nie je parna, ani neparna.
Funkcia f je spojitd na D(f). Pre jej jednostranné limity v bode x; = —2 plati
—1 —1
lim f(z)= lim 2= 1 = —00, lim f(x) = lim 2= 1 = 00

T——2" r——2— T+ 2 r——27F z——2t T + 2

To znamené, Ze sa funkcia f v bode z; = —2 nedé dodefinovat tak, aby bola spojita. Dalej z toho vyplyva, Ze asymptota bez smernice
je urcena rovnicou r = —2.

Funkcia f m4 jeden nulovy bod z5 =1, t.j. f(1) = 0. Na intervale (—oo; —2) je funkcia f zaporn4, na intervale (—2; 1) je kladné a na
intervale (1; 0co) je tiez kladna.

Pre nevlastné limity v bodoch +o0o plati

Mfm:qu+3}:4, mﬂWﬂmP—g}:L (4.21)

T——00 T——00 x4+ 2 T—00 T—00 T+ 2

Pre prvu derivaciu funkcie f(x), € R — {—2} plati

(x+2)2
[1—3(x+2)_1]/: 3(z+2) %= 3 >0, prexe(l;o0).
(x42)2
T.j. funkcia f’ nemé nulové body. Funkcia f’ je spojitd na mnozine R — {—2,1}, na intervaloch (—oo; —2), (—2; 1) je zdporna a na
intervale (1; oo) je kladn4. Z toho vyplyva, Ze je funkcia f klesajica na intervaloch (—oo; —2) a (—2; 1) a rastica na intervale (1; 00).
To znamend, Ze v bode xo = 1 mé funkcia f lokdlne minimum f(1) = 0.
Pre druhu derivaciu funkcie f(z), vr€ R — {—2,1} plati

[—1+3(x+2)_1}/: —3(z+2) %= <0, prexe(—o0; —2)U(—=2; 1),

f'(x) =

6
[—3(x+2)_2]/ =6(z+2)"° = CESIER pre x€(—o0; —2) U (=2; 1),
f//(x) —
[3(x+2)_2]/ = —6(z+2)° = T2 pre x€(1; 00).
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Funkcia f” je spojita pre vSetky x# —2, x#1 a nemé nulové body. Na intervale (—oo; —2) je zaporné, na intervale (—2; 1) je kladna
a na intervale (1; co) je zadporna. To znamend, Ze funkcia f je konkévna na intervaloch (—oo; —2), (1; oco) a konvexnd na intervale
(—2; 1). Z toho vyplyva, ze funkcia f ma jeden inflexny bod x3 = 1 (tabulka 4.3.5).
Pre asymptotu so smernicou y = kx + ¢ na zaklade vety 3.2.12 a vztahov (4.21) plati
1
k1o = lim @ = lim f(z)- lim —=41-0=0,

r—too X r—+o00 r—to00 I

¢ = lim [f(z) — kyz]= lim f(z)=1, quxgrjloo [f(z) — k2x]:x1~i>l;noof(x):_1'

T—00 r—00

Takze asymptoty so smernicou st dve priamky y =1 a y = —1 (obrazok 4.3.29).

(=003 —2) (=25 1) (1; 00)
—2 ...bod nespojitosti 1 ...nulovy bod
= zaporna = | 4F kladna 4 | = zaporna =
f(z) <0 f(x) >0 flx) <0
1 ...lokdlne minimum
N\ klesa NN\ klesa N | rastie /
f'(z) <0 f'(z) <0 f'(z) >0
1 ...inflexny bod
N konkavna n|u konvexna Ui nN konkavna N
f"(xz) <0 1" (xz) >0 f(x) <0

—1
Tab. 4.3.5: Niektoré délezité hodnoty funkcie f(z) = 2 2' z prikladu 4.3.33 a).
i

b) Funkcia f je definovana pre vSetky x € R — {2}, t.j. D(f) = (—00; 2) U (2; o0). MoZeme ju vyjadrit v tvare

z—1 r—2+1 1

— S I oo 1

o o — pre z€(—o00; 1),
J(x) = r—1 zz-—-2+1 1

p— P +x—2’ pre z€(1;2)U(2; 00)

Funkcia f nie je periodicka, nie je parna, ani neparna.
Funkcia f je spojitd na D(f). Pre jej jednostranné limity v bode x; = 2 plati

Ik

lim f(z) = —— = —o0, lim f(x)

T—2~ r— 2 r—21 r— 2

e

To znamen4, 7e sa funkcia f v bode z; = 2 neda dodefinovat tak, aby bola spojita. Dalej z toho vyplyva, Ze asymptota bez smernice
je urcena rovnicou x = 2.

Funkcia f méa jeden nulovy bod xzs = 1, t.j. f(1) = 0. Na intervaloch (—oo; 1), (1; 2) je funkcia f zadporna a na intervale (2; o) je
kladna.

Pre nevlastné limity v bodoch +o0 plati

1 1
Jm )= i [ gl =t 1= 422
Pre prva derivaciu funkcie f(x), z€ R — {2} plati
1

[-1-(z-2)7 =@-2)2= >0, preze(—oo;1),

@) = .

[1+(:B—2)’1]/: —(r—2)"?%= 5 <0, prexze(l;2)U(2; 00).

(z —2)
T.j. funkcia f’ nem4 nulové body. Funkcia f’ je spojitd na mnozine R — {1,2}, na intervale (—oo; 1) je kladn4 a na intervaloch (1; 2),
(2; 00) je zaporna. Z toho vyplyva, ze funkcia f je rastiica na intervale (—oo; 1) a klesajica na intervaloch (1; —2) a (—2; c0). To
znamena, ze v bode ry = 1 mé funkcia f lokdlne maximum f(1) = 0.

Pre druhu derivaciu funkcie f(z), x€ R — {2} plati

(=272 =—2(z-2)" =

2
(z —2)%

pre x€(—o00; 1),

f//(x) —

[—(x—Q)_Q],:2(x—2)_3: pre x€(1; 2)U(2; c0).
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4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

Funkcia f” je spojitda pre vSetky x # 2 a nema nulové body. Na intervale (—oo; 1) je kladné, na intervale (1; 2) je zaporna a na
intervale (2; c0) je kladna. To znamend, Ze funkcia f je konvexna na intervaloch (—oc; 1), (2; oo) a konkdvna na intervale (1; 2). Z
toho vyplyva, ze funkcia f ma jeden inflexny bod xz3 = 1 (tabulka 4.3.6).

Pre asymptotu so smernicou y = kx + ¢ na zaklade vety 3.2.12 a vztahov (4.22) plati

f(z)

. . . 1
k1o = IEIJI[lOO o xkrinoof(x) :EEI:Itloo o= +1-0=0,
q=1lim [f(z) = kyz]=1lim f(z)=1, ¢= lim [f(z) = kya]= lim f(z)=-1.

Takze asymptoty so smernicou st dve priamky y =1 a y = —1 (obrazok 4.3.30). m

(—o0; 1) (1;2) (2; 00)
1 ...nulovy bod 2 ...bod nespojitosti
= Zaporna = | = Zaporna = | 4 kladna
f(z) <0 f(z) <0 f(z) >0
1 ...lokalne maximum
/ rastie N\ kles, NN\ klesa,
f'(z) >0 f'(z) <0 f'(z) <0
1 ...inflexny bod
U konvexna Ul N konkavna N u konvexné
f(z) >0 f’(z) <0 1 (x) >0
|z —1]

Tab. 4.3.6: Niektoré délezité hodnoty funkcie f(x) = > prikladu 4.3.33 b).
7 —

@m = =2 ) Y

4 4

2 y=1 y=1 2 f

N 7 5 -3 —1o|l 1|3 5 7

-7 -5 -3 |-10| 1 3 5 7 /\ T
; 7 == v== —2
—4 —4

T =2
Obr. 4.3.29: Priklad 4.3.33 a). Obr. 4.3.30: Priklad 4.3.33 b).

4.3.6 Derivacia funkcie zadanej parametricky, implicitne a derivacia funkcie zadanej v polarnych
suradniciach

e Derivacia funkcie zadanej parametricky

Najprv sa budeme zaoberat derivaciou funkcie f, ktora je parametricky zadana vztahmi z = ¢(t), y = ¢(t), t € J, kde J je realny
interval s krajnymi bodmi «, #. O funkcidch ¢ a 1 budeme predpokladat, ze maji na intervale J spojité derivacie (jednostranné
derivéacie v krajnych bodoch «, 3).

Veta 4.3.20.

Nech x = ¢(t), y = ¥(t) st funkcie definované na realnom intervale J. Nech na J existuju derivacie ¢', ¢/, pri¢om ¢’ je na J spojita.
Nech pre vsetky t € J plati ¢'(t) #0.

Potom systém rovnic x = ¢(t), y = 1(t), t € J urcuje funkciu

fry=f@)=v(p(2), v€n(]),

ktord ma na intervale ¢(J) derivaciu

pricom ¢ = ¢ *(z).
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4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

Ak je funkcia v’ spojita na J, potom je funkcia f’ spojita na intervale o(.J).
J J

Dokaz.

Pretoze je ¢ spojita a nenulovéa na intervale J, musi platit pre vSetky ¢ € .J bud ¢'(t) > 0 alebo ¢'(t) < 0. To znamena, Ze je ¢ na J
rastiica alebo klesajuca.

Z predchadzajiceho dalej vyplyva, Ze ¢ je na intervale J spojitd a ze (J) je interval. To znamend, Ze existuje inverznd funkcia
o1 o(J) — J, t = ¢ (), ktora je spojitd a tieZ rydzo monoténna na intervale ¢(.J).

Funkciu f je zlozend f(x) = (¢~ (z)), z€¢(J) a pre jej derivaciu plati

_ B - (e x) () 1
F@) =4 (¢ (@) =¢ (¢ (@) [ (@)] = =—5, t=p" ().
@) =plem @) = e ) [0 = Sy = oo
Ak je funkcia ¢’ spojitd na J, potom je zrejme aj funkcia f’ = 1'/¢’ spojitad na ¢(J). m
Poznamka 4.3.20.
Ak pouzijeme zéapis pomocou diferencidlov, mozeme derivaciu funkcie f vyjadrit v tvare
df(x dy dy dt dy(t dt 1
=D v &Yy
dz de dt dx dt  de(t) ©'(t)
Derivaciu f’ mézeme parametricky vyjadrif vztahmi
V(1)
flrr=pt), y=xt) = , ted,
(0 v =x( = 53
Teoreticky vieme funkciu f’ tiez vyjadit v explicitnom tvare
_ . v'(t) (e~ (@)
fi(x) = x(t = x(¢ (z), tij. fl(z)= =T 7
DX =X =1 = )

Praktické vyjadrenie predchadzajiceho vztahu je ale v mnohych pripadoch problematické.
Ak existuju na J druhé derivacie ¢”, ¥", potom mdzeme vetu 4.3.20 aplikovat na funkciu f': x = ¢(t), y = x(t), t € J a dostaneme
vyjadrenie druhej derivéacie f”

{L@) }’ P (t) — P ()" ()

o lem) Bk 00 - 1)
e't) @) ' () ' ()] ’
kde t = ¢ !(z). To znamen4, %e parametrické vyjadrenie f” m4 tvar

X(t) _ ¢t (t) — ¥ ()" ()
Pt [ ()

7(w) =

ffrx=p), y=1(1) = , teld. (4.23)

Priklad 4.3.34.
Nech f je uréend parametricky rovnicami = = V3, y = ¢2, te (0; 00). Urcte f'; f", f".

Riesenie.
Pre derivacie funkcii x = ¢(t), y = 1 (t) na intervale (0; co) plati
' 3t2 3Vt
¢'(t) = [\/ﬂ =[] ==~ = 7f >0, ()= [*] =2t >0.
Funkcia ¢’ je na intervale (0; 0o) spojita a predpoklady vety 4.3.20 st splnené. Derivécia funkcie f je potom urcend vztahmi

_vm 2 Vo o),

o) 3vi)2 3

Jlra=vVEe, y=x)

Kedze X'(t) = 3 = pre t€(0; 0o), potom pre f” plati

3 3 3Vt
v _m o X)) 2/(3VY) 4 ,
o=V, y_T(t)_w,(t)_ NI te(0; 00).

{4\/%}’ AR e 2

471 4apy —a? 4
] _ ] _ pre t€(0; co) vyplyva

Analogicky zo vztahu 7/(t) = {@ = o oz

" o 3 _T/(t)__4/(9t2)_ —8 _ —8 © 60
e x =V, V= o0 S N A te(0; 00). m
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4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

Z vety 4.3.20 a z nutnej podmienky existencie lokdlneho extrému funkcie (veta 4.3.10) vyplyva, ze ak ma funkcia f: =z = ¢(t),
y =1(t), teJ v bode to € J lokilny extrém, potom pre bod zy = (o) musi platit

/ _ w/(to)
f(@o) = ¢’ (to)

Z vety 4.3.12 vyplyva, ze funkcia f ma v bode zy lokdlny extrém, ak f'(x¢) = 0 a existuje konecnd druhd derivacia f”(zo)#0, t.j. ak

V' (to) = 0, ¢'(to) #0 a plati
Py - L)~ V1)t o)) )
[#'(0)] (' (t0)] (' (t0)]
Z nerovnosti [¢'(f9)]> > 0 potom vyplyva, Ze funkcia f: = p(t), y = ¥(t), t€J ma v bode ¢, € J lokadlne maximum [resp. lokalne
minimum]|, ak plati

=0, t.j. ¢¥'(to) =0, ¢ (ty)#0. (4.24)

W (to) = 0, () A0, ¥ (te) <0 [resp. ¥'(to) = 0, @' (to) 20, 4" (ty) > 0. (4.25)

Priklad 4.3.35.
Najdite extrémy parametricky zadanej funkcie f: x = acost, y = bsint, t €I, pricom a > 0, b > 0 a I je defini¢ny interval.

Riesenie.
f: x=acost, y=bsint, te(0; 2m).
Zo vztahu (4.24) vyplyva, Ze extrémy mozu nastat iba v bodoch ¢, pre ktoré plati

Y/(t) = [bsint] = bcost =0, ¢'(t) = [acost] = —asint#0.

Rovnica v¢'(t) = bcost = 0 mé na intervale (0; 2m) dve rieSenia t; = 7/2, to = 37/2. V obidvoch z tychto bodov t;, t» nastévaji
extrémy, pretoze plati

3
'(ty) = —asing =—a#0, ¢'(ty) = —ozsin?7T = a#0.
Pre druhu derivaciu ¢”(t) = [bcost] = —bsint plati
3
W (ty) = —bsing ——b<0, ¥(ty)= —bsing —b>0.

To znamend, %e v bode ¢; = 7/2 nastdva maximum, pre ktoré plati 1 = ¢(t1) = 0, y1» = ¥(t1) = b a v bode to = 37/2 nastava
minimum, pre ktoré plati x5 =0, yo = —b.

Krivku f mézeme rozdelit na dve funkcie f;, fo, priom fi: t€(0; ), fo: t€(m; 2m). Pre bod ty = 0 plati’® zy = a, yo = 0 a pre bod
ts = 7 plati 23 = —a, y3 = 0. Funkcia f; ma jedno globalne maximum f;(0) = b a dve globalne minima fi(4+a) = 0. Funkcia f; ma
globalne mimimum f>(0) = —b a dve globalne maxima fs(+a) =0.m

e Derivacia funkcie zadanej implicitne

Nech je funkcia f definované implicitne rovnicou F(z,y) = 0, kde y = f(z). Uvedieme vztah pre vypocet derivacie f'(z). Tento
vztah vyplyva z vlastnosti derivacie funkcie s dvomi premennymi a preto ho uvadzame bez dokazu.

Ak budeme vo vyraze F(x,y) povazovat premennt y za konstantu, potom sa F' redukuje na funkciu jednej premennej z, ktort
ozna¢ime F,(z,y). Analogicky dostaneme funkciu F,(x,y) premennej y v pripade, ze x povazujeme za konstantu. Ak existuji derivacie
Fi(x,y) = dF,(r,y)/ dz, F,(r,y) = dF,(z,y)/ dy#0, potom mozeme deriviciu f'(z) vyjadrit vztahom

dF,(z,y)
,_dy  F(ry) de  _ _dF(zy)/dz
Y= =—= = — = - (4.26)
da Fl(x,y) dfy(z,y) dF,(z,y)/ dy
dy
y y : y y
A AT ~ T~
1 1
K 3 a 0 v el el O hl_
S y
-1
-1
L \
Obr. 4.3.31: Parametricky definované Obr. 4.3.32: Implicitne definované
funkcie z prikladu 4.3.35. funkcie z prikladu 4.3.36.
5Krivka f je uzavreta a kartezianske stiradnice zodpovedajiice bodom t = 0 a t = 27 st rovnaksé.
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Poznamka 4.3.21.
Vyrazy F.(z,y), resp. F;(x,y) sa nazyvaju parcidlne derivacie funkcie F' podla premennej x, resp. y a oznac¢uju sa symbolmi
OF(z,y)/0x, resp. OF (x,y)/0y.
Redlna funkcia F'(x,y) ma dve nezavislé premenné x, y, pre ktoré plati vztah y = f(z). Na zdklade pravidiel pre derivovanie funkcii
viac premennych!® plati

OF(x,y) _ OF(x.y)de  OF(z.y)dy OF(z.y) 3F(x,y)y,(m) _0

Poznamka 4.3.22.

Funkciu F(z,y) = F(z, f(x)) mdZeme povazovat za zloZent funkciu premennej z, pri¢om jej vnutorni zlozku y = f(z) derivujeme ako
funkciu premennej x. Ak existuje derivacia F'(z, f(x)) = F'(x,y), potom derivaciu implicitnej funkcie ' = f’(z) vyjadrime z rovnice
F'(x,y) =0 (vid priklad 4.3.36) ako jej rieSenie pomocou premennych x, y = f(z).

Druht derivaciu y” vyjadrime analogicky pomocou ¢/, y a x ako rieSenie implicitnej rovnice F”(z,y) = 0. Takto mdzeme pokracovat aj
pre ostatné derivacie vyssich radov.

Ak chceme vyjadrif derivaciu f'(zg) v konkrétnom bode xy € D(f), musime najprv urcit hodnotu yo = f(x) ako rieSenie implicitne;
rovnice F'(z,yo) = 0.

Priklad 4.3.36.
Vypocitajte prvii a druhtt derivaciu funkcie y = f(z), ktord je implicitne uréené vztahom F(x,y) = 23+ 2%y? + zy® +y* -1 =10,y > 0.
Urcte ich hodnoty v bodoch 0 a 1.

Riesenie.
Ak pouzijeme vztah (4.26), potom pre prva derivaciu f’ plati
Fl(z, 322 + 2xy® +
J = :,;«(x y) _ el Ay (4.27)
F/(x,y) 222y + 3xy? + 4y
Ak derivujeme rovnicu F'(z,y) = 0 v zmysle pozndmky 4.3.22, potom plati
F'(z,y) = 32% + (2zy* + 22%yy) + (v* + 3ay*y) + 49>y — 0 =
= 327 + 2xy® + y* + (22%y + 32y + 4y*)y = 0. (4.28)

Po vyjadreni y dostavame vztah (4.27). Pre druht derivaciu plati

F'(z,y) = [32° + 22y +y° +22%yy + 3wy +4y°y) = 62+ (2y* +-4xyy’) +3y°y+
+ (dzyy + 20y y + 22 yy") + (3y*y +62yy'y +3xy*y”) + (12y°%y'y +4y>y") =
= 62+2y° +[8zy+6y°)y + 227 +62y+12¢°] (') + 22y + 3zy° +4y°]y" = 0.

Aby sme mohli vypoc¢itat hodnoty prvej derivacie f'(—1), f'(0), f/(1) a druhej derivacie f”(—1), f”(0), f”(1), musime najprv urcit

hodnoty f(—1), f(0), f(1).
Hodnotu f(0) vypocitame z rovnice F'(0,y) = 03 + 0%y*> + 0y® + y* — 1 =y* — 1 =0, t.j. y* = 1. Z posledného vztahu vyplyva 3> = 1,
t.j. y = £1. To znamena, ze f(0) = 1. Po dosadeni do vztahu (4.28), pripadne do vztahu (4.27), dostaneme

1
F'(0,9)=3-0°42-0-1241%2-0%-1+3-0-12+4- 1*)y/ =1+4y'=0, t.j. f’(0):—1
Pre druhu derivaciu f”(0) potom plati
1 1 5 5
F"(0,y) = 0+2—[0+6]Z+[O—|—0—|—12]E+[0+0+4]y” = Z+4y” =0, t.J. f”(o):—1—6.

Hodnotu f(1) vypoc¢itame analogicky ako v predchadzajicom pripade z rovnice
Fly)=1+¢y+y*+y' —1=v"+*+y' =y QL +y+y°) =0.
KedZe nem4 rovnica 1 + y + y? = 0 reélne riesenie, musi platit y? = 0, t.j. f(1) = 0.
Pre hodnotu f’(1) potom zo vzfahu (4.28) vyplyva
F(l,y) =34+0+0+[0+0+0y =0, tj. 3=0.

Dostali sme spor. To znamena, ze derivacie f'(1), f”(1) neexistuji. m

Poznamka 4.3.23.

Vztah F(z,y) = 23 +2%y* +2y*+y*—1 = 0, y > 0 uréuje funkciu y = f(x). Ak vynechdme podmienku y > 0, potom rovnica F(x,y) = 0
nevyjadruje funkciu, ale krivku zlozent z dvoch funkcii f: a3+ 2%y? +ay> +y* —1=0,y>0,¢9: 23 + 22> + 2y +y* —1=0,y <0
(obr. 4.3.32).

168 realnymi funkciami viac premennych sa v tejto ¢asti zaoberat nebudeme.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk 167 http://frcatel.fri.uniza.sk/“beerb/
______________________________________________________________________________________________________________________________________________________|



4.3. APLIKACIE DIFERENCIALNEHO POCTU MATI—S

Ak mé funkcia y = f(z) v bode x¢ € D(f) lokdlny extrém a existuje jej derivacia f’(zo), potom na zéklade nutnej podmienky
existencie lokdlneho extrému plati f/(zy) = 0. Specilne pre funkciu y = f(z) implicitne uréenti rovnicou F(z,y) = 0 plati

F (0, 10)
F =0 ! =2 =0 kd = .
(0, Yo) o f(@o) Fé(xo, o) ’ e yo = f(zo)
Z toho vyplyva, ze v bode xg, v ktorom mé funkcia f lokdlny extrém, musi platit
F(x0,10) = 0, F;é(iﬂo, Yo) = 0, F;(xm Yo) #0. (4.29)

Pomocou vlastnosti funkcii viac premennych sa da odvodif aj postacujica podmienka existencie lokdlneho extrému implicitne;j
funkcie. Funkcia y = f(z) mé v bode xy lokadlne maximum [resp. lokdlne minimum]|, ak plati

Fra (0, 90) F (0, Yo) d {de(w, y)]

<0 kde F (x,y)=—
Fy/(iﬂmyo) (@) dz

>0 .
resp FY(x0,v0) ' dz

Priklad 4.3.37.
N4ajdite extrémy funkcie y = f(x) danej implicitne rovnicou F(x,y) = z* + y* — 3zy = 0.
Riesenie.
Krivka f sa nazyva Descartov list a z obrazku 4.3.33 je zrejmé, zZe nepredstavuje funkciu. Najdeme jej lokdlne extrémy. Zo vzfahu (4.29)
vyplyva, ze extrém moze nastat iba v bode [z;y], ktory spliia podmienky

F(r,y)=a>+y° =3zy =0, Fy(z,y) =32>-3y=0, F,(x,y)=3y"— 3270,
7Z druhej rovnice vyjadrime y = 22 a dosadime do prvej rovnice. Potom plati

:1:3+(x2)3—3:1:-x2:x6—2x3:x3 (:1:3—2) =0, ¢tj. =0, resp. = 2.
Ak z = 0, potom z rovnice F(0,y) = y* = 0 vyplyva y = 0. Tato hodnotu moézeme ziskat jednoduchsie zo vztahu y = x?. LenZe bod
[0; 0] nevyhovuje podmienke £} (0, 0)#0.
Ak z = /2, potom plati y = 2? = V/4. V tomto bode [z;7] = [\:75, \‘71_1] nastava lokidlne maximum, pretoZe plati

Fi(ry) 82 —3z Y R(VEVE) 3-8V

Krivku f mozeme rozdelit napriklad na tri funkcie fi, f> a fs, ktorych grafy st oddelené bodmi A = [V4;v/2] a B = [0;0] (vid
obr. 4.3.33 vpravo). Funkcia f; nadobtida globélne minimum f;(0) = 0, lokdlne maximum f;(3/4) = v/2. Funkcia f, nadobtida globélne
minimum f»(0) = 0, globdlne maximum f,(v/2) = /4. Funkcia f; nadobtda globdlne maximum f3(0) = 0. m

val? val?
&%) f2i 9A
1
\o / x \3 /
V21 2 ®
e f fs
Obr. 4.3.33: Descartov list f a funkcie fi, Obr. 4.3.34: Derivacia funkcie
f2, J3 z prikladu 4.3.37. v polarnych stradniciach.

e Derivacia funkcie v polarnych suradniciach

Predpokladajme, Ze je funkcia f: y = f(z) definovand v polarnom stradnicovom systéme vztahom f: p = g(¢), ¢ € J. Pre jej
derivaciu v polarnom systéme plati

oo dgle) L gle+ Ap) —g(p)
9(0) = dp Alggo Ay ‘

Ak pouzijeme vztahy pre prevod sturadnic do kartezianskeho systému, potom mozeme funkciu f povazovat za zadani parametricky
vztahmi

frx=pcosp=g(p)cosp, y=psinp=g(p)sing, @e(0;2m).
Ak je funkcia g(p) spojita, existuje spojita derivacia ¢'(p) a plati [g(p) cos(¢)]’ #0, potom st splnené predpoklady vety 4.3.20 a pre
parametrické vyjadrenie funkcie f’ plati

' r— ol cos . o — 9ISl g'(p)sing + g(p) cosp o
fle o =gle)eose, g [9(p) cos]  g'(¢p) cosp — g(ip) sin’ pe{0;2m). (4.50)
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Poznamka 4.3.24.
Graficky zodpovedé derivacia polarne definovanej funkcie f: p = g(¢) v bode ¢ doty¢nici ku grafu tejto funkcie v bode P = [¢; g()].
Ak oznacime 7 uhol, ktory zviera doty¢nica d s polpriamkou OP, potom plati (obr. 4.3.34)
dg(e) 1
/
9'(¥) a0 9(#) o 9() cotg T
Oznacme p = g(¢), Ap = g(p+Ap)—g(p), Pa = [p+Ap; g(e+Ap)], kde Ap je uhol medzi polpriamkami OFy a OP. Ozna¢me o
uhol, ktory zviera priamka P Fj s polpriamkou OFy. Pre Ap — 0 zrejme plati PA — P, t.j. OPA — OP, PPA» — d, 0 — T.
Trojuholnik OPS je rovnoramenny s ramenami O.S, O P, jeho uhly prilahlé k zakladni st ¢) = (7 — Ay) /2. Na zdklade suc¢tového vzorca
pre funkciu sinus (veta 3.1.7) plati

T—Ap .m A VAN Ay . Ap Ay
=sin —cosS— —cos —sin— = 1-cos— — 0-sin — = cos —.
2 2 2 2 2 2

2

sin 1) = sin
Zo sinusovej vety v trojuholniku OPS vyplyva

Au  sinAp . sin Ap sin Ap
— = tj. Au=p =

p sinty sin ¢ ~ P o (Ap/2)
Pre vniitorné uhly v trojuholniku OP P, plati Ay + (¢ +v) + 0 = 7, t.j.

T—Ap 7w Ap T Ay
V=T p—o—Y=m p—0 5 5 5 o=3 (2 +o

) LT Ay N T, Ay N Ayp N
sinv=sin—cos| — +o0 | —cos—sin| — +o0 ) =cos| — +0o .
2 2 2 2 2

Zo sinusovej vety v trojuholniku SPFy a zo vztahu (4.31) vyplyva

(4.31)

Z toho vyplyva

Ap  sinv 6. Ap=Au s.inv _y sin Ay cos (A?O/Q—l—d)’
sin o cos (Ap/2) sin o

Au  sino’
Pre derivaciu ¢'(¢) v polarnom systéme potom plati

g (p) = lim Ap = lim
Ap—0 Ap  Ap—0 | cos (Ap/2) Ay sin o

p sin Ay cos (A<P/2+U)] _ P 1.COST = pcotgT

1 sin 7

Priklad 4.3.38.
Uvazujme funkciu f, ktora je v kartezidnskom stiradnicovom systéme explicitne definovana vztahom f(z) = V1?2 — a2, x€(—r; r). Jej
grafom je polkruznica so stredom v pociatku systému a s polomerom r > 0 (obr. 4.3.35). Pre vSetky z € (—r; r) plati

/ 2 2’_ 2 212’_1 2 2\—1/2 . —x
) = [ViT=2] = [0 =2 = S0 =0 H(2r) = e (4.32)

Takze doty¢nica k funkcii f v bode P = [z; f(x)] mé smernicu tgy = —z/v/r? — 22.
V polarnych stradniciach predstavuje uvedend polkruznica konstantnt funkciu f(¢) =r, 9 €(0; 7). Pre jej derivaciu f’ v lubovolnom
bode p€(0; m) potom plati

f'(e)=1[r]"=0, t.j. rcotgT =0.

To znamend, 7e doty¢nica d zviera v bode P = [p; f(p)] s polpriamkou OP pravy uhol 7 = 7/2. Na zaklade vztahu (4.30) pre
parametrické vyjadrenie f’(¢), p€(0; m) plati

/ 3 O
f'rx=f(p)cosp=rcosp, y= flp)sing + Jlp)cosp Ot reosy — cotg .

(o) cosp— flp)simy  0—rsing
Posledny vztah zodpoveda vyrazu (4.32), pretoze plati cotgp = T < [ |

fle)  Vit—a?

Poznamka 4.3.25.
Pre porovnanie su grafy funkcii f(z)=vr? — 22, f'(x)=—x/V/r? — 22, x€(—r; r) z prikladu 4.3.38 zostrojené na obrazku 4.3.36.

Cvicenia

4.3.1. Dokazte, ze pre 0 < a < b, ne€ N plati:

a) arctgh — arctga < b — a, b) V1+a?<1l+aln(a+V1+a?),
c) ML <In(l+a)<a, d) 1+ <In(l+e) <1+,
e) In(1+ a?®) < 2aarctga, £) na"'(b—a) <b" —a" < nb" 1(b—a),
g) 2+a*<e'4e h) sina<a—%3+%, i) 1+a<e
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y
f@)=vr2—=? ~ " !
flo)=r AP
P d 2
—_r 0 r
f f(z)
i Y
—r 0 T
f/
Obr. 4.3.35: Polkruznica f(x) = v/r? — 22, Obr. 4.3.36: Grafy funkcii f(z),
resp. f(¢) = r z prikladu 4.3.38. f'(x) z pozndmky 4.3.25.
4.3.2. Pomocou vety o strednej hodnote odhadnite nasledujtuce vyrazy:
a) tg4,?2, b) arctg1,5, c) logy 18, d) arcsin0, 5, e) arccos0, 5.
4.3.3. Rozvinte do Taylorovho polynému so stredom v bodoch 1, —1, 2, —2 polynémy:
a) 2+ 23+ 2%+ +1, b) 2* + 23— 2?2+ 2 — 1, c) at — P+ 2% —x+1,

)
xt — 223 + 20 + 1, e) xt+ 22% + 2z — 1, f) ot — 223 4 222 — 1,
x5 — 22t + 222 + 1, h) 2° + 223 +22% — 1, i) 2° —22* + 223 —
S+ttt + a4 1, k) 25 -2+t +2° —a2® + o -1,
T+ttt o+, m) z' — 25—+t + 2 -2+ — 1

o
~— N N N

R

4.3.4. Urcte Taylorov polyném stupna n so stredom v bode zy pre funkciu y= f(x):
a) y:xg,n:&xo:l, b) y=x* n=3, 2y =1, c) y:%,n:4,x0:2,
d) y=lnz, n=4, 2o = 2, e) y=Inz, n =4, xy =3, f) y:gc—lg,n:3, 9 = 1.

4.3.5. Uréte Maclaurinov polyném stupna n pre funkciu y= f(z):

Ttz —z4a2 2
a) Y= ieri:cQ’ n =3, b) Y= 1+:cjrrx2’ n =3, C) y:m, n =3,
d) y:emel«klan:Zla e) —lIlCOSI' n:67 f) y:lnCOS$2’n:6’
g) y=tgx, n =5, h) y=tg?x, n =5, i) y=sin’x, n =5,
.]) y:Sin3$’n:57 k) _COS xan:57 l) y:COSSI',n:5.

4.3.6. Urcte Maclaurinov polyném stuptia n pre funkciu y= f(z):

a) ?J:\/ﬁ’ b) y=coshuz, ¢) y=sinhz, d) y=In{.
4.3.7. Pomocou Maclaurinovho vzorca vypocitajte s chybou mensou ako 0,0001 hodnoty:
a) V1010, b) tg4,?2, c) /T, d) (1,1)42 e) arctgl,7,
f) arcsin0, 5, g) cos1,6, h) sin0,9, i) v/83, j) V121.
4.3.8. Vypoéitajte pre m,ne N, a > 0, b > 0 nasledujtce limity:
-z : " —x r—sinx sy Ina i at—=b”
REEE by e 9 dm R E U
Inx e” z" : : %T : : r 1
f) liIgl+ sotas? g) gchm . h) xh_}m =, i) 3151_)11%;1:1 T j) $11)r(1)1+1n ol
In ar In ar : z—arctgx :
k) :lc% ln((z(())z b$)) 1) :lc% In ((ii b$)) Hl) ]ljl{)l(l) $3tg ) Il) xlir(r)l_‘_(a:_l?’ B sin13 93)’

. 5 . In(5-z . 2z _ 94 .
o) lim %57, p) xhjg 7(13295 ), q) lim S r) xlil(r)l_(%—ﬁ),
: 1 1 1 : 1 1 cotg
9 lim (£-5), ) lim (cotgz—1), W lim (2= L), 0 lim ()
W) glcli% %, X) ;lclfcll \/aa;r;; \/Z’ y) glcli% cosm$$—2cosn$’ Z) IIH}::B?’ 222——’—12:6 -

4.3.9. Zistite, ¢i mozno pouzit L’Hospitalovo pravidlo a vypocitajte limity:

. —si 22 sin l i i -1
a) u,chi{.lo iJr:iIr}i’ b) :}LOO sinz C) llII(l) 9; St;;l;’ d) Ji)%h a® HiU e) h ) esmx :
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4.3.10. Najdite intervaly najvicsej dlzky, na ktorych je monoténna funkcia y= f(z):

a) y=1ts, b) y==25, ¢) y=2,
e) y=ulzl, f) y=Inlz[+1, g) y=z’e’",
i) y=2" -z +12, i) y=x° — 1523 + 3,
) y==5+2+2, m) y=24-L —1,
0) y=Inv1+ 22 — 1, p) y=22%—Inx + 1,
r) y=sinx + cosz + 1, s) y=cosx + 2L — 1,

4.3.11. Najdite vSetky extrémy funkcie y= f(z):
a) y=a*(x —6), b) y=z -1, ) y=%+3,
e) y=x — |z], f) y=a?e", g) y=mzer +1,
i) y=+b6x — 22, i) y=(22—1)3, k) y=3— 222,
m) y=z>—2x —1, n) y=a*+ 22% -1, 0) y:a:+1J2r“;2,
q) y=|z[e* 1, 1) y=qm +2 5) y=1"— 2]z,
u) y=e “sinz, v) y=e “cosz, w) y=e"sinz,

4.3.12. Najdite vSetky extrémy funkcie y= f(z):
a) y=sinz + cosz + 1,
Q) y=a(z— 172 - 2)°,
) y=—In(1 4z — 42?),
)

o

=
~— ~— ~— ~—S ~—

y=4x3 — 32% — 36z — 5,
y=r—In(l1+z)—1,

(¢}

y=In*z —3lnz + 2,

o

j) y=a*, z€(0; c0), k) y=2?Ilnz, z€(1;e),
m) y=x+ 5, ve(—4; 1), n) y=z+ 345, v€(3; 3),
4.3.13. Najdite vSetky extrémy funkcie y= f(z):

a) y=vat— 223 + 22 xe(-3; 2), b)
¢) y=sinx +sin’*z + 1, 2€(0; ), d)
e) y=z*— 6z + 10, v€(—1; 5), f)
g) y=|2? — 6z + 5|, ve(-2; 2), h)

1) y=a° —ba* +52° + 1, ze€(—1; 1), j)

4.3.14. Rozlozte ¢islo a > 0 na stucet dvoch kladnych ¢isel x1, x5 tak, aby:
b)

a) w122 bolo maximalne, -

c) z} + x} bolo miniméalne pre n€ N,

4.3.15. Najdite x > 0 tak, aby jeho stucet s jeho obratenou hodnotou bol minimalny.

.

oLl B E

¢}

—_
NN N N N

—_

y=lr+1]+|z—1,
y=x>—1+|z*—1]|,

y=sinx + tgx — 2z,

y=x +sinz — 1.

=

T

-+
' N N N~ N N

™

L4 xiz bolo minimalne,

y=cos2x —2x + 11, x€(—m; m),
y=sinz —sin®*z + 1, 2€(0; ),
y=1%— 3z +20, r€(-3; 4),
y=|z* — 6z + 5|, z€(—6; 6),
y=1"—5z* + 5% + 1, z€R.

d) z7a% bolo maximalne pre n€ N.

y=In =tk
y=1+ \/m,
y=4r —tgx,
V=T
y=arctg |z —1],
y=e*cosT.

y=4x3 — 1822 + 27z,

y=lz+4] = |z| + |z 1],
y=arctgz—In/1+22.
y=z—2lnx, xe(l;e),

y=s25, ve(:3),

4.3.16. Do trojuholnika s najdlhsou stranou a >0 a vyskou v >0 vpiste obdlznik tak, aby jedna jeho strana lezala na strane a a aby

mal maximalny obsah.
4.3.17.
4.3.18.
4.3.19.
4.3.20.

4.3.21.
obsah.

4.3.22.

a) maximalny objem,

Do gule s polomerom r > 0 vpiste valec tak, aby mal:

b) maximélny povrch,

4.3.23. Do gule s polomerom r > 0 vpiste kolmy kuzel tak, aby mal:

a) maximélny objem, b) maximalny povrch,

171
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Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obvod s > 0, aby jeho obsah bol maximélny.

Urcte rozmery trojuholnika, ktory ma jednu stranu a > 0 a obvod s > 2a, tak aby mal maximalny obsah.
Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obvodu s > 0, aby jeho uhloprie¢ka bola minimalna.

Aké rozmery musi mat pravouhly rovnobeznik daného obsahu P > 0, aby jeho obvod bol minimalny.

¢) maximéalny plast.

¢) maximalny plast.

Do elipsy s poloosami 0 < a < b vpiste pravouhly rovnobeznik so stranami rovnobeznymi s osami elipsy tak, aby mal maximalny

http://frcatel.fri.uniza.sk/ beerb/
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4.3.24. Do kuzela s vyskou h >0, polomerom r >0 vpiste vilec s maximalnym objemom.

4.3.25. Na priamke p najdite bod tak, ktory je najblizsie k bodu A=[1;2]:
a) p: y=3x—1, b) p: y=3x+2, c) p: y=3x+1, d) p: y=3x-2.

4.3.26. Na parabole p najdite bod tak, ktory je najblizsie k bodu A=[1;2]:
a) p: y=4r—a? b) p: y=z+a? b) p: y=—4x+22? d) p: y=—3x—2%

4.3.27. Silazna jama ma mat tvar pravouhlého rovnobeznostena (bez hornej steny) s objemom V' = 1000 m®. Dlzka podstavy mé byt
4-krat vidsia ako jej Sirka. Naklady na vybudovanie 1 m? podstavy sti 2-krat mensie ako naklady na vybudovanie 1 m? steny. Urcte
rozmery silaznej jamy, aby naklady na jej vybudovanie boli minimaélne.

4.3.28. Drot s dlzkou 10 m méame rozdelif na dve ¢asti, z ktorjch prvéa sa zohne do §tvorca a druha do kruhu. Kde ma byt rez, aby
stucet obsahov stvorca a kruhu bol miniméalny.

4.3.29. Kartén méa tvar obdlznika s rozmermi 30 x 14 cm. V rohoch vystrihneme rovnaké stvorce a zvySok ohneme do otvorenej krabice.
Ak& velkd mé byt strana vystrihnutych Stvorcov, aby mala krabica maximélny objem.

4.3.30. Okno, ktoré ma tvar rovinného obrazca zlozeného z obdlznika a polkruhu zostrojeného nad jednou jeho stranou, méa obvod
s > 0. Aké maji byt rozmery obdlznika a polkruhu, aby malo okno maximélny obsah.

4.3.31. Dva splavné, na seba kolmé kanaly, st Siroké 4 m a 6 m. Vypocitajte dlzku najdlhsieho tramu, ktory moze preplavat z jedného
kanalu do druhého.

a) y=5x%+20x + 7, b) y=32° — 5x* + 4, c) y=2— |z*-2|, d) y=a2+x3—1,

e) y=z(l —x)*+1, f) y=z+ 25 + 1, g) y:3—(a:—|-2)§, h) y=x — cosz,

i) y=xarctgzr, j) y=arctg  +1, k) y=zlnz+1, ) y=x +sinz,

m) y=r+ = + 1, n) Y=+ 2, 0) y=15 + 1, p) ¥ $2+27—|—27

q) y=(z—1)3(z+1)3, r) y=x° — 122% — 5 + 2, s) y=(x—1)5+5(z+1)z,

t) y=|z?—1]+|z*+1], u) y=12 —1In(2? — 9), v) y=z*+223—1222—5z.
4.3.33. Dokéazte, ze vsetky inflexné body funkcie y= 52111 lezia na priamke x — 4y =0.

4.3.34. Dokéaite, 7e pre pravouhlé stradnice kazdého inflexného bodu funkcie y ==z sin x plati (z2+4)y? =422
4.3.35. Dokéazte, ze kazdy polyném neparneho stupnia n>1 méa inflexny bod.
4.3.36. Pre aké be R m4 funkcia y=e® +bz? inflexny bod?

4.3.37. Urcte asymptoty ku grafu funkcie y= f(x):

a) y=-%5 +1, b) y=1"5 +1, c) y—iﬁi—l—l, d) y==2822 41,
e) y=3z+ 25, f) y=z+ 2%, g) y=2x — <=, h) y=%055
i) y=x+ h”” j) y=wxarctguz, k) y=arctg L+ 1, 1) y=zln(e+1),
__sinz _ L _ 1 _ 1 1
m) y—7+12, n) y=er +12, 0) y=zew +12 p) y=-5+79
4.3.38. Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a zostrojte jej graf:
2 3
a) y=3z" — 5z, b) y=—a"+62* -5, ) y=(% +a)* d) y=(% - 1)
e) y=(1—12%7?, f) y=(2*—1)3x, g) y=a5 — 23 + 1, h) y=2%—2* -1,
i) y=2+ %, i) y=a*+ 5, k) y=a%+ =%, 1) y=a®+ %,
m) y:$§f1+x, n) y:h%x—i-l, 0) y=z —Inuxz, p) y=x+2arctgz,
q) y=ux+arccotgz, r) y=(2—x)e" !, s) y=x?e " 41, t) y=x2e"t2 1,
u) y=xe* +1, V) y=zex +1, w) y=x—e *+1, x) y=a’—e " —1.
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4.3.39. Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a zostrojte jej graf:

) y= 5 - Vil b) y=VaFT - 7,
e) y=arcsin 7%, f) y=cotgh {72,

i) y=a°+ 3z, j) y=16x(x—1)3,
m) y=+/|r — 1, n) y=+v/1— 23,

q) y=zlnzx+1, r) y=x +e° %

u) y=a’sin 1, v) y=arctg < + 1,

4.3.40. Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a zostrojte jej graf:

o

o = 09
—_ D D O O D

wn

a) y=24, b) y=24, ¢) y="H,

f) y=2, g) y=757, h) y==5,

k) y=23, D y=252 m) y= s,
p) y=2t, Q) y=12, ) y=252,

) y=|54], v) y=|2l, w) y=|=2,

4.3.41. Vysetrite priebeh funkcie y = f(x) a zostrojte jej graf:

a) y:x(:cfl)(:iam(:cf?))’ b) y=-L +14-L
d) y=cos®z—3cosz+1, e) y=(z+2)*(x+5),

g) y=In(z + V22 +1), h) y=In (Va2®+1— 1),
i) y=(e+1)F — (z—1)3, k) y=2(x+1) = 3(x—1)3
m) y=x2er +12, n) y=e *sin 3z, 0)

4.3.42. Najdite explicitny tvar funkcie y = f(x) definovanej parametricky:

a) r=t+1,y=1-2t—1? te(1;4),
c) x=4cost, y=3sint, t€(0; ),

b)
d)

y=(z—4)Vz, d) y=(z+4)Va?,
y=mniz, ) y=a i
y=[16 — 27|, ) y=a*—2|a|,
y=v1> + 12, p) y=v1-—e*,
y=In (4 — 2?), t) y=sinxz+cosz,
y=uxarctgx, x) y=arcsin |x|.

2x3

d) Y= e) Y=1a+a3>
i) y="1, ) y=1%,
n) y=25%, 0) y=2522,
5) y=12, t) y=12,
x) y=|=2F, y) y=|]
0) y= ($+1)(§+2)($+3),
f) y=(1—2)3(1+x)%,
i) y=sinh z+sinh (1—z),
: 1) y=cosx — Incosz,
y=1x — 2arctg x, p) y=x — |sinzx|.

r=3cosht, y=2sinht, t€(0; c0),
r=4cos’t, y=9sin’t, t€(0; I).

4.3.43. Uréte mnoziny hodnot pre parameter t tak, aby dané parametrické rovnice urcovali spojiti funkciu y = f(z). Eliminéaciou

parametra t urcte jej explicitny tvar:

a) x=2t%—1, y=4t* — 1, b) =2t —1,y=4t —1,

d) x=2sinZ, y=cosZ, e) r=cos’t, y=s

in3t,

c) z=4t*+1, y=3t + 2,
f) 2=3t+2, y=4>+ 1.

4.3.44. Zistite, aké krivky st dané parametrickymi rovnicami pre a € R, a>0:

a) rx=cost, y=asint, t€(0; 27), b) x=cos®t, y=asin®t, t€(0; 27),
¢) w=cos’t, y=asin’t, t€(0; ), e) x=sin’t, y=acos®t, tc(0; 2m).

4.3.45. Prevedte uvedeny implicitny tvar krivky na parametricky tvar (polozte y=tz):

a) x3—|—y3_axy:0,@>0’ b) $2+y2:x3+y3,

4.3.46. Urcte derivaciu funkcie y = f(x) definovanej parametricky:

a) x:%,

___2sint __ _4cost (_z. z)
‘T_lJr2cost’y_lJr2cost’tE 37 3/

)
e) x=t—cost, y=1+sint, t€(0; 2m),
)

r=e?cos?t, y=e*sin’t, t€(0; ),

c)

o

—

= o
— o N

4.3.47. Urcte f', f”, f" pre funkciu y= f(z) urcentt parametricky:

a) r=4t+1%, y=t>+t,t€(0; 00),
c) r=4sint, y=4cost, te (—g; %),
e) r=e"tcost, y=e tsint, tE R,

beerb@frcatel.fri.uniza.sk ]. 73
]

22 +y? = at 4yt

37:1_3’ y:f—J:t, teR—{-1},

x=arcsin y=arccos —, tE R,

1
r=4cos’t, y=4sin’t, t€(0; ),

r=2cosht, y=4sinht, t€(0; o0).

r=Int, y=sin2t, t€(0; c0),
r=2cos’t, y=2sin’t, t€(0; ),
r=e', y=arcsint, te(—1; 1).
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4.3.48. Najdite rovnice doty¢nice a normély ku grafu y= f(x) urcenej parametricky:
a) r=4t+t*, y=t3+t, t€(0; co) v bodoch [0;0], [5;2], [12;10], [21; 30], [32; 68],

b) w=t*—4t+4, y=1>—3t+2, t€(2; 0o) v bodoch [1;2], [4; 6], [9; 12], [16; 20], [25; 30],
¢) x=t—sint, y=1—cost, t€ R v bodoch [—7;2], [5%; 1} [O' 0, [52:1], [ 2]
d) z=cost, y=sint, t€(0; ) v bodoch [1;0], [¥2; 2], [0 [—\f, 2] [
e) r=cos®t, y=sin®t, t€(0; 7) v bodoch [1;0], [%,TQ] 1, [- §’T} [—1;0].
4.3.49. Najdite inflexné body funkcie y= f(z) zadanej parametricky:
a) x=3t+t>+1,y=t*+1,t€R, b) z=sint,y=e', te(-%; ).
4.3.50. Zistite priebeh krivky urcenej parametricky:
a) x=2—12 y=3t—t3 b) r=cost, y=sin't, c) z=tel, y=te™t
d) x—h;—t,y—tlnt, e) x:%,y:ﬁ, f) a:—liz),,y:l%f;.

Kazdy je taky, ako ho boh stvoril, ba casto aj horsi.
RODA RODA

Nemam ni¢ proti gombikom, v primeranom pocte.

WILLIAM MAKEPEACE THACKERAY

Najhorsie je tvarit sa, ze chapeme, ked nechdpeme.
LEV NIKOLAJEVIC TOLSTOJ
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Tato ciara sa nazyva poludnik. Jasné? Rovnobezky sa tretaji v nekonecne.
Jasné? Nekonecno je konecné. Jasné? Vam to nie je jasné?

Tak este raz. Tato ciara sa nazyva poludnik. Jasné? . ..
MACOUREK

Slony sa kreslia zmensené, ale blcha v nadzivotnej velkosti.
JONATHAN SWIFT

Lekarsky vyskum urobil také pokroky,
Ze uz napokon na svete niet zdravého cloveka.

THOMAS HENRY HUXLEY

Povedz mi co citas a ja ti poviem, kde si ti knihu ukradol.
ILJA ILF

Jeho svedomie bolo cisté, nikdy ho nepouzival.
STANISLAV JERZY LEC

Keby bolo u nas konverzacné umenie na vyssej urovni,
bola by ovela nizsia populdcia.
STANISLAV JERZY LEC

Niektoré charaktery st nezlomné, pretoze sii pruzné.

STANISLAV JERZY LEC

Stretol som sa uz s tak malo s¢itanymi ludmi,
Ze si citaty klasikov museli vymyslat sami.
STANISLAV JERZY LEC

Niet divu, Ze je na univerzitach tolko ucenosti.
Kazdy jej nieco prinesie a nijaki neodnesie.
AMY LOWELL

Prave laska, nie vsak k feuerbachovskému cloveku, . ..
nie k proletariatu, ale laska k milej, teda k Tebe,
robi opiit z muza muza.

KARL MARX

Zivot je kratky. Samozrejme, ale v pomere k ¢omu?
ANDRE MAUROIS

Rozum je pravdepodobne jediny dar, ktory priroda rozdelila spravodlivo,
lebo sa nikto nestazuje, ze ho ma malo.

MICHEL de MONTAIGNE

Kréasa sa pominie, hliipost vecna.
JOHANN NESTROY

Klamar musi mat dobri pamiit.
QUINTILIANUS

Je to casto len otazka nabytku. Pre Zenu je tazsie ostat vernou
v izbe s gaucom, nez v miestnosti, kde su len kresla.

JUAN CARLOS REY
Starci s oblubou davaju dobré ponaucenia,
aby sa uteSovali, ze uz nemozu davat zlé priklady.

FRANCOIS ROCHEFOUCAULD

Dobre sa obesit, to vyluci moznost zle sa ozenit.
WILLIAM SHAKESPEARE

Je stale lepsie byt Zenaty, ako byt mrtvy.
JEAN BAPTISTE MOLIERE
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Vysledky cviceni

1 Zakladné pojmy

1.1.1. a) ,Nie je pravda, ze vSetci ludia vedia plavat.“, resp. ,Nie vSetci ludia vedia pldvat.“, resp. ,Existuje ¢lovek, ktory nevie plavat.“. b) Rovnica 2% = 4x
nema kladny koreni . ¢) Najviac jedno ¢islo je kladné. d) Menej ako tretina krajin patri do OSN. e) Nie je pravda, ze prave dve ¢isla st kladné. Ziadne, jedno
alebo viac ako tri ¢isla st kladné. f) Exisuje ¢islo tvaru n?, n € N, ktoré nie je parne. 1.1.2. a) Jz€ R: sinz>1, b) Vr€ R: sinx >1, ¢) Iz € R: sinz>1, d)
JreR:sinz<l,e) Ix€R: sinx<1,f) VeeR: sinax<1,g) Ize€R:sinex<1,h) Ix€R:sinz>1,1) Ix€R: sinz#1, j) Ve €R: sinz#1, k) Iz & sinz #1,
1) z€R: sinz=1. 1.1.8. Ak pq st postupne PP, PN, NP, NN, potom vysledné pravdivostné hodnoty st: a) NNPN,b) PNPP,c) NNNP,d) NPPN,
e) PPPN,f) PNNP,g) PPPN,h) NNPN, i) PPPP,j) PNPP, k) NNPP,1) PPNN. 1.1.4. a) zalezi od trojuholnika, v oboch pripadoch méze byt P
alebo N, b) zélezi od k, v oboch pripadoch moéze byt P alebo N, c) zalezi od nerovnice, v oboch pripadoch méze byt P alebo N, d) vidy N, v zavislosti od
nerovnice moze byt P alebo N.1.1.5. (p=q) & pAq< (pVq),tesp. (p<q) & pAGADAG < [BVOA(PVY] ©DVeVpVage (pAq)V (DAg). 1.1.7.
a) 4no, b) ano, ¢) nie, d) 4no, e) ano, f) dno, g) ano, h) ano, i) nie, j) dno. 1.1.9. a) 4no, b) nie, c¢) nie, d) nie, e) nie, f) nie, g) nie, h) 4no, i) ano, j) nie, k)
nie, 1) 4no. 1.1.10. a) ,z je delitelné dvomi alebo tromi prave vtedy, ak je delitelné Siestimi.“, neg. (p Aq AT)V (r ApAq): ,x je delitelné dvomi, tromi a nie
siestimi alebo je delitelny Siestimi a nie dvomi a tromi zaroven®, b) , Ak je x delitelné dvomi alebo tromi, potom je delitelné Siestimi.“, neg. (p V q) AT: ,x je
delitelné dvomi alebo tromi a nie Siestimi.“, c¢) ,,Ak neplati, ze x je delitelné dvomi alebo tromi, potom x nie je delitelné dvomi ani tromi.“, neg. pV qA (pV q):
»Neplati, ze x je delitelné dvomi alebo tromi a zaroveri plati, ze x je delitelné dvomi alebo tromi.“, d) ,Plati, ze ak je x delitelné dvomi potom je delitelné aj
tromi alebo neplati, ze x je delitelné dvomi a tromi.“, neg. p AG A r: ,x je delitelné dvomi a nie tromi a Siestimi.“, e) , Implikdcia, ak x je delitelné dvomi,
potom je delitelné aj tromi, plati prave vtedy, ak je x delitelné dvomi alebo nie je delitelné tromi.“, neg. (DA q)V (pAQ): ,Bud je x delitelné dvomi a nie tromi,
alebo je x delitelné tromi a nie dvomi.“, f) Ak je x delitelné dvomi alebo Siestimi potom je x delitelné dvomi alebo romi.“, neg. (pVr) ADAG: ,x je delitelné
dvomi alebo Siestimi a zdroven nie je delitelné dvomi ani tromi.“. 1.1.11. a) 4no, b) nie, c) dno, d) 4no, e) nie, f) 4no. 1.1.12. a) nie, b) nie, ¢) 4no, d) nie,
e) nie, f) nie. 1.1.13. Tautolégie: b), d), e), f), h), kontraindikacie: a), ¢), g), i), j). 1.1.14. pAGATASAsAT. 1.1.15. a) (p Aq)VrV s, b) (pAq) AT Vs,
c) (pVq) VrAs. 1.1.18. a) nie, b) nie, ¢) nie, d) 4no, e) nie, f) dno. 1.1.19. Pravdivost povodnych vyrokov: a) ano, b) nie, c¢) ano, d) nie, e) ano, f) nie, g)
ano, h) ano.

1.3.2. Do mnoziny 24 patria @7 {1}? {2}? {3}7 {4}7 {17 2}7 {17 3}7 {17 4}? {2? 3}? {2? 4}? {3? 4}7 {17 2, 3}? {1? 2, 4}7 {17 3, 4}? {2? 3, 4}7 A. Do mnoziny 25
patria (Z)? {1}? {2}? {3}7 {4}? {5}? {17 2}? {17 3}? {1? 4}7 {1? 5}7 {2? 3}7 {2? 4}? {27 5}? {37 4}? {37 5}7 {4? 5}7 {1? 2, 3}7 {1? 2, 4}7 {1? 2, 5}7 {1? 3, 4}7 {1? 3, 5}?
{1, 4,5}, {2, 3,4}, {2, 3, 5}, {2, 4, 5}, {3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 3, 4, 5}, {2, 3, 4, 5}, B. 1.3.3. 2(""). 1.3.4. a) nie, b) 4no, c)
4no, d) nie, e) nie, f) nie, g) 4no, h) nie, i) nie, j) nie, k) nie, 1) ano. 1.3.5. AC BND, A/UC=X,BU(D—-A) =(D-B), DA(ANC)=D — A. 1.3.6.
RCP.1.37. AUB=B,BnD' =B—A, BND' C AAC, BND' C AUB. 1.3.9. a) {2, 4, 8, 10, 14}, {2, 4, 6, 8, 12, 14}, {3, 6, 9, 12}, b) {3, 9, 15},
{5, 15}, {5, 10}, ¢) {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15}, {2, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 14, 15}, {3, 5, 6, 9, 10, 12, 15}, d) {6, 12}, {10}, {15}, ) 0, {2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10,
12, 14, 15}, £) {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15}, {2, 4, 5, 6, 8, 12, 14, 15}, {3, 5, 6, 9, 10, 12}, g) {5, 6, 10, 12, 15}, {10, 15}, h) {3, 6, 9, 10, 12, 15}, {6, 12, 15},
i) {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 15}, {6, 10, 12}, §) {2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14}, {6, 12}, k) {10, 15}, 1) {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15}, m) {2, 3, 4, 8, 9, 10, 14, 15}, n)
{3, 6,9, 10, 12, 15}. 1.3.13. Obidve. 1.3.14. a) relacia medzi A a B, aj B a A, b) nie, c) relacia medzi A a B, d) reldcia medzi A a B, zobrazenie z B do
A.1.3.15. [£2;+1]. 1.8.16. a) f = {[a;d], [a;0], [as ], [a;d], [ase], [bsal, [b;0], [bic], [bsd], [byel, [c;al, [e;0], [esc], [esdl, [e;el, [dsal, [d; 0], [dsc], [d;d], [d;e],
[esal, [e;0], [e5¢c], [e;d], [ese]}, b) f = {[asa], [a;b], [ase], [bsal, [b50], [bs], [¢;0], [esc], [e;d], [dsc], [d; d], [dse], [esal, [e;d], [ese]}, c) f={lasal, [a; ], ase], [b; 0],
[e;el, [erel, [d;d], [esel}, d) f={[a;al, [a;¢], [ase], [¢;al, [¢;c], [c;€], [e;al, [e;¢], [e;€]}. 1.8.17. a) &no, b) nie. 1.3.19. a) spoditatelnd, b) nespocitatelnd, c)
nespocditatelnd, d) nespocitatelnd. 1.8.20. Nespocitatelna.

2 Realne disla

2.1.6. a)2a3,b)0a3/2,c)0al,dOasinl,e)0al/2 f)1aoco. 2.1.7. a) —1/3a1/2,b) (v/5—1)/2 a co. 2.1.14. a) (3; 4), b) (3; 4), c) (3; 4)
(120 2115 ) (o 1),) 1.6) (0 ) a) R, ¢) 0, 1) (—00; 0), 8) (0; 00), h) R — {=v3}, 1) ((—1 — v3)/2: 0) U (~1 + V5)/2; o0), ) B, k) (0;

1) {0; 00). 2118, a) (~4; (~3 — v31)/2) U ((—3 + V31)/2 1), b) (~00; 2~ VB) U (2 + V5; 00), ) (005 (~1— VI3)/2) U (-2 1) U (~1 + VI3)/2; o0).
2.1.19. Dlhsia odvesna vaééia ako (14 +/241)/2. 2.1.20. a) (—oo; —1/2) U (1/2; 00), b) komplexné pre (—4+/3; 4v/3), c) komplexne pre (25/4; 00).

2.2.3. a) {0} U {n"t;neN}, b) {0} U{n"t;neN}U{n"2;neN}, c) {0},d) NU{x},e) {n?;neN} U {oo}, f) {0}, g) R*, h) R*,i) R*.

2.3.1. a) rastuca, ohranicend zhora ¢islom 1, b) klesajtica, ohranic¢ena zdola ¢islom 1/2, c¢) klesajica, ohrani¢end zdola ¢islom 1, d) rastica, nie je ohranicena
zhora, e) rastica, nie je ohranicend zhora, f) rastica, nie je ohranic¢end zhora, g) klesajica, ohrani¢end zdola ¢islom 0, h) nie je monoténna, nie je ohranicend
zdola ani zhora, i) nie je monoténna, ohranicend zdola ¢islom 0 a zhora ¢islom 3, j) rastica, ohrani¢end zhora ¢islom 0, k) rastiica, ohrani¢ena zhora ¢islom 1.
2.3.2. a) {0}, b) {1}, ¢) {1}, d) {1/2, 2}. 2.8.3. {a,, £b,} -, diverguje, {a,b, }.-, konverguje (napr. a,, = 0, b, = n), resp. diverguje (napr. a,, = 1, b,, = n),
{a, /b,}."_| konverguje (napr. a,, = 1, b, = n), diverguje (napr. a,, = 1, b, = n pre n parne a b, = n~' pre n nepéarne), {b,/a,} -, diverguje, {1/(anbn)} -,
konverguje (napr. a, = 1, b, = n), diverguje (napr. a, = n=2, b, = n). 2.3.4. {a, £b,} -, konverguje (napr. a, = n, b, = Fn), diverguje (napr. a, = n,
b, = £n), {anb,} -, konverguje (napr. {a,},—; ={0,1,0,1,...}, {b,} -, = {1,0,1,0,...}), resp. diverguje (napr. a, = n, b, = n), {a,/b,} -, konverguje
(napr. a, = n, b, = n), diverguje (napr. a, = n?, b, = n), {1/(ayb,)}, -, konverguje (napr. an = n, b, = n), diverguje (napr. a,, = (—=1)", b, = n). 2.3.5.
a) napr. {0,1,0,1,...}, {1,0,1,0,...}, b) napr. a, = n~1, b, = n72 ¢) napr. a,, = n + 4, b, = n, d) neexistujt. 2.3.6. a, = —(n?> — 3n +4)/2. 2.3.7. a)
Unt1 =20, —3,b) apy1 =2 — an, €) Api1 = ap —1,d) apns1 = a,/(an +1). 2.3.8. a) a, =n, b) a, = (—=1)"T! ¢) a, = 2" nl. 2.3.9. a) £1,b) 0, ¢) £1,
d) 0, e) oo, f) +00, g) 0. 2.3.10. 200. 2.3.11. a) a, = a(v/2/2)"", b) 8a/(2 — V/2), ¢) 2a°. 2.3.12. —2. 2.3.13. a) &no, b) &no, c) nie, d) ano, e) ano, f)
4no. 2.3.14. a) 2,b) 4,¢) 5,d) 1, e) 1, f) 2, ) 0, h) (1+v5)/2. 2.8.15. a) 0, b) 0, c) 0, d) 0. 2.3.16. a) 61/450, b) 8/15, ¢) 1, d) 50/99, ¢) 2/3, f) 4/33.
2.3.17. a)a<3,b) -1<a<l,c)-4<a<2,d)a>-1.2318. a)a=0,b=-1,b)a=-1b=2,¢c)a<2,b=0,resp.a=3,b=-1,d)a>2,b=0.
2.3.20. a) 1,b) 2,¢) 1,d) (1++/1+4a)/2.2.3.21. a)1,b) 1,¢) —5,d) 0,¢e) 1/6,f) 1/3, g) 4/3, h) 2. 2.3.22. a) oo, b) 1/2,¢)0,d) 1,e) —4, f) 5/3, g) 1,

h) oo, i) 4. 2.3.23. a) —1,b) —1,¢) 0,d) 1, e) oo, f) 1, g)oo h)O )0 )1 k) 0,1) 0, m) 0, n) 1, 0) e~2, p) e~ 3/2 q)e’l,r)e 5 s)e -1/3 t)e 2.3.24. a)
1/3,b) 00, ¢) —o0, d) 1, €) 1, {) 1/\/_, g) 0, h) 2. 2.3.25. a) 1/b, b) 1/b, ¢) Vab. 2.3.26. a) a pre —-l<a<l, 1/2 pre a =1, 0 pre a > 1, resp. a < —1, P
prea=—1,b)0pre -1 <a<1,1/2prea=1,1prea>1,resp.a< —1,prea=—1,c)Oprea#1,1/2prea=1,Fprea=—1,d) Opre -5 <a<1,1
prea=—1,0c0prea> —1,fiprea<—5e)0pre -1<a<1l,eprea=1,00prea>1, Aprea<—1,f)a? g) e 2 h)0pre -3 <a<3, —1prea=S3,
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—o0o pre a > 3, fi pre a < —3. 2.3.27. a) 0,b) 0, ¢) a/2,d) 0, e) 1/2, f) —o0, g) 0, h) 0, 1) 1/2, j) 0o pre a > b, —2a pre a = b, —oc pre a < b, k) a — b, 1) oo
prea <1, 3prea=1, —coprea > 1.2.3.28. a)1,b)5/3, ¢)0,d) 2/3, e) (a+0)/2,1) 1. 2.3.29. a) coprea >1/4, 1 prea=1/4,0prea <1/4,b) 1
prea<1l,aprea>1,¢c)a,d)Oprea<1,ocoprea>1,¢e)lnaprea >0,0prea=0,f)a/bpreb>0,c0preb=0,g) lna—1Inbprea>b>0,copre
a>b=0,0prea=0>0=0.2.3.30. co.

2.4.1. a) diverguje, b) konverguje, c) diverguje, d) diverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) konverguje, h) konverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) diverguje,
1) diverguje, m) diverguje, n) diverguje, o) diverguje [ukdzte, Ze a,11/a, > 1], p) konverguje, q) konverguje, r) diverguje, s) konverguje, t) konverguje, u)
konverguje, v) diverguje, w) diverguje, x) diverguje, y) konverguje. 2.4.2. a) diverguje, b) diverguje, c) diverguje, d) konverguje, e) konverguje, f) konverguje,
g) konverguje, h) konverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) diverguje, 1) diverguje, m) konverguje n) diverguje o) konverguje p) diverguje, q) konverguje, r)
(o)
konverguje, s) konverguje, t) diverguje, u) konverguje, v) diverguje, w) diverguje, x) konverguje [porovnajte s radom Y. 1/n?]. 2.4.8. a) konverguje, b)
n=1
diverguje, c) konverguje, d) konverguje, e) diverguje, f) diverguje, g) diverguje, h) konverguje, i) konverguje, j) diverguje, k) konverguje, 1) konverguje, m)
diverguje, n) konverguje, o) diverguje, p) konverguje, q) konverguje, r) konverguje. 2.4.4. a) konverguje, b) diverguje, ¢) diverguje, d) konverguje, e) konverguje,
f) konverguje, g) konverguje, h) diverguje, i) diverguje, j) diverguje, k) konverguje, 1) diverguje, m) konverguje, n) konverguje, o) konverguje, p) konverguje,
q) konverguje, r) konverguje, s) konverguje, t) konverguje, u) konverguje, v) diverguje, w) konverguje, x) konverguje. 2.4.5. a) diverguje, b) konverguje, c)
konverguje, d) konverguje, e) konverguje, f) diverguje, g) diverguje, h) diverguje, i) konverguje, j) konverguje, k) konverguje, 1) konverguje. 2.4.6. a) 1/2,
b) 1/2, ¢) oo, d) 319/1680, e) 1, f) 1/24, g) 3/2, h) 3, i) 1/4, j) 2/5, k) —5/12, 1) 1/3, m) 1 — /2, n) 8/4928. 2.4.7. a) relativne konverguje, b) relativne
konverguje, C) relativne konverguje d) absoldtne konverguje e) relativne konverguje, f) relativne konverguje, g) diverguje, h) diverguje, i) absolttne konverguje,
j) absoltitne konverguje, k) absolitne konverguje, 1) relativne konverguje, m) relativne konverguje, n) diverguje, o) relativne konverguje. 2.4.8. a) a > 3/2,
b)a>2c)a>1,d)a>1e)a>e f)0<a<e ! g)a<0, h)a>1/2. 2.4.9. a) konverguji (napr. a, = —b,), resp. diverguji (napr. a,, = b, = n),
o0

b) konverguju (napr. Y. a, = {0,1,0,1,...}, E b, = {1,0,1,0,...}), resp. diverguju (napr. a,, = b, = n), c¢) konverguji (napr. a,, = n, b, = a?), resp.

n=1
diverguju (napr. a, = b,), d) konverguji (napr. Z an, = {0, — .t Z b, = {-1,0,-1,0,...}), resp. diverguju (napr. a, = b, = n). 2.4.10. a)
diverguje, b) konverguje (napr. a,, = 0, b, = 1), resp diverguje (napr ap = 1/n2 b, = n), ¢) konverguje (napr. a, = 1/n2 b, = n), resp. dlverguje (napr.
an, = 1/n% b, = 1/n), d) konverguje (napr. a,, = 0, b, = —1/n), resp. diverguje (napr. a, = 0, b, = 1/n). 2.4.14. E 1+ (-1)"]/3" =2 E 1/9" =1/4.
n=1

2.4.15. 14+ 14/17. 2.4.20. a)s=1,a, =1/2",b) s=1,a1 =3/2, a, = —1/2",¢) s =0, a1 = —1, ap, = (=1)"(2n — 1)/(n® — n) pre n 2 2, d) s=1/2,
a1 = —1/2,a, =1/(n? —n) pre n > 2. 2.4.21. a) 1,6 < s < 1,7, b) 1,206 < s < 1,207, ¢) 0,12 < s < 0,15. 2.4.22. konverguje, a,, = aj/(1 — a?)(n=1),
a=a1/[l —\/1-a3], P=+/1—-a2/(2a1). 2.4.23. 27h>R?/(12R? 4+ 9h?). 2.4.24. a) \/2d (nezévisi od n), b) (v/2 + 1)d (nezavisi od n), c) 7d/2 (nezévisi
od n), d) 2d (nezavisi od n). 2.4.25. a) v/20 = 2277, b) (V2 +1)o = (V2 +1)27r, ¢) m0/2 = 7r, d) 20 = 47r. 2.4.26. a) P+0= P, b) P+0= P, c)
P+0=P,d) P+0=P.

3 Realne funkcie

3.1.1. a) nie, b) 4no, c) 4no, d) 4no, e) nie, f) 4no, g) 4no, h) 4no. 3.1.2. a) (e~1; e), b) R—{n/24+2kn; k€ Z}, c) (—oo; —1) U (1; c0), d) (v/0 + 2km; /7 + 2km),
ke Z e Z U (0; ), ) <(2k7r)2, (2k + 1)2 2> k 0,1,... g) <0 7r2/4> U (=72 + 2km)?; (72 + 2km)?), k € Z h) (\/(4k — 1)7/2; \/(4k + 1)7/2) U

(—/(4k + 1) /2; —\/(4k— 1)7r/2>, k=0,1,...,i) R—{+/1/2}, j) — N, k) (1; 00) U ((=2k + )7 (=2k)"Y) U (2K +1)7% (2k)~Y), k€ N, 1)
(—o0; =1) U (1; 00), m) (—00; 0), n) 1) )R <2 3), p) (2; 00) — {4} Q)er) (65 00), 5) {m/4+km; /24 km), k€ Z, 1) (—o0; 0), ) (505 —1) U {1; o0),

( 17
v) R— {~1}, w) (200} —1) U (0; 00), x) (~00; —2) U (3; 00). 3.1.3. a) (—m/d+ kn/2 7/8 + kn/2), k€ Z, b) R — (~2; 2), ¢) (2; o0), d) {km; /2 + k),
ke Z,e) (04 2km; 7T/2+2k7r> keZ, 1) 0, g) —571/6 + km; 57/6 + kn), k€ Z, h) (0; 1) U (1; 00), i) R — {1 £ V7}, j) ( ;00), k) (— 7T/2+/€7T /4 + km),
KEZ,1) (—n/6+ 2km; 7/6+ 2km), k€ Z, m) B, m) R, 0) (-2 4), p) (~1; 1), a) {15 1), 1) (—1; 10, 5) {05 4), £) (~00; v3) U (0 v3), u) (~4; 0). B.1.4. a)
(—1; 3), b) (—=1/3; 1), ¢) (—=1; 1) U (2; 00), d) (15 100), e) R — {(1 + kﬂ')/?; keZ}, £) 0, g) (—oo; —8) U (—2;2) U (8; o), h) (—1In2; In2), ) (—o0; —1) U
(1 00), §) R — {37/2+ 2k ke Z}, K) (—o0; n3), 1) {1/ €; 00) — {1}, m) (~1/3; 00), n) (3/2; 00), 0) (—00; 00) — {~1}, p) (05 00), @) {~2k + 1; —2k +2),
keZ,r) (—1/3;1). 3.1.7. a) 4no, b) nie, c) nie. 3.1.8. f = h. 3.1.11. a) parna, b) parna, c) neparna, d) ani parna ani neparna, e) neparna, f) neparna, g)
ani parna ani neparna, h) parna a aj neparna, i) neparna, j) parna, k) neparna, 1) parna, m) neparna, n) parna, o) parna, p) neparna, ) neparna, r) parna,
s) ani parna ani neparna, t) ani parna ani neparna, u) neparna, v) parna, w) parna, x) neparna. 3.1.13. Pérna, neparna: a) 1, , b) |z|, z, ¢) 2% + |2/, 0, d)
22, x, e) x(z), 0, resp. 0, x(z), resp. x(2)/2, x(x)/2, f) coshz, sinhz, g) 1/(1 —2?), —x/(1 —2?), h) 2® + 1, —2x,1) —(|z] + |-=])/2, 2z — =] + [-2])/2, j)
(2] 4 [=2))/2, @+ 2] — [—a])/2, 1) (DD + (—1) ety /s, (“1)e1 2 (CHle=1)72,1) (o) + —a] +2]l)/2, (2] - |—2))/2. 3.1.14. Parna,
resp. neparna: a) y = x| -1, z€R,resp.y=x— L,z >0, y=x+ 1,2 <0, b)y=lz—1,2>0,y=|z+ 1,2 <0, resp.y = |z — 1], 2 > 0, y = — |[x + 1|,
r<0,c)y=vVz+L,x>0,y=v-—a+1L,2<0,resp.y=vVor+1L,2>0y=—/-2+1,2<0,d)y=(+1)"Hr>0y=(-2+1)"% <0, resp.
y=@+1) Laez>0y=@@-1)"YLr<0,e)y=a+|z],r>0,y=—-a+|-z|,2<0,resp.y=a+ 2], >0, y=a0—|—z],r<0,f) y=2?—2,
x>0, y=a2>+x, 0 <0,resp. y = 2% —x, v >0,y = —2> — 2, v < 0. 3.1.15. a) 4no, 7, b) nie, c) ano, 7, d) 4no, 2, e) 4no, 1, f) 4no, neméa (vietky
pE€ R), g) 4no, neméa (vsetky p € R), h) éno, 2. 3.1.16. a) ano, 27, b) &no, m, ¢) nie, d) dno, 27, e) ano, 2x, f) ano, 27, g) ano, m, h) ano, =, i) nie, j) &no,
2, k) 4no, 2, 1) nie. 3.1.17. a)y = (x — k), z€(k;k+1), k€ Z,b)y=(+1-k?* ze(k;k+1),keZ, c)y=Vo+3—k ze(kk+1), keZ.
3.1.18. Uvedieme iba definiciu funkcie na intrevale periodicity: a) napr. y = 1 —x pre 2 €(0; 1), y = 0 pre x € (1; 3) a y = = — 3 pre x € (3; 4), b) napr.
p=9 y=xz—1lprexe(l;3),y=2prexc(3;6),y=8—xprexc(6;8 ay=0prexzec(8 10),c)napr. p =8, y=x+2prexc€ (-4 —-1),y = —x
pre x € (—1; 1), y = x — 2 pre z € (1; 4), d) neexistuje, e) napr. f(0) =0, f(z) =3 —x pre € (1;5), ) napr. f(z) =3 —x pre z€(0; 3) a f(zx) =2 -5
pre z € (5; 8). 3.1.20. a) na (—oo; —1), (1; 00), (1/(k+1); 1/k), k€ Z —{0,—1} je konstantna, b) na (—oo; 1/2) klesd, na (1/2; co) rastie, ¢) na (—oo; 3/2)
klesd, na (3/2; co) rastie, d) na (—oo; —1) klesa, na (—1; 2) je konstantna a na (2; co) rastie, e) na (—oo; 3/2) klesé, na (3/2; co) rastie, f) na (—oo; —4/3/2)
a (0; \/3/2) klesi a na (—/3/2; 0) a (,/3/2; cc) rastie, g) na (—oc; 0) rastie a na (0; 0o) je konstantnd, h) na (0; \/e) klesa a na (y/e; 0o) rastie, i) klesa
na R, j) na (—oo; —/1/3) a (y/1/3; 00) rastie a na (—/1/3; \/1/3) kles4, k) klesd na (—oo; 2/3), 1) na (—oo0; —3) a (0; 00) je konstantna a na (—3; 0)
rastie, m) rastie na (k; k + 1), k € Z, n) na (—oo; —1) klesd a na (—1; co) rastie, o) na (—oo; 0) je konstantnd a na (0; co) rastie, p) rastie na (1; c0), q)
klesd na (—oo; 3) a (3; 00), r) klesd na (—oo; 3) a (3; 00), s) rastie na (0; 00), t) rastie na (0; 0o0). 3.1.21. a) ohranicend zdola, inf f(x) = 0, sup f(z) = oo,
b) ohranicend zdola, inf f(x) = 0, sup f(x) = oo, c¢) ohraniCend, inf f(x) = min f(z) = 1/2, sup f(z) = max f(z) = 1, d) ohraniCena, inf f(z) = —14,
sup f(z) = max f(z) = 1, e) ohranicena zdola, inf f(z) = min f(z) = 1, sup f(z) = oo, f) ohranicend, inf f(z) = min f(z) = 2, sup f(z) = 17. 3.1.22. a)
min f(x) = 3/2, sup f(x) = oo, b) inf f(z) = —o0, sup f(z) = oo, ¢) min f(z) = 0, sup f(z) = oo, d) min f(x) = —1/4, sup f(z) = oo, €) min f(z) = 0,
max f(z) = 1, f) min f(z) = —1, max f(z) = 1, g) min f(z) = 1, max f(x) = 3, h) min f(z) = —1, max f(z) = 1. 8.1.23. f(g9) = g(f): y = 1 — 22,
F0)'= h(J): y = sin, h(g) = STh(o)] = F(@)] = Rlg(A)): y = sin(L=2), g(h) = Slg(h] = gl ()] = gTh([)): y = 1 — sin’s. 3.1.24. Porade f(s),
g(f), f(f), g(g): a) 8 — 2z, 4 — 2z, 4z, x, b) 1 — 22 + 2%, 22 + 322 + 22% + 2, 3 + 3z + 4a? + 223 + 24, —22%2 + 2%, ¢) In\/1 - |2], /1 — |Inz|, Inlnz,

\/1—1|y/1—]z||, d) Insinhx, (—1 + 2?)/(2), Inlnz, sinhsinh z, e) argsinh coshx, v/1 + 22, coshargsinh z, coshcoshx, f) z, z, 2*, Y, g) (Vo +1)%, 2 +1,
4+8{E+8{E2 +4{E3 -I-{E4, %? f) a? £ LxJ? z? LxJ? x2/ LxJ? LxJ2v Lxﬂv £E4, LxJ? 1) - +£E + L{E —{EJ - +£E2 - LxJ +2z \:’EJ + LxJQ? x + LxJ + |_£E+ LxJJv
=223 +24 ) V(5+22)/(2+ ), 1/2+Vr +2), V2+ 2+, (2+2)/(5+21). 83.1.25. a)|g| =g, f+g:y =x+1,xE(—00; 0), y = 222 +1, 2€(0; 00), g*:
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VYSLEDKY CVICENI MATI—S

y=12€(-00;0),y = (2" +1)% 2€(0; 00), fg: y =, zE€(—00; 0), y = z* + 2%, 2€(0; 00), f/g: y = &, x€(—00; 0), y = 2 /(¢* +1), z€(0; 00), f(g): y =1,
ze(—00;0), y = (2° +1)%, 2€(0; 0), g(f): y =1, z€(=00; 0), y = 2* + 1, 2€(0; 00), f(f): y =1, z€(~00; 0), y = 2*, 2€(0; 0), g(9): y = 1, x€(—o00; 0),
y=(2+1)2+1,2€(0; ), b) lgl =g, f+g:y=z+2% xe(—00; 0),y = 2> +x+1, 2€(0; 0), g*: y = 2%, x€(—00; 0), y = (x+1)?, € (0; 00), fg: y = x?,
x€(=00;0), y =2 +x, 2€(0; ), f/g:y = 1/x, € (-00;0), y = 2*/(x + 1), 2€(0; 00), f(9): y = 1, z€(=00; 0), y = (x + 1)%, € (0; 00), g(f): y = 1,
r€(—00; 0),y =22 +1,2€(0; ), f(f):y=1,2€(~00; 0), y = 2, 1€(0; ), g(g): y = 2*, € (—00; 0), y = v + 2, 2€(0; 00). 3.1.26. Pre ne N U{0}: a)
fu(z) =2 +n,b) fon(z) =z, font1(x) = f(2), ¢) fu(z) = (an —|—a:an+1)/(an 1+ zay,), kde a,, je n-ty ¢len Fibonacciho postupnosti, d) f,(z) = z/(1 + nx), e)
Jan(2) = 2, fani1(x) = f(2), fany2(2) = =1/2, fanis(z) = =1/f(2), 1) fon(2) = 2, fons1(2) = f(2), 8) fu(z) = 2/(1 —nx), h) fon(2) = 2, fonsi(2) = f(2),
1) fan(2) = @, fan1(®) = f(2), fans2(2) = =1/, fanys(@) = =1/f(2),]) fon(@) = @, fonsa(2) = f(2), k) fu(@) = (an — 2an41)/(—an-1 + 2an), kde an je
n-ty élen Fibonacciho postupnosti, 1) fon () = @, fons1(z) = f(z). 3.1.27. a) R—(0;1),b) R— (2—v3;2+V3), ¢) (—o0; 2/3). 3.1.30. a)y =z + 1,

€(3;24),b)y=3x/(1—z),zeR—{1},c)y=4+z,z€(0;1),d) y = (arcs1nx—|—1)/3 re(=1;1),e)y = eQ’"—|—1 a:ER f) y =1+ 2e® +e22,
r€R. 3.1.31. a) D(f):(—w/2; 7/2), f~1: y = arctg (x /2—1/2) b) (f) (—=7/2; w/2), f~hry=u,¢) D( )= (—7/2;7/2), f y:arcsm(l—xQ) d)
D(f) = (o0: 0), f: y = Incosa, o) D) = (0;1/2), [~ y = anceose”, §) D) = (0; %), '+ y = W01 F), ) D() = A, ' y = (e 1),
h) D(f) = R, Yy =1l4n@+1), 1) D(f) = (= 15 1), f y—xJ)D(f)=<1;O<>),f’1:y= D(f) = (05 00), [l y = V& TT, )
D(f) = (~1; 00), f~1: y = 1+, m) D(f) = (2/3; o0}, f- y = (1+20)/(1+ 32), n) D(F) = (0; = —2)/(1+2)), 0) D(f) = (0; 3),
f~liy=3sin2?, p) D(f) = R, f~L:y =In(1/2)In((1 a:)/(1+a:)) 3.1.32. a) D(f) = (3; ), H cy=(5++v1+4e¥)/2,b) D(f) = R,
H() = (0:00), J% y = IV = 20, 0) D)= (0 1), H() = {0+ 1), 1% y = cos (1 2)/2), B<3,Hf) R [y o, we(—0o 0),

f
y= /2, we(0;50), &) D(f) = R, H(f) = R, f s y = 2, w€ (=00: 0), y = a2, € {05 00), ) D(f) = (0; o0), H(f) ) £y = Vi, vesp. Sy = .
)3

,h) 1/2,1) 4, 10/9, k) 1,1) =1, m) #, n) —v/2/2, 0) \f/

3.2.1. a)0,b) 1,¢c) 1,d) et e) 9, f) -1, g) ) p) v2/2,q) Ina/Inb, 1) 0,s) 0, t) 2, u) —In3/3,

v) B, w) B, x) —2/sin3. 3.2.2. a) n/m, b) m/n, c) a,d) a—b,e) 1/2 f) 1/2 g) 1/3,h) In3/1n6, i) e )0 k) 1,1) 3, m) m, n) 7, 0) 1,p) 1/4,q) 3, 1) B, s)

—o00, t) 0. 3.2.3. a) 1,b) 1/ /e,¢c) 1,d) 1/¢, e) f)O g)1,h) 1,i) 3,j) 1,k) —1,1) —12, m) es,n)e o) —1,p) 1, q) 1/12 r) 1/3 s)7r t) 3/5,u) 1/3, v)

5/6, w) 3/5, x) 4/3. 3.2.4. a) 1, b) 0, c) (2a)7 1, )\f/4 e) \f/4 f) ,g) 2/5 h) 1) 1/8,3) B, k) 4,1) 5/2, m) 0, n) 1/2, 0) —oc, p) 00, q) 0, 1) F, 5)

0,t) 0, u) #. 3.2.5. a) 1/8,b) 4, c) —1,d) 15/2, e) 1/4, f) —2/3, g) 1/n, h) 11/3, i) \f/s, i) 1, k) —v2/2,1) 2, m) —1,n) 2, 0) 1/2, p) 1, q) \/T r) 1, s)

1/Ve2, t) V2, u) 1,v) 2/m, w) 1, x) 2/V/3. 3.2.6. a) 3/2,b) 3/2,¢) 0,d) 6, €) 1, f) 1/2, g) 6v/2, h) o0, i) —=1/2,j) 3/2, k) (a —1)/(3a?),1) 1, m) —1/4, n)
1

(n? —m?)/2, o) cosz, p) Ve3, q) —1,1)1/2,5) B, t) —7/2, u) /2. 3.2. 7. a) 0, b) 1/61%0 ¢) 1/4,d) —1/2,e) -2, f) 3, g) 2a, h) a, i) 6, j) 0, k) 0,1) 0, m) 2,
n) 1, o) 2cosa, p) 2cosx.

3.3.1. Body nespojitosti: a) 0 odstranitelny, b) km, k € Z neodstranitelny 2. druhu, ¢) 1 neodstranitelny 2. druhu, d) 0 neodstrénitelny 1. druhu, e) km,
w/2 4 2kn, k € Z neodstranitelny 1. druhu, f) 2kw, 7/2 + k7, k € Z neodstranitelny 1. druhu, g) km, k € Z neodstranitelny 2. druhu, h) 7/2 + kn, k€ Z
neodstrénitelny 2. druhu, i) 0 neodstranitelny 2. druhu, j) 0 neodstranitelny 2. druhu, k) nie st, 1) 0 odstranitelny, m) kmw, k € Z neodstranitelny 1. druhu,
n) /2 + km, k € Z neodstranitelny 1. druhu, o) nie si1, p) nie sd, q) 0 odstranitelny, r) 0 neodstranitelny 1. druhu, s) 0 odstranitelny, resp. kw, k€ Z — {0}
neodstranitelny 2. druhu, t) 0 neodstranitelny 2. druhu. 3.3.2. a) 2,b) a€R,¢) 1,d) 1. 3.3.3. a)a=2,b=-2,b) a=7/4,b=-3/2.3.3.4. a) 1/2, b)
1/4,¢c) 4,d) €2, e) —1, f) 3/2. 3.3.5. Spojita (napr. f(z) = 1 pre x > a, f(z) = —1 pre x < a), resp. nespojita (napr. f(xr) = 2 pre z > a, f(x) = —1 pre
x < a). 3.3.6. Napr. 1/[z(z —1)---(x — n)], resp. |z]. 3.3.7. Napr. f(z) =0 pre €@, f(z) =xz(x —1)---(x — n) pre x ¢ Q, resp. f(z) = 0 pre z € Q,
f(x) =sinz pre ¢ Q. 3.3.8. a) spojitd (napr. f = —g), resp. nespojita (napr. g = f), b) spojita (napr. f = g), resp. nespojita (napr. f(z) = 1 pre z > a,
f(z) = —1pre z < a, g(x) =2 pre x > a, f(x) = —1 pre x < a), ¢) spojitd (napr. f(z) =1 pre x > a, f(x) = 0 pre z < a, g(x) =0 pre x > a, f(z) =1
pre x < a), resp. nespojitd (napr. f = g, f(z) =1 pre x > a, f(z) = 0 pre x < a), d) spojitd (napr. pre a = 0, f(z) =1 pre x > 0, f(x) = 0 pre z < 0),
resp. nespojitd (napr. pre a = 0, f(x) =1 pre > 0, f(z) = 2 pre x < 0), e) spojitd (napr. prea =0, f =g, f(x) =1 pre x >0, f(z ) = 0 pre z < 0), resp.
nespojita (napr. pre a =0, f =g, f(x) =1 pre z > 0, f(z) = 2 pre < 0), f) spojitd (napr. pre a =0, f =g, f(z) =1prex >0, f(z) =0 pre z < 0), resp.
nespojita (napr. prea =0, f =g, f(z) =1 prexz > 0, f(z) =2 pre x < 0). 3.3.9. a) nespojita, b) nespojitd, c) spojita (napr. f(z) = 0), resp. nespojitd (napr.
f(x) =1), d) spojitd (napr. f(x) =konst.), resp. nespojité (napr. f(z) = x), e) spojita (napr. f(x) =konst.), resp. nespojita (napr. f(x ) x), f) spojitd (napr.
f(z) =konst.), resp. nespojitd (napr. f(z) = =, g(z) = 0 pre z > 0, g(z) = 1 pre z < 0). 3.3.10. Funkcia f(g): a) (—oo0; —=1), (=1;0), (0; 1), (1; o0), b)
(k; k+1),k€eZc) (—o0; 1), (1; 00),d) R, e) R, f) vSade nespojitd. Funkcia g(f): a) R, b) R, ¢) (—o0; 0), (0; c0), d) R, €) (—0o0; 0), (0; c0), f) R. 3.3.12.
a) 1,92627032, ¢) —0,56714329, b) —0,73512111, resp. —0, 21180469, resp. 1,09808432, resp. 5, 84884147, d) 2,20794003, e) —0,51859913, resp. 1, 36393887,
£) 1,41298437, resp. 1,80713947. 3.3.13. a) 0, 20669990, resp. —1,08004724, resp. 1,22919369, resp. 3, 64415368, b) 1,22919369, resp. —1, 08004724, resp.
0, 20669990, resp. 3, 64415368, c) 1,32471796, d) 0, 73908513, e) —0, 87672622, resp. 0, f) 0, 48902657. 3.8.14. a) (0; 1), b) (0; 18), ¢) U, (n?; n? + n) U{0},
d) (—m; =2m) U (=37m; —4m) U{0; 7/2; 37/2}, e) {0,1}, f) (—o0; —4).

4 Diferencialny pocet realnej funkcie

4.1.1. a) 0,b) —2,¢) —1,d) 15,¢) 0, f) 7>. 4.1.2. a) 4z, b) z/v/22 + 1,¢) 1/(2y/x — 1),d) 12z, e) —1/sin’z, f) =3,g) —1/(z—1)%,h) —e~*. 4.1.3. 1+1/V/2.
4.1.4. a) —221n227"" b) sinze™ 57 ¢) ¢/z(1—Inz)/2%, d) 272/3/3, ¢) th’"ln2/ cos?z, f) e* 2¢" "1 (1+zxlnx), g) 25" * Yz coszInz+sinx), h) 22 * n g,
i) et&h /cosh® z, j) [Inz]*~* + lnz]*Inlnz, k) —el/T /22 1) e"1/7 /22 m) 2e* "1z, n) 3y/Z/2, 0) —sinz/(3V/cos? ) p) V¥ /(24/x), q) e¥t8T /(1 4 2?), 1)
*(14+z+axnz),s) 2=+t (14 zlnz +21n’z), t) (2%)° (x—i—xlnx—i—lnx ), )2(2/5)/(25x(4/5)), v) —2cotgx/sin®z, w) —2¢/4/(3x7/3), )tgw/cosx, y)
—sm2x/cosa:—|—2xcos rtgx?/cosx?. 4.1.5. a) cotgz—x/sin® z, b) cotge® —ze” /sin?e?, ¢) 3% (Inz—1In2)/2%, d) (e (— 3—|—x))/a: e) —1/(1+2?),f) e® 2% e*(5+
r), g) 5tg 2/ cos? x, h) 2z cos 22, i) 5e5® /(2\/eﬁ) j) esin? cosz, k) 3x%sgnx, 1) 2 |z|, m) 0, n) 23?213, o) —sinz pre z € (—7n/2 + 2km; /2 + 2kn), sinz pre
x€(m/24 2kn; 31/2 + 2kn), p) —3%°%8 7 In3/sin’ z, q) V¥ /2(24+1Inx)/2, 1) cos /2?50’ (#/2) _geose |y psin g, 8) 2@ (1422 + 222 Inz), t) 3/x,u) —1/sin’z,
v) z(2lnz—1)/In’ 2, w) —2/e**, x) —2/(xIn® z), y) —1/((1+2?) arctg® ). 4.1.6. a) 2/(x—1)2, b) tg (2/2)/ cos? (x/2), ¢) 2z2[(1—2)/(1+23)]?/3 /(2® —1)2, d)
2[(1—x)/(142))22/ A=) /(22 —1)+ 2[(1—z)/(1+2)] T+2)/ A=) In [(1 — 2) /(1 + 2)] /(z—1)%, €) sin 22/ e=°5" = £) —tga, g) —7/a8—5 /a5, h) —dxl/3/3+524/(2V/25),
i) 4/(x2—4),j) (1+nz+In*z)/(14+1Inz)? k) 1/sinz, 1) —2/(1—sin2z), m) 2z/(1+22), n) 6x(22 —1)%,0) —e~* —2ze=’ p) 2*(—4+51nz), q) —(142x)73/2
r) -1/(1+= ) s) —2e% /(e* —1)2,t) 1/(1 + 2?), u) —8(1 — 22)3, v) 2In(1 + z)/(1 + =), W) 2z/(1 +2?), x) 1/[2(yz — 1)y/z]. 4.1.7. a) —2cosz~2/z3, b)
(-2 -2z +x )/( 1+2)% c) 4e* /(1 +e>*)2, d) (=1 — cosx + sinz)/(1 + sin 2z), e) e+ (cosz — sinx), f) —223/v/1 — 24, g) —1/(2y/xsin® \/z), h)
40z(—1+2%)19, )2433/(14—3:2)2 i) 1/(2vz(1+2y/7)?), k) —(14+322)/(22%/2),1) (22(3+2z+22))/(1+2+22)%, m) (1+22)/e'/* n) xe”(xcosz+2sinz+zsinz),
o) (1 —2z%)e ", p) —1/(2y/z(1 + )) ) (3 —2)/(2/(1 —2)3), 1) 2(~zcosx + 23 cosx — sinx — x?sinx)/(—1 + 22)2, s) (1 — V2)/[2/x(1 + v2z)?],
t) 1/[\/(=1+2)/(1 +2)(1 + x)%, ) 2*(1 - 222), v) 7;5*1/8/8 w) 1+ Inz, x) eV* (=1 + x + 2)/(2y/x(x —1)). 4.1.8. a) —1/(z2cos® (1 +1/x)), b)
—1/(2sin” (z/2)), ¢) — tg (a:/2)/(2 cos? (2/2)),d) —1/[2y/z(1 — x)/(1 + x)(1+/7)?], e) 8z In® (1 4 22) /(1+22), f) 2 cotg 22, g) x cosh z+sinh z, h) —2z/[(1+
x*) arccotg 2?], i) —2cotgx/sin®z, j) 16x7/( 1+ 2'6), k) 1/(x\/ 1—In?2),1) —v3/V5 + 2z — 322, m) —lnsinx[sina:]gcoS2 (#/2) 4 cos? a:/[sina:]QSin2 (/2) 1)
[cos ]} 51 % In cos - — [cos 2]~ L+sina g z, 0) [cosha:] Hinz(coshzlncoshz + xlnxsinhx)/z, p) (14 22)~1Harctes( 2z arctg x + In (1 + 22), q) 22/v16 + 24, 1)
e®(1+e%+z)/(1+e%)% s) -3 cotghx/[(1+az) In® (1 + )] —3/(n (1 + z)sinh® z), t) 2/(z®V—2=% + 22=2), u) 2[tgx] "1+ * /sin 22 — In tg  sin” = [tg 2],
v) smlteta®l(] 4 22y In[3]) /(1 4+ 2 + 22), w) 2(1 — 3z 4 2Inz), x) 1 — Hsin2z. 4.1.9. a) —1/(zv/1—1In?z), b) 2e2* cotge?”, ¢) —2x pre z € (—1; 1),
2z pre z € R — (—1;1), d) 1/[zV/1—1In?z], e) 2/v/1 — 22 + arcsinz, f) e®(cosx — sinz), g) ze*, h) e* /v/1 — 22 + e®arcsinz, i) 1/(2vz — 1) pre z > 1,
~1/(2y/T—x) pre x < 1,j) 1 pre x > 2, —1 pre x < 2, k) cotgx — /sin’z, 1) 1/[zInzInlnzInlnlnz], m) 2z/(—1 + 2?), n) 22/(—1 + 22), o) —tgh®z, p)
5/[v/1 — 2522 arcsin 5z], q) cotgz, r) 1/[v/1 — z2arcsinz], s) 1/ cos2z, t) —1/(z 4+ zIn®z), u) 1/(zv/1 + x2) — argsinhz /22, v) 22/ coshz — 2% tgh x/ cosh
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w) 1/(=1 + 22) + zarccosz//(1 — 22)3, x) 1/x—xln2x). 4.1.10. a) 3/(42®/*) 4+ 2/(3%3) + 1/(22/?), b) z//22(1 — 22), ¢) 1 + 6z 4 1522 + 282>, d)
2(304+8z+1522+1023) /(5 —dz—z3)3, )2sgnx/(1 2?),f) 2/V1+ 22, g) 5sin 20+62% sin 23, h) (3+2z)/(3(2+3z+2> )2/3), i) 4(— 1+14x+3x2)(1—x+7x2+x3)3,
j) 1+4/2%+622% k) —1/(224 )+20xcos4x+3lnx/(2x )—|—5sin4x, ) 1/[(—2+ 2)2(5 — 4z + 2?)], m) — cosz +62°In2, n) 62°In2, 0) 1 —1/(2y/z) — 3/x/2, p)
—(3 cosz+cos3x— 3sinx+sin3x)/(4sin 27), q) 2x/(—4—1522+42*) 222 arctg 22/ (—4+2%)? +arctg 22/ (—4+22), r) (—14+22) /[(1+2%)2 /(1 + 24) /(1 + 22)?],
s) zcosx, t) —3cos? sinx 4 3 coszsin® z, u) T(—5+ 4x? —|—x 3, v) —62%/(142%)2, w) —2/(1 —sin2z), x) —1/[2y/1 + (2 + x) arctg (1 + z)~*/?]. 4.1.11. a)
2sin® z, b) (=52(2/3))/3 + (52(3/2))/2, ¢) e *[~1 + 2z — 2 + 42® — 2%, d) —2arcsin[1/(—1 + x)]/(y/1 — (=1 + )~ 2(=1+z)?), e) 2(1 — cosx cosh z) /(cos = —
coshz)?, f) —1/2, g) 1/v/1+ 22, h) cosx cossin z cossinsin z cossinsinsinz, i) 1 + 1/(62%/6) + 1/(4x3/4) +1/(22%/?), j) 2/(1 — 22), k) 22/(2 + 222 + 2%), 1)
3/[x(1+ 2%)?], m) (=1 + 2In*z)/(xInx), n) coscos z cos cos sin cos  sin x sinsin cos x, 0) 2v/1 — 22, p) (1 + 2z argcotghz)/(—1 + 22)?, q) —tg [l — 1/z]/2>, 1)
2cosx/(3[sinx]'/3) + 2tga/cos®x,s) —2 pre x < 1, 0 pre € (15 2), 2 pre x > 2, t) (2+22)/(3 + 22 +22),u) 0, v) —[~2/2 + 3/(xcos® ) — 3tgx)/2?]/[1 +
(2 + 3tgx)?/2?], w) — cotg?x/sinz — 1/sin? x — 1/sin® z, x) (arcsinz — arccos z)(arcsin z 4 arccosz)?/ (V1 — 22 arccos® z arcsin® ). 4.1.12. a) —1,b) —1,
¢) |cosz| /cosx, d) (13— 11z +222)/(—6+ 11z — 622 + 23), ) 3(—1+2?)/(1 —x — 23 + %), f) (3cosz +2sinz)/(24/5(—2cosz + 3sinz)), g) —z~2, h) —a~2,
i) —wtgV1+22/V1+ 22, j) (4sinz — 3sin2z)/(6cos® ), k) 1/(1 + 22), 1) 3va3Inz/x, m) — |sinz| /sinz, n) —1/(2\/cotgzsin®z) — 1/(2y/fg = cos? z), o)
—coslnz —sinlnz, p) [L+ (1 +1/(2v/2))/(2y/ V7 + 2)]/[2(z + /Vz + 2)'/?], q) (sin (/2) — cos (z/2))/ [(cos (#/2) + sin (z/2))3/(1 — sinz)/(1 + sinz)], 1)
1/[24/z (14 (14 /x)V/3)3/ 41+ /2)¥3], 5) —=1/(2v/=2V1 + 2), t) eVTH (cos 2 — /T + wsin ) /[2v/1 + zv/cos z], u) 1/(2v/1 — 22/1 + arcsinz), v) 4sin 2z/(3+
cos4x), w) —4sin2x/(3+cosdx), x) (1+x/v1+22)/(1+x+v1 + 22). 4.1.13. a) V2 + 22, b) 2(1+2) /(1 +z+2?), ¢) —x/V1 + 2z — 22, d) V2(3—22)/(1+2%),
e) 22(1+2)v2 4+ 22/(3(3+22)?/3) + x(1+2)(34+ 23 /2 + 224+ V2 + 22(3+22)V/3, f) 4tg° x, g) xsin® z, h) arcsinz /(1 —22)%/2)1) 2zIn[(1 4+ 2)/(1 — x)], J)
rarctgz, k) 0,1) 2(1—22+2v/—1+ 22)/v/—1 + 22, m) —sinz/12—4sin 2x/3+sin 3x/4, n) 1—cos4a —cos zsin* £+2 cos 2z sin® 2, 0) —1/(1+x)%+x/(—1+22),
p) (=1/2+2)/(2V1 — /) +(1—22) /(42 — 22)+arcsin /7, q) 2+4z+62% +42° +52%, 1) 2+ 62+ 922+ 8234524, s) 422 /(—16+2%), t) (5—322)/[2(1+22 +2%)],
u) arcsinz/(1 — )%/, v) —2v/sinz/ cosz, w) 1/[v/1 — 22 arcsinz] + 1/[zV/1 — In® z],In [z — V=1 + 22|, x) —2(1 + 9z + 62 + 2°)/[(2 + 2)2(3 + x)2(4 + x)?],
y) —V1+z[l/2V1+z)+1/2V2+2)+1/(2V3+2)]/ W1I+z+V2+z+V3+z)*+ 1/2V1+2(vVI+z+vV2+x+V3+2)]. 4.1.14. Porade f’(0)
fi(0):a) —=1,1,b) 0,0, ¢) —1,1,d) =1, 0, e) 0, 0 ) neexistujt, g) 1, 1, h) —1, —1. 4.1.15. a) 273/%/4, b) 1/(zIn10), ¢) 2=%/5/5,d) 1/(zIn2). 4.1.17.
a)y =4x —4, b))y = —4x/3,c)y =2/4+1,d)y =3z, e) y =, f) y =1,g) y = 2z, h) y = ex — 1, i) 50y = 14 — 3z. 4.1.18. a = e'/¢,
[e;e]. 4.1.19. a < 0. 4.1.20. y = 32, resp. y = —2. 4.1.21. a)y = (32 — 13)/4,b) y = x +3/4, ¢) y = 22(v/3 — 1), resp. y = —22(/3 + 1), d)
y=2a—2a>—2ava®—2a—b+3+b+2zx(—1+a+ Va%—2a—b+3), resp. y = 2a — 2a®> + 2av/a? —2a—b+3 + b+ 22(—1+a— vVa% —2a— b+ 3) kde
b<a?—-2a+3,e)y=x+3/4,resp. y=—x+11/4, f) y =2 +tgp —tg2p/d —xtgp, resp. y = 2 —tgp —tg2 /4 + xtgp. 4.1.22. a)y = 3z — 77/36,
b)y=a+7/4,¢c)y=3+(1—z)/V2,resp.y =3 — (1 —2)/v2,d) y =z +7/4. 4.1.23. a) y = 1 v bodoch [r/2 + 2kn;1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch
[—7/2 4 2km; 1], k€ Z, b) y = 1 v bodoch [km; 1], k€ Z, resp. y = —1 v bodoch [r/2 + km; 1], k€ Z, c) neexistuje, d) y = 2v/3/9 v bode [—1/v/3;2v/3/9], resp.
y =—2V3/9 v bode [1/v3;-2v3/9],e) y=1/ev bode [e;1/¢€], f) y =1 v bode [0;1], g) y = —1/e v bode [1/e;—1/ €] h) y = e v bode [1;e].

4.2.1. a) e*(1+x)h, b) 222%(3+xIn2)h, ¢) —h/z%, d) h/v/1 — 22, e) 27 2%/* In2(Inz—1)h—22, = > 0, f) (2—Inz)h/(2V23), z > 0,g) h/(x—1)%, h) 2h/ (22 —1),
i) —2zh e=v” j) h(1+1Inz). k) h/ cos? z,1) h/(1+2?). 4.2.2. a) AS ~ radr = 10m cm?, b) AS ~ radr = 10w cm?, ¢) AS ~ r?Aa/2 = 2,57 cm?. 4.2.3. AS =
2rrAr, 6S = 26r. 4.2.4. Presné hodnoty: a) 0,4848096, b) 0,9656887, ¢) —0, 1053605, d) 1,9956925, e) 0,5704371, f) 2,0305432, g) 4,0422932, h) 9,0553851,
i) 5,981424, j) 0,7701709, k) 1,2166529, 1) 2,0027745, m) 2,9957323, n) 3,0004341, o) 0,8097835. 4.2.6. a) y(® = 18z cosz — 2° cosz + 6sinz — 9z sin
y® = —60z cosz + z° cosx — 60sinz 4+ 15z sin z, b) y®) = 6cosz — 92 cosz — 18z sinz + 23 sinz, y® = —60cosz + 1522 cos & + 60z sinx — x° sin c)
y®) = 362 cos 2z — 82° cos 2z + 6 sin 2z — 3622 sin 2z, y®) = —480x cos 2z + 3223 cos 2z — 240 sin 2z 4 24022 sin 2z, d) y®) = 6 cos 2z — 3622 cos 22 — 36 sin 2z +
827 sin 2z, y(®) = —240 cos 2z + 2402 cos 2 + 480z sin 2z — 3223 sin 2z, e) y) = 2e%(cosx — sinz), y® = —4e®(cosz + sinz), f) y©) = —2e*(cosz + sinz),
y®) = —4e®(cosx —sinz), g) y® = 22(47 4+ 601Inx), y® = 274+ 120Inz, h) y©®) = 2e*(3cosx + xcosx — xsinz), y®) = —4e®(zcosz + Hsinx + xsinz).
4.2.7. a) —2""1cos (2x + n7/2), b) [3cos (x + nw/2) + 3" cos (3x + nw/2)]/4, ¢) zsin (v + nw/2) —ncos(x + nw/2), d) (n—1)!/x, e) 2(=1)"n!/(z — 1)1 f)
2(=1)" nl/(x + 1) g) (=1)"n![lnz — (1 +1/2+1/3+ -+ 1/n)]/z" L, h) (=1)"n![(x +1)"" "L+ (z — 1)7"71)/2, i) e®(x +n), j) (—=1)""(n — 2)!/a""1
pre n > 2, k) (—=1)"*(n —1)!/a" pre n > 2,1) (=1)""Y(n —2)!/2"" pre n > 2.

)

4.3.3. Koeficienty pre 1,-1,2-2: a) [1,5,10,10,5], [1,—3,4,-2,1], [1,9,31,49,31], [1,—7,19,—-23,11], b) [ ,5,8,6,1], [1,-3,2,2,-3], [1,9,29,41,21],
[1,-7,17,—15,1], ¢) [1,3,4,2,1], [1,—5,10,—10,5], [1,7,19,23,11], [1,—9,31,-49,31], d) [1,2,0,0,2], [1,—6,12,—8,2], [1,6,12,10,5], [1,—10, 36, —54, 29],
e) [1,4,8,10,4], [1,—4,8,—6,0], [1,8,26,42,27], [1,—8,26,—38,19], f) [1,2,2,2,0], [L,—6,14, —14, 4] [1,6,1 16 7], [1,—10,38,—64,39], g) [1,3,2,0,1,2],

,—7,18,-20,9,0], [1,8,24,34,24,9], [1, —12,56, —126, 136, —55], h) [1,5, 12, 18, 15, 4], [1,—5,12 —14,7,-2], [1,10,42,94,112,55], [1, —10, 42, —90, 96, —41], 1)

1 [

[1,3,4,4,2,0],[1,-7,20, —28,18, —4], [1, 8, 26,44, 39, 14], [1, — 12, 58, —140, 167, —78],j) [1,7, 21, 35,35, 21, 7], [1, -5, 22, —23,9, -3, 1], [1, 13, 71, 209, 351, 321, 127],
[1.—11,51, —127,179, —135,43], k) [1,5, 11, 15, 13,7, 1], [1, 7,21, 33, 27, —9, —1], [1. 11,51, 129, 189, 153,53] , [1, —13, 71, 207, 337, —287, 97 , 1) [1, 8, 28, 56, 70, 56, 28, 8],
[1,-6,16, 24,22, ~12,4,0], [1,15,97, 351, 769, 1023, 769, 255], [1, —13, 73, —229, 433, —493, 313, —85], m) [1, 6, 14, 16, 10,4, 2, 0], [L, —8, 26, —44, 42, —24, 10, —4],
[1,13,71,211, 369, 381, 217, 53], [1, — 15, 95, —329, 673, —815, 545, —159]. 4.3.4. a) 1+2(x—1)/3— (z—1)2/9+4(x—1)3/81,b) 1+ (z— 1)+ (z— 1)+ (x—1)3/2, ¢)
1/2—(2—2)/4+(x—2)%/8— (2—2)3/16+ (2—2)*/32,d) In2+ (2 —2) /2 — (x—2)?/8+ (2 —2)3 /24— (£ —2)* /64, e) In 3+ (2 —3) /3 — (v —3)%/18+ (x—3)3 /81 — (x —

)4/324,f) 1-3(z—1)+6(z—1)>—~10(z—1)3. 4.3.5. a) 1+22+22% b) 1-22+222 ¢) 1 —z—2?+22%,d) 1/2+2/4—23/48, e) —2%/2—2%/12—26/45, ) —2? /4,
g) o+ x3/3+22%/15, h) 22 +22%/3,1) 2* —2*/3,j) 23 —25/2, k) 1 — 22+ 2%/3,1) 1 — 322 /2 + 72*/8. 4.8.6. a) as, =1-3-5---(2n—1)z*"/2"/nl, ne N U{0},
b) as, = 2%"/(2n)!, n€ NU{0}, ¢) azni1 = 22" T1/(2n+ 1), ne NU{0}, d) agni1 = 222" T1/(2n+1), ne NU{0}. 4.3.8. a) (n—1)/n,b) (m—1)/(n—1), c)
1/6 d)1,e)Ina—1Inb, f) 0, g) 0o, h) Oprea > 1,00 prea < 1,i) 1/e,j) 1, k) a?/b% 1) 1, m) 1/3,n) —o0, 0) 3/10, p) 0, q) 2/9, 1) 0o, s) —o0, t) 0, u) 1/2, v) 1,

w) 1/12, x) 1/3/8, y) /2 z) 2. 4.3.9. a) nie, 1, b) nie, 7, ¢) 4no, —1/2, d) 4no, 1, e) 4no, 1. 4.3.10. a) rastiica na (—1; 1), klesajiica na (—oo; —1),

<1 o0), b) rastiica na < 1/3 00), klesajuca na (—oo —1/3) ) rastiica na (—oo; —5), (—1; 00), klesajica na (—5; —1), d) rastica na (—oco; —1), (0; c0), €)
rastiica na R, f) rastica na (0; 0o), klesajiica na (—oo; 0), g) rastiica na (0; 2), klesajica na (—oo; 0), (2; 00), h) rasttica na (1; co0), klesajica na (—oo; 0),
(0; 1), 1) rastiica na (1/2; 00), klesajica na (—oo; 1/2) j) rastica na (—oo; —3), (3; 00), klesajica na (—3; 3), k) rastiica na (1; co), klesajica na (—oo; —1)
konstantnd na (—1; 1), 1) rastica na (—oo; —\/§>, <\/§, 00), klesajuca na <—\/§; -1), (=15 1), (1; \/ﬁ), m) rasticana (2/3; 1), (1; 2), klesajaca na (—oo; 0)
(0;2/3), (2; 00), n) rastiica na (1; 00), klesajlca na (—oo; —1), konstantna na (—1; 1), o) rasttica na (0; o), klesajica na (—oo; 0), p) rasttica na (1/2 o),
klesajuca na (0; 1/2), q) rastica na (7/2 + km; 3w/2+ kn), k€ Z, r) rastica na (—3w/4 + 2km; w/4 + 2kn), klesajica na (w/4 + 2k ; bn/4 + 2kw), k€ Z, s)
rastica na (2w/3 + 2km; m + 2km), (4w/3 + 2k7; 27r —|— 2km), klesaJuca na <0 + 2km; 2w /3 4 2kn), (w+ 2km; 4w /3 + 2km), k€ Z, t) rastica na R. 4.3.11. a)l
min f(4) = —32, l max f(0) =0, b) #, )lmlnf 4) =53/2/27,d) lgmlnf( )=0,k€Z, f) 1 min f(0) =0, 1 max f(2) =4/€% g) lmin f(1) = 1+e,
h) lg min f(0) =1, i) g min f(0) = f(6) = 0, lg max f(3) = 3, j) g min f( 1) = f(1) =0, k) g max f(0) =3, 1) l min f(—7/3 4+ kr) = /3 — 471/3 + 4k,
1 max f(n/3 + kn) = 47/3 — /3 + dkm, k € Z, m) lg min f(1) = —2, n) lg mm f(0) = =1, 0) 3, p) 1 min f(1/2) = 4/5, 1 max f(1) = 1, q) lg min

?

)

f(0) =0, 1)l min f(e) = 2+e, s) l min f(1/2 —+/32/27, 1 max =0, t) lg min f(1) = 0, u) 1 min f(57/4 + kn) = —e 5™/ 4e k7 /\/2,
1 max f(n/4 + 2kw) = e /e " /\/2 k€ Z, v) 1 min f(3w/4 + kn) = —e_3”/4e_k”/\/§, 1 max f(—n/4 + 2k7w) = e/*e * /\/2, k € Z, w) 1 min

f(5m/4 + kn) = — 5™/ ek /\/2 1 max f(n/4 + 2kn) = e™/4eF™ /\/2, k€ Z, x) | min f(3n/4+ kn) = —e3™/4eF™ /\/2 1 max f(—n/4 + 2kw) = e~ "/* ek /\/2,
k€ Z (I=lokélny, g=globélny). 4.3.12. a)lg min f(—37/4+2k7) = 1—+/2, lg max f(7/4+2k7n) = 1++/2,b) I min f(2) = —57, I max f(—3/2) = 115/4,c) #, d)
Imin f((5—v/13)/6) = —(587+143\/13) /1458, f((5++/13)/6) = (143\/13—587)/1458,1 max f(1) = 0, e) lg min f(0) = —1, f) lg min f(—4) = 1,1 min f(1) = 4
1 max f(0) =5, g) lg min f(1/8) =1n16 — In17, h) Ig min f(e%/?) = —1/4, i) lg max f(1) = 7/4 —In2/2, j) lg min f(1/e) = 1//e k) g min f(1) = 0, g max
f(e) =e% 1) lgmin f(2) =2—1In4, g max f(1) = 1, m) g max f(0) = —1, n) lg min f(/2++/3) = v3V2 + /3, g max f(3/2) = 39/10, 0) g min f(3) = 3/4,
g max f(11/10) = 220/21 (1=lokalny, g=globalny). 4.3.13. a) lg min f(0) = f(1) = 0, 1 max f(1/2) = 1/3/16, g max f(—3) = /144, b) g min f(7) = 12 — 27,
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g max f(—r) = 124 2, ) g min £(0) = f(x) = 0, Ig max f(/2) = 3, ) Ig min f(r/2) = 1, g min £(0) = f(r) = 1, Ig max f(x/4) = f(37/4) = (1 + V)2,
e)lgmin f(3) =1, g max f(—1) =17, f) l min f(1) =18, g min f(—3) =2, 1 max f(—1) =22, g max f(4) =72, g) lg min f(1) =0, g max f(—2) =21, h) Ig
min f(1) = f(5) =0, l max f(3) =4, g max f(—6) = 77,1i) g min f(—1) = —10, g max f(1) =2, j) l min f(3) = —26, 1 max f(1) = 2 (I=lokalny, g=globélny).
4.3.14. a) x1 =3 =a/2,b) x1 = 22 = a/2,¢) 1 = 22 = a/2,d) x1 = 22 = a/2. 4.83.15. x = 1. 4.3.16. Strany a/2, h/2. 4.3.17. Rovnoramenny s
ramenami (s — a)/2. 4.3.18. Stvorec so stranou s/4. 4.3.19. Stvorec so stranou v/ P. 4.3.20. Stvorec so stranou s/4. 4.3.21. Strany av/2, bv/2. 4.3.22.

a) polomer podstavy = = /2r/\/3, viska v = 2r/1/3, b) polomer podstavy = = /(5 +/5)/10 ~ 0,850651r, vyska v = r+/2(5 — Sqrt5)/5 ~ 1,051462, c)
polomer podstavy = = 2r/v/2, v§ika v = v/2r. 4.3.23. a) polomer podstavy = = 41/2r/3, viska v = 47/3, b) polomer podstavy z = 4v/2r/3, viska v = 47/3,
¢) polomer podstavy = = \/95 + 7v/17r/1/128 ~ 0,983702r, vyika v = (23 — /17)r/16 ~ 1,179806. 4.3.24. Polomer podstavy = = r/2, vyska v = h/2.
4.3.25. a) [1;2], b) [1/10;23/10], c) [2/5;11/5], d) [13/10;19/10]. 4.8.26. a) [(3 —+/3)/2;(6 — v/3)/2], b) [1;2], b) [1 — /30/4;7/4], d) [-1/2;5/4]. 4.3.27.
Dlzka 20¢/5 m, sirka 5¢/5 m, vygka 2¢/5 m. 4.3.28. Na kruh treba 107/(4 + 7) =~ 4,399010 m. 4.3.29. 6 cm. 4.3.30. Strany obdlznika 4s/(8 + 37),
(44 )s/(8+37), polomer kruhu 2s/(8 +37). 4.3.31. /52 + 3612 + 24¥/18 m. 4.3.32. a) nem4 inflexné body, konvexna na R, b) inflexny bod 1, konvexné
na (1; 00), konkavna na (—oc; 1), c¢) inflexné body ++/2, konvexné na <—\/§; \/§>, konkévna na (—oo; —\/§>, <\/§, oo), d) inflexny bod v/3/9, konvexna na
<\/§/9; oo), konkévna na <O; \/§/9>, e) inflexny bod 0, konvexna na (—oo; 0), konkdvna na (0; oo), f) nemé inflexné body, konvexna na (0; c0), g) nema
inflexné body, konkdvna na (—2; 0o0), h) inflexné body 7/2 + km, konvexna na (—7/2 + 2kw; 7/2 4 2kn), konkdvna na (7/2 + 2km; 3w/2+ 2km), k€ Z, i)
nemd inflexné body, konvexna na R, j) nemd inflexné body, konvexna na (0; co), konkdvna na (—oo; 0), k) nemd inflexné body, konvexna na (0; o), 1)
inflexné body km, konvexna na (2k7; m + 2km), konkdvna na (7 + 2kw; 27 + 2k7), k€ Z, m) nemd inflexné body, konvexna na (—oo; 0), (0; co), n) inflexny
bod 0, konvexnd na (—oco; —1), (0; 1), konkdvna na (—1; 0), (1; o0), o) inflexné body 0, ++/3, konvexna na (—oo; —\/§>, <0; \/§>, konkévna na <—\/§; O>,
<\/§; oo), p) inflexné body 0, +9, konvexna na (—oo; —9), (0; 9), konkdvna na (—9; 0), (9; c0), q) nem4 inflexné body, konkavna na (1; c0), r) inflexny bod
4, konvexnd na (4; co0), konkdvna na (—oo; 4), s) nema inflexné body, konvexna na (1; co), t) nema inflexné body, konvexna na (—oo; —1), (1; c0), u) nema
inflexné body, konvexna na (—oco; —9), (9; 00), v) inflexné body —2, 1, konvexnd na (—oo; —2), (1; o0), konkdvna na (—2; 1). 4.3.36. Pre vsetky okrem
be(—e/6;0).4.3.37. a)z =1, y=2b)r=xl,y=1Lc)a==22,y=2,d)y=1,e)y=3z, ) z =xl,y=2,g) 2 =0,y =2z, h) y = £1/2, 1)
y=x,j))y=*xmr/2 -1, k) =0,y=11)y=x+1/em)y=12,n) 2 =0,y =13,0) 2 =0, yz+ = 13, p) 2 = £1, y = 0. 4.3.42. a) y = 2 — 22,
x€(2;5),b) y=+/422/9—4, 2€(3; ), ¢c) y = /9 —922/16, x€(—4;4),d) y =9 —9z/4, 1 €(0; 4). 4.3.43. a)t€(0;00), y =22+ 1, z€(-1; 0),
b)teR, y=2x+1,2€R, c)t€(0;00),y=2+3Vx—1/2, 2€(0; 00), resp. t € (—00;0), y =2 —3yVx —1/2, 2€(0; 00), d) t €(—3/2+ 6k; 3/2+ 6k),
y=+/1—a2/4, x€(—2;2), resp. t € (3/2+6k; 9/2+6k), y = —/1 — a2/4, x€(—2;2), k€ Z, e) t € (0 + 2km; 7+ 2kn), y = (1 — Vx2)(3/2), ze (~1; 1)
resp. t € (w4 2km; 21 + 2kn), y = —(1 — Va2)(3/2), xe(~1;1), ke Z, f) te R, y = 4(x — 2)%/9+ 1, € R. 4.3.44. a) elipsa 2> +32/a® =1, z € (—1; 1),
t.j. y = fav1l — a2, x € (—1; 1), b) hviezdica Va? + Vy?la? =1, xe(-1;1), tj. y = +a(l — W)3/2, xe(=1;1), c) usecka y = a —ax, z€(0; 1), e)
hviezdica Va2 + ¢/y2/a? =1, x€(=1; 1), t.j. y = +a(l — Va2)3/? zc(~1;1). 4.83.45. a)x = at/(1+13), y = at?/(1 + 1), tER, b = (1 +12)/(1 + t3),
y=@t+t)/(1+t3), teR c)z=1+3)/1+tY), y=(t+t*)/(1+t*), teR. 4.3.46. a) x =4t3/3,y =1/(4t),te R— {0}, b) 2 = (1 —¢)/(1 +t), v/ = -1,
teR—{—1},c) x=2sint/(1+2cost), y = —2sint/(2+cost), te(—n/3; 7/3),d) x = arcsin (1 +t*)7', v/ = —1,tER, e) x =t —cost, y’ = cost/(1+sint),
te(0;2m) — {3n/2}, f) x = 4cos®t, y = —tgt, t€(0; 7) — {7/2}, g) * = e’ cos?t, y' = (1 — cos2t +sin2t)/(1 + cos2t —sin2t), t € (0; 7/2) — {w/4}, h)
x = 2cosht, y = 2cotght, t € (0; 00). 4.3.47. a) z =4t +t2, ¢y = (1 +3t2)/2/(2+ 1), ¥y’ = (=1 + 12t + 3t2)/4/(2 + t)?, y""" = 3(9 — 4t — t?)/8/(2 + 1),
te(0; 00), b) x =1Int, 3y = 2tcos2t, y” = t(2cos 2t — 4tsin 2t), 3" = 2t(cos 2t — 4t? cos 2t — 6tsin 2t), t€(0; 00), ¢) & = 4sint, y' = —tgt, y” = —1/(4cos®t),
y" = —3sint/(16cos’t), t € (—7/2;7/2), d) = 2cos®t, ¥ = —tgt, y” = 1/(6sintcost), y" = (5cos2t — 3)/(72sin*tcos™t), t € (0; 7) — {7/2}, )
x = e 'cost, y = (sint — cost)/(sint + cost), y’ = —2e /(sint + cost)?, y"" = —4e?'(cost — 2sint)/(sint + cost)®, t € R — {3n/4 + km,k € Z}, f) x = €',
Y =e V112 y = e 2 (=1 +t+12)/\ /(1 —2)3, ¢ = e73(3 — 3t — 2% + 3t3 + 2t1)/ /(1 —t2)5, t € (—1;1). 4.3.48. a) d:y = x/4, n: y = —4x
v bode [0;0], d: y = (20 —4)/3, n: y = (19 — 32)/2 v bode [5;2], d: y = (13z — 76)/8, n: y = (226 — 8z)/13 v bode [12;10], d: y = (14x — 144)/5,
n:y = (210 — 5x)/14 v bode [21;30], d: y = (49z — 752)/12, n: y = (3716 — 122)/49 v bode [32;68], b) d: y = (1 + 3x)/2, n: y = (8 — 2x)/3 v bode [1;2],
d:y= (bx +4)/4, n: y = (46 — 4z)/5 v bode [4;6], d: y = (Tx +9)/6, n: y = (138 — 62)/7 v bode [9;12], d: y = (9= + 16)/8, n: y = (308 — 8z)/9 v bode
[16;20], d: y = (11z + 25)/10, n: y = (580 — 102)/11 v bode [25;30], ¢) d: y =2, n: & = —7 v bode [—7;2],d: y = (4 — 7 — 22)/2, n: y = (7w + 22)/2 v bode
[(2—m)/2;1],d: 2 =0,n:y =0 v bode [0;0], d: y = (4— 7+ 2x)/2, n: y = (r —22)/2 v bode [(r —2)/2;1],d: y =2, n: x =7 v bode [m;2],d) d: . =1,
n:y =0 v bode [1;0], d: y =2 —x, n: y = x v bode [\/5/2;\/5/2}, d:y=1,n:2 =0vbode [0;1], d: y = V2 +x, n: y = —z v bode [—\/5/2;\/5/2],
d:x=—1,n:y =0 v bode [-1;0], ) d: y = 0, n: = 1 v bode [1;0], d: y = 1/v/2 —x, n: y = 2 v bode [\/5/4;\/5/4}, d: 2 =0, n:y=1v bode [0;1],
d:y=1/V2+z,n:y=—zvbode [-v2/4;v2/4],d: y=0,n: x = —1 v bode [-1;0]. 4.3.49. a)t=—1,2=-3,y=2,resp. t =1,z =5,y =2, b) &

?
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