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O JEDNE MAPE NA ZAKAZKU
CAST 1: TEOREM 4 BAREV PRAKTICKY

PAVEL STRIZ (CZ)

Abstrakt. Tento clanek je Gvodem do sazby map pomoci R a TgXu. Uzivame data
z OpenStreetMap. V této prvni ¢asti z nékolika ¢lanku se zaméfujeme na uziti teorému
étyf barev na obarveni regiond. Jddro ¢lanku bylo uziti jednoho z feSitelu (SAT, MIP,
CP, SMT) a jejich struéné srovndni. Pouzili jsme Python, ktery generuje .pi soubor pro
program Picat. Ten mé vyhodu v tom, Ze na jednom fadku se lze mezi fesiteli prepinat.

Klicova slova. Optimalizace, R, Python, Picat, OpenStreetMap.

ABOUT PREPARATION OF ONE MAP
PART 1: THE FOUR COLOUR THEOREM IN PRACTICE

Abstract. The article is an introduction to typesetting maps using R and TEX. We
are using data from OpenStreetMap. In this first part of several articles, we focused
on applying The Four Colour Theorem to fill the regions. The main approach was to
use optimization techniques (SAT, MIP, CP, SMT) and briefly compare them. We used
Python to generate .pi code for the Picat software. It has feature that we can switch
between mentioned solvers editing one line of code.

Keywords. Optimization, R, Python, Picat, OpenStreetMap.
1. Reserse: Four Colour

Béhem mych vyletti ve svété wordcloudl jsem oteviel starsi problém, a to
vysazet mapu CR a SR s erby mést. V pozadi jde o to, Ze misto bodtl na spirale
mohu vyuzit jediny bod (GPS soufadnici), tedy by to mélo byt vyrazné rychlé
i pti tisicovkach mést. Ales Kozubik mi poradil, at zkusim néco (kraje, okresy,
mésta) v pozadi vybarvit pres teorém 4 barev (zkracoviano na 4CT). Tento teorém
je mezi informatiky a matematiky slavny, protoze byl prvni, ktery byl dokdzan
za asistence pocitaci. V sedmdesatych letech 20. stoleti kontroverzni téma, nyni
jiz zalezitost bézné prijimana.

Ony vyznamné publikace jsou [3,4]. Ctenaitim bych doporuéil élanek Georgese
Gonthiera [2], ktery poutavé piSe o historii teorému, ale také o moderni asistenci,
specialné pres program Coq, nyni nazyvan Rocq, https://en.wikipedia.org
/wiki/Rocq. Z novéjsich knih zminim A Guide to Graph Colouring od R. M. R.
Lewise [1]. Pomérné podrobné se zabyva heuristickymi algoritmy.

Populérni formou o dikazu mluvi na kanalu Numberphile, https://www.yo
utube . com/watch?v=NgbK43jB4rQ.


https://en.wikipedia.org/wiki/Rocq
https://en.wikipedia.org/wiki/Rocq
https://www.youtube.com/watch?v=NgbK43jB4rQ
https://www.youtube.com/watch?v=NgbK43jB4rQ
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Jak v mé ptitomnosti vyslovite teorii grafti, ihned se mi vybavi nastroj Net-
workX. Pokud vsSak nahlédneme do https://networkx.org/documentation
/stable/reference/algorithms/coloring.html, zjistime, Ze se minimalniho
poctu barev nedockame. To jsem zbystril. Na YouTube chlapik, https://www.
youtube . com/watch?v=AyrrZ4PCywus, Sel také do rekurze.

Optimalni strategii nenalezneme ani v nastroji gcol v Pythonu. https://rh
ydlewis.eu/gcol/ To je vedlejsi produkt ke knize [1]. To uz mi bylo divné.

Pak uz to prece jenom zacalo byt zajimavéjsi. Prvné jsem to klucinu vidél resit
pres knihovnu simpleai, https://pypi.org/project/simpleai/, potazmo
pydot, flask a Flask-SQLAlchemy, viz https://www.youtube.com/watch?v=
hV6qTfFSwCk. Dokumentace hovori o CSP algoritmech, a to uz je ¢lovék doma.

Pfes Python jsem zahlédl Knuthtuv Algoritmus X, https://stackoverflo
w.com/questions/42863543/applying-the-4-color-theorem-to-list-o
f-neighbor-polygons-stocked-in-a-graph-arr. To jsem nezkousel, ale
zpozornil jsem. Pfes mé oblibené SAT fesitele jsem zahlédl tuto implementaci,
https://mathoverflow.net/questions/419808/is-there-any-fast-imp
lementation-of-four-color-theorem-in-python. Kdekoliv zahlédnu slavny
program Gurobi, tak si predstavim svobodny program Symphony ¢i Scip. To uz
jsem si fikal, to bude chtit néco zkusit vlastnimi silami. Pro tu srandu.

Pro seri6ézni badatele doporucuji https://cran.r-project.org/web/views
/Optimization.html, j& jsem zde badani pozastavil.

Aktudlni a fascinujici ukazky predstavuje https://four-color-theorem.c
om, resp. https://github.com/stefanutti/maps-coloring-python. Jesté
zminim jeden tip: u map mé fascinovaly experimenty v R na https://fronkons
tin.com/. Doporucuji cca 15 HTML stranek si prolistovat. Jsou to svézi grafické
ukazky.

2. Vstup na pole R

Analyza dat se v téchto dnech nejcastéji bije na poli mezi Pythonem a R.
Pro bézného smrtelnika je dobré umét oboji, byt pracovat s R je nezvyklé. Pro
mne je stale nezvyk vSude vidét c(), coz je zapis dat do vektoru nebo seznamu
(combine), rbind ¢i cbind, coZ je rozhozeni dat do fadku ¢ sloupce. Je to i po
letech nezvyk.

V kazdém pripadé jsem narazil na blog z roku 2015, https://www.r-blogger
s.com/2015/11/solving-the-map-coloring-problem-in-r/, a ze to zkusim.
Po chvili hledani jsem nasel autoriiv ticet, viz https://github.com/hunzikp
/MapColoring. Béhem instalace se vSak dozvite, ze CTAN nadale nepodporuje
knihovny rgeos a rgdal, Ze je potfeba se obratit na knihovnu sf. Knihovna vas
pohlti, nemluvé o animaci hexaloga na https://r-spatial.github.io/sf/.
Jak by tekl klasik: , Tohle je jiny svét!“


https://networkx.org/documentation/stable/reference/algorithms/coloring.html
https://networkx.org/documentation/stable/reference/algorithms/coloring.html
https://www.youtube.com/watch?v=AyrrZ4PCyws
https://www.youtube.com/watch?v=AyrrZ4PCyws
https://rhydlewis.eu/gcol/
https://rhydlewis.eu/gcol/
https://pypi.org/project/simpleai/
https://www.youtube.com/watch?v=hV6qTfFSwCk
https://www.youtube.com/watch?v=hV6qTfFSwCk
https://stackoverflow.com/questions/42863543/applying-the-4-color-theorem-to-list-of-neighbor-polygons-stocked-in-a-graph-arr
https://stackoverflow.com/questions/42863543/applying-the-4-color-theorem-to-list-of-neighbor-polygons-stocked-in-a-graph-arr
https://stackoverflow.com/questions/42863543/applying-the-4-color-theorem-to-list-of-neighbor-polygons-stocked-in-a-graph-arr
https://mathoverflow.net/questions/419808/is-there-any-fast-implementation-of-four-color-theorem-in-python
https://mathoverflow.net/questions/419808/is-there-any-fast-implementation-of-four-color-theorem-in-python
https://cran.r-project.org/web/views/Optimization.html
https://cran.r-project.org/web/views/Optimization.html
https://four-color-theorem.com
https://four-color-theorem.com
https://github.com/stefanutti/maps-coloring-python
https://fronkonstin.com/
https://fronkonstin.com/
https://www.r-bloggers.com/2015/11/solving-the-map-coloring-problem-in-r/
https://www.r-bloggers.com/2015/11/solving-the-map-coloring-problem-in-r/
https://github.com/hunzikp/MapColoring
https://github.com/hunzikp/MapColoring
https://r-spatial.github.io/sf/
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A to uz zacalo byt zajimavé. Knihovna je podrobné popsana, a kdyZ nahléd-
neme na https://r-spatial.github.io/sf/articles/sfl.html, uz to tam
body a polygony jen lita. Blizsi zkoumani mé dovezlo az ke knihovné ggredist,
kterd uz obarveni mapy umi. Ackoliv si lze navolit snahu o minimum barev, autofi
pisi, ze umi jen greedy funkci. Pokud se pohybujete na poli optimalizace, tak na
tohle slovo jste alergicti, protoze byva hned vedle naive feseni. Berte to, prosim,
s rezervou. Na vysvétleni principt vSak stav idealni.

V Linuxu jsem si pracovné odinstaloval knihovnu libmariadb-dev a doinsta-
loval 1ibudunits2-dev a libgdal-dev. Pokud tak neucinite, R vas bude infor-
movat o nedspésné instalaci. Potfebujete totiz vedle knihovny ggredist i units,
sf a ggplot2.

Pokud jsem si vzal zdkladni ukdzku a vztdhl na cely stdt Oregon, dosté-
vame (obr. 1):

library(ggplot2)

library(ggredist)

data(oregon)

map_coloring(oregon)
ggplot (oregon, aes(fill = map_coloring(oregon))) + geom_sf() + theme_map()

map_coloring(orego

N W b

Obrazek 1. Stat Oregon

3. Hloubéji do R

Dobre, zakladni ukazka je v poradku, jak to vsak funguje? Struktura je takova,
ze z bodu vznikaji tsecky, z téch polygony, ¢i seznamy bodii, tsecek ¢i polygonii.
Nejvyssi troven je kolekce geometrickych ttvarti. U seznamu polygonti je dillezité,


https://r-spatial.github.io/sf/articles/sf1.html
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7e na prvinim misté je vnéjsi kfivka, dalsi polozky v seznamu jsou vyrezy. Je to
trochu nezvyk, ale u mapovych podklada to tak je (obr. 2).

MULTIPOINT LINESTRING MULTILINESTRING

(o}
[}
o

o

POLYGON MULTIPOLYGON GEOMETRYCOLLECTION

[ ]

Obrazek 2. Konstrukce geometrickych dtvarta

Zkusime ukazku. Pripravime si Sest ¢tverci a nechame si je obarvit. Z bodu
vznikad seznam, ze seznamu polygon, z polygont kolekce pro knihovnu sf. Na-
sledné si nechdme proménnou vypsat, vykreslit pfes plot a ggplot. V poslednim
bloku se dopocitaji sousedské vztahy, vypiSe a vykresli se vysledek (obr. 3).

p1<-rbind(c(0,0), c(1,0), c(1,1), c(0,1), c(0,0))

p2<-rbind(c(1,0), c(2,0), c(2,1), c(1,1), c(1,0))

p3<-rbind(c(2,0), c(3,0), c(3,1), c(2,1), c(2,0))

p4<-rbind(c(1,1), c(2,1), <(2,2), c(1,2), c(1,1))

p5<-rbind(c(1.5,0), c(2.5,0), c(2.5,-1), c(1.5,-1), c(1.5,0))

p6<-rbind(c(0.5,0), c(1.5,0), c(1.5,-1), c(0.5,-1), c(0.5,0))

mpolil<-st_polygon(list(p1)); mpol2<-st_polygon(list(p2))
mpol3<-st_polygon(list(p3)); mpold<-st_polygon(list(p4))
mpol5<-st_polygon(list(p5)); mpol6<-st_polygon(list(p6))

mali<-st_sfc(list(mpoll,mpol2,mpol3,mpol4,mpol5,mpol6))
mall

plot(mall)

ggplot(mall) + geom_sf() + theme_map()

mal<-st_sf (geom=mall)
map_coloring(mal)
ggplot(mal, aes(fill = map_coloring(mal,TRUE))) + geom_sf() + theme_map()
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map_coloring(mal, TRUI
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25
2.0
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1.0

Obrazek 3. Ukézka konstrukce geometrického ttvaru

Abych jesté zprihlednil tvorbu vytezi do polygonu, zde je jednoducha ukazka.
Do ¢tverce nadélame dvé ctvercové diry, resp. dva nezavislé polygony, které se
maji také obarvit. Tato Gvaha se ndm bude dél hodit: Brno versus Brno-okoli,
Kosice versus Kosice-okoli (obr. 4).

p10<-rbind(c(0,0), <(10,0), <(10,10), c(0,10), c(0,0))
pli<-rbind(c(1,1), c(2,1), c(2,2), c(1,2), c(1,1))
pl2<-rbind(c(4,1), <c(5,1), <c(5,2), c(4,2), c(4,1))

mpol10<-st_multipolygon(list(list(p10,pl1,p12)))
mpolll<-st_multipolygon(list(list(p11)))
mpol12<-st_multipolygon(list(list(p12)))

mal2<-st_sfc(list (mpol10,mpolil,mpoll2))

mal<-st_sf (geom=mal2)

map_coloring(mal)

ggplot(mal, aes(fill = map_coloring(mal,TRUE))) + geom_sf() + theme_map()

Vzal jsem data za CR a SR a R kdd jsem si nechal vygenerovat. Skrz tisporu
mista zde 22,6 MB zdrojovy kod nevklddam, ale mohu tici, Zze mapa se vybarvila
péti barvami. My bychom si prédli ony slavné ¢tyri barvy. Teorém tika, ze to jde,
ale nerika, jak toho docilit (obr. 5).

4. Prace se surovymi daty

Jsem surovomil, ¢im surovéjsi data, tim milejsi. Data jsem si stahl z https://
osm-boundaries.com/. Prvné jsem uzil Overpass, https://overpass-api.de/,
ale vedle hranic byly ve vysledku dalsi tidaje, nemél jsem dost sil na extrakeci
potfebného.


https://osm-boundaries.com/
https://osm-boundaries.com/
https://overpass-api.de/
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map_coloring(mal, TRU
2.00

175
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Obrazek 4. Ukézka tvorby vyrezi do polygonu

Pak mé napadlo, zZe by se hodilo znat sousedské vztahy. Stru¢né vysvétlim. Vzal
jsem si vsechny body hranic okrest a u nich jsem si ulozil informaci, ktery okres je
obsahuje. Pokud bod nem4 souseda, je v takovém seznamu jeden okres. Ve vétsiné
pripadu jsou tam dva okresy, obcas vic, jak se v jednom bodu setkava vic okrest.
7Z téchto informaci, kdyz je smrskneme na neopakujici, lze ziskat sousedské vztahy.
Tip: u Prahy bylo potieba si dat pozor, Ze jsou obvody, ale i celd Praha. Tedy
body na hranicich Prahy mély 3 tudaje: Prahu-vychod ¢i Prahu-zapad, Prahu
celkovou, a pak nékterou z obvodil Praha 1—10. Dalsi zvlastnost byla Brno, tam
se nesmélo zapomenout, ze se sklada z vnéjsiho a vnitiniho polygonu.

Dalsi tprava dat spocivala v tom, ze byl pozadavek mit spole¢nou hranici pro
Bratislavu I-V a Kosice I-1V. Vyuzil jsem pfedchoziho badani a vnéjsi body
o jednom udaji tvorily zaklad nové hranice. Plus se uzily spojovaci body mezi
okresy. Byly to krajni body na téch tsecich. Tato finta mé potésila, ze jsem na
to prisel. Jak by se to mélo fesit mimo surova data, at uz v R, Pythonu ¢&i jinymi
nastroji: nedokazi vam prozradit.

Pokud jste ,rekurziholik“ (s tsmévem: srovnejte alkohol a alkoholik, nebo
excesivni rekurzik ¢i snad dokonce rekurzak) jako ma malickost, tim se vzdy
prace zacina. Zde je ukazka kédu, ktery sice teoreticky funguje, ale ¢asové nam
zacne kolabovat kolem 60 okresi.

def maldfs(position):

global visited, colors
if position==166:
print(colors)
exit()
col=["red","green","blue","yellow"]
for okres in okresy[position] ["sousedi"]:
if colors[okres] in col:
col.remove(colors[okres])
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Obréazek 5. Vybarveni CR a SR péti barvami
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for c in col:
visited[position]=True; colors[position]=c
maldfs(position+1)
visited[position]=False; colors[position]="none"

visited={}; colors={}
for k in range(165+1):
visited[k]=False
colors[k]="none"
maldfs(0)
Struktura vstupnich dat, presnéji vyjadieni sousedskych vztahi, vypadala vel-
mi jednoduse:
okresy={
# [...]
114:{’poradi’:114, ’name’:’okres Nitra’,’sousedi’:[90,96,110,119,124,126,145]},
115:{’poradi’:115, ’name’ : okres Velky Krtis’,’sousedi’:[100,132,133,134,145]},
# [...]
}

Meél jsem radost, ale na 166 okresti to byl nedostate¢ny pristup.

5. Optimalizace na pomoc

Béhem jednoho vecera jsem narazil na tuto stranku https://www.reddit.com
/r/math/comments/7uhtci/four_colour_theorem_is_there_an_existing/.
Zahlédl jsem tyto dva radky od uzivatele you-get-an-upvote na redditu a bylo mi
hned jasné, jak to zpytlikovat. Nékdy staci mélo. Jen dopisuji ¢arky do druhého
radku, ty tam chybély a souseda jsem upravil na k z j.

red(i)+green(i)+blue(i)+yellow(i) = 1
red(i)+red(k)<=1, green(i)+green(k)<=1, blue(i)+blue(k)<=1, yellow(i)+yellow(k)<=1

Méjme SAT model s proménnymi z;;, kdy za ¢ mame zvazované okresy, za j
barvu 1-4. Déle chtéjme tuto proménnou binarniho typu. Secteme-li proménné
za okres i, musi byt soucet roven 1, tedy barva ze ¢tyr je pouzita jen jedna
a praveé jedna. To fika ten prvni fadek. Druhy radek nam iiké, Ze libovolni dva
sousedi ¢ a k mohou uzit konkrétni barvu maximalné jednou. Zamérné jsem si
model neprevedl na minimaliza¢ni ¢i maximalizac¢ni, chtél jsem, feknéme, barvy
rovnomeérné ¢i ndhodné jako prekvapeni.

Zde je zdrojovy kéd pro Python, ktery generuje soubor pro program Picat, ht
tps://picat-lang.org/, ktery se v zavéru spusti (obr. 6). Struktura vstupnich
dat byla jiz predstavena.

import os

# Nacteni vstupnich dat.

kam=open("forpicat.pi","w"

kam.write("import sat.\n")

kam.write("main =>\n")


https://www.reddit.com/r/math/comments/7uhtci/four_colour_theorem_is_there_an_existing/
https://www.reddit.com/r/math/comments/7uhtci/four_colour_theorem_is_there_an_existing/
https://picat-lang.org/
https://picat-lang.org/
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Obrézek 6. Vybarveni CR a SR étyfmi barvami pomoci programu Picat
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Obrézek 7. Zavéreéné vybarveni CR a SR
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kam.write("Sol=[")

# Definovani proménnjch.
data=[]
for o in okresy:

for b in [1,2,3,4]:

data.append("Xo"+str(o)+"b"+str (b))

kam.write(",".join(data))
kam.write("],\n")
kam.write("Sol :: 0..1,\n")
kam.write("\n")

# Seznam okrest, které se neuziji, Praha, Bratislava a~KoSice.
forbidden=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 112,141,144,147, 116,117,118]
# Jen jedna barva na okres.
for o in okresy:
data=[]
for b in [1,2,3,4]:
data.append("Xo"+str(o)+"b"+str (b))
if o not in forbidden:
kam.write("+".join(data)+" #= 1,\n")
kam.write("\n")

# Pomocné proménné, které se v zavéru vypisi.
vypis=[]
for o in okresy:
data=[]
for b in [1,2,3,4]:
data.append(str(b)+"*Xo"+str(o)+"b"+str (b))
kam.write("Xo"+str(o)+" #= "+"+". join(data)+",\n")
vypis.append("Xo"+str(o))
kam.write("\n")

# Bonusy, u neuZitjch obvodi/okrest dej barvu "none".

for kkk in forbidden: # Praha, Bratislava a~KoSice.
kam.write("Xo"+str(kkk)+" #= 0,\n")

kam.write("\n")

# Jadro, sousedské vztahy.
for o in okresy:
for soused in okresy[o] ["sousedi"]:
for barva in [1,2,3,4]:
kam.write("Xo"+str(o)+"b"+str(barva)+" + Xo"+str(soused)+"b"
+str(barva)+" #<=1,\n")
kam.write("\n")

kam.write("Vypis=["+",".join(vypis)+"],\n")
kam.write("solve(Vypis),\n")
kam.write("writeln(Vypis).\n")
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kam.close()

os.system("picat forpicat.pi")

6. Zpét k rekurzi

Od Rudolfa Blaska a Alese Kozubika, prakticky ve stejnou chvili, dosla prosba,
jestli by nebylo mozné vybarvit kraje (hlavni barva) a poté vybarvit okresy uvnitf
kraje (odstin hlavni barvy). Na vse pozadavek, aby zkoumani sousedi neméli
stejnou barvu. Ponévadz jsou pocty kraju a okrest v fadech desitek, mohli jsme
zkusit az 6 barev. Prvni véc, kterou jsem si zkusil bylo vygenerovat pocty rtiznych
obarveni pii daném poctu barev. Obvody Prahy a okresy Bratislavy a Kosic jsem
si slou¢il dohromady.

Zkoumand oblast |Uzla| ; o 3 4 Pocet 15)arev 6 min
Kraje CR a SR 22 0 0 0 5785344 nepoc. nepo¢. 4
Hlavni mésto Praha 1 1 0 0 0 0 0 1
Stredocesky kraj 12 0 0 O 5520 638400 16233840 4
Jihocesky kraj 7 0 0 6 360 3000 7200 3
Plzensky kraj 7 0 0 O 192 2280 6480 4
Karlovarsky kraj 3 0 0 6 0 0 0 3
Ustecky kraj 7 0 0 6 360 3000 7200 3
Liberecky kraj 4 0 0 12 24 0 0 3
Kralovéhradecky kraj 5 0 0 6 72 120 0 3
Pardubicky kraj 4 0 0 6 24 0 0 3
Kraj Vysocina 5 0 0 6 72 120 0 3
Jihomoravsky kraj 7 0 0 12 528 3720 7920 3
Olomoucky kraj 5 0 024 120 120 0 3
Moravskoslezsky kraj 6 0 0 12 168 720 720 3
Zlinsky kraj 4 0 0 6 24 0 0 3
Bratislavsky kraj 4 0 0 6 24 0 0 3
Trnavsky kraj 7 0 0 48 1104 5520 9360 3
Trencinsky kraj 9 0 024 3360 60720 352800 3
Nitransky kraj 7 0 0 6 360 3000 7200 3
Zilinsky kraj 11 0 0 O 6048 362880 5594400 4
Banskobystricky kraj | 13 0 0 0 7200 1472760 55930320 4
Presovsky kraj 13 0 012 27600 3536040 106164720 3
Kosicky kraj 8 0 0 96 3504 27600 79920 3
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PTi nejnizsim mozném poctu barev jsem vybral prvni obarveni a uzil. Jako
bonus se krajské mésto (vyjma Stredoceského kraje) nastavilo nejsytéjsi barvou.
Zde je zévérecna ukazka (obr. 7). Kdyby se slo na troven ohrani¢eni mést, dokazi
si predstavit uziti Srafovani v dané barvé a intenzité.

7. Uvaha misto Zavéru

Zaujala mé tato webova stranka, https://carto.com/blog/sql-graph-color
ing, byt pravidelné bych takto v SQL nechtél programovat.

Bylo by zajimavé zjistit si velikost jednotlivych oblasti a néjak to zahrnout
do SAT—ILP modelu. Naptiklad aby ¢tyii barvy byly co nejvic rovnomérné ¢i
naopak co nejvic rozhazené. Nikdy jsem to nezkusil a tézko se predstavuji grafické
vystupy, které by z toho mohly vzniknout. Treba napad pro nékoho ze ¢tenaiu!
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