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O JEDNE MAPE NA ZAKAZKU
CAST 2: POCET OBARVENI n BARVAMI

PAVEL STRIZ (CZ)

Abstrakt. Clinek pocitd podet n-obarveni v daném grafu, chceme-li mapé kraju ¢&i
okresti. Vedle béznych 4 barev uzitych v teorému ctyr barev jsem dopocital n-obarveni
pro pripustné barvy. Dvacetidvouuzlovy graf byl stale jesté vypocetné prijatelny.

Klicova slova. Optimalizace, R, Sage, Python, Picat, OpenStreetMap.

ABOUT PREPARATION OF ONE MAP
PART 2: THE NUMBER OF n-COLOURINGS

Abstract. The article computes number of n-colourings in a given map/graph. Next to
four colours used in the Four Colour Theorem, I tried to use all possible number of colours
and compute its number of n-colourings. 22-node graph was still computable.

Keywords. Optimization, R, Sage, Python, Picat, OpenStreetMap.
1. Zpét k R

Rovnou navazi na prvni ¢ast. Pfi experimentech s programy pro linearni pro-
gramovani kolem vypoc¢tl v sudoku mné vrtalo hlavou, jak v R nechat spoci-
tat model ILP. Knihovna lpsolve mé moc nezaujala, pti rozhozeni modelu do
sloupcu se clovek zacne ztracet. Nacteni .Ip souboru je zavislé od jeho forméatu.
Hledal jsem proto jinou cestu, kdyz mi to na prvni ani druhou dobrou nejelo.

Masivné uzivam program Picat, https://picat-lang.org/, kde se lze mezi
MIP, SAT, SMT a CP prepinat. V prvni ¢asti tohoto ¢lanku je ukdzka generovani
pres Python. Pfepindm se z import sat na import mip. V pozadi se ulozi soubor
__tmp.1lp. Ten jesté R neumi zpracovat, resp. jsem cestu nenasel, pouzil jsem
nasledujici udélatko.

V Pythonu pres pyscipopt preuklddam do formatu FreeMPS.

from pyscipopt import Model

scip = Model()

scip.readProblem(filename="__tmp.1lp")

scip.writeProblem(filename="pokonverzi.mps",

trans=False, genericnames=False)

Takovy soubor si Ize v R nacist a napiiklad pres NEOS server nechat spocitat.

library("ROI")
library(ROI.plugin.lpsolve)


https://cran.r-project.org/web/packages/lpSolve
https://picat-lang.org/
https://pyscipopt.readthedocs.io/

2 Konferencia OSSConf 2025 — online zbornik

library(ROI.plugin.neos)
(x <- ROI.plugin.lpsolve::read.lp("pokonverzi.mps", type="freemps"))
opt <- ROI_solve(x, solver="neos", method="scip", email="Email-na-NEOSu")

opt; solution(opt)

Prebereme vysledky a vykreslime pres ggplot2. Naznacim jadro. Pracovné
jsem si okresy zpracoval ze surovych dat v bo¢nim souboru. Z vystupt jsem si
vybral potfebné tidaje a nechal vykreslit. Graficky nahled viz prvni ¢ast tohoto
prispévku.

library(ggredist)

library(ggplot2)

library(sf)

source("stefanovi-data.R")

mal <- st_sf(geom=malseznam)

malshort<-solution(opt) [2:150]

ggplot(mal,aes(fill = malshort))+geom_sf () +theme_map ()

2. Zpét k Pythonu: pripad Sage

Podobného vykresleni ze surovych dat lze dosdhnout i v Pythonu, napr. pres
knihovnu matplotlib. Jen naznacim strukturu.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.patches import Polygon

combined=Polygon([ (0,1), (1,2), (2,1), (1,0) 1)

fig, ax = plt.subplots()
ax.add_patch(combined)
plt.ylim(0,3)
plt.x1im(0,3)

plt.show()

Ponévadz jsem se nedopracoval vysledku pres knihovnu networkx, hledal jsem
dalsi cesty. Zkusil jsem si SageMathCell, https://sagecell.sagemath.org/, ¢i
https://cocalc.com/. Rada véci je placenych, ale na testy to stacilo. Za pozor-
nost stoji moznost tymové prace, diskuze i videohovoru. Nas problém spada v do-
kumentaci do této ¢asti, viz https://doc.sagemath.org/html/en/reference/
graphs/sage/graphs/graph_coloring.html.

from sage.graphs.graph_coloring import number_of_n_colorings

from sage.graphs.graph_plot import GraphPlot

# Jihomoravsky kraj

G = Graph({
17: [67,68],
32: [61,68],
49: [61,67],

61: [32,49,66,67,68],


https://sagecell.sagemath.org/
https://cocalc.com/
https://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/graphs/graph_coloring.html
https://doc.sagemath.org/html/en/reference/graphs/sage/graphs/graph_coloring.html
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Obrézek 1. Vybarveni CR a SR
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66: [61],
67: [17,49,61,68],
68: [17,32,61,67],
1))
for n in range(8): # [4]
print (number_of_n_colorings(G,n))
G.graphplot (layout=’graphviz’, prog="twopi") .show()

A pravé béhem toho testu jsem si zkusil ¢tyTi barvy, ale pak i jiny pocet barev.
A dostal jsem napad propocitat vSechny moznosti pro okresy a kraje. U kraju je
nejvétsi pocet uzlu (22), coz byla vypocetni vyzva. Sage zacal kolabovat u Sesti
barev. Dostupnych 45 minut na vypocty by urcité nestacilo. Nestacil by na to
v rozumném case ani jeden pocitac, bylo potfeba vypocty distribuovat a podivat
se po néjaké uspore, spisovné po lepsim algoritmu.

3. Zpét k rekurzi

Od dvojicek, Rudolfa Blaska a Alese Kozubika, prakticky ve stejnou chvili, do-
sla prosba, jestli by nebylo mozné vybarvit kraje (hlavni barva) a poté vybarvit
okresy uvnitt kraje (odstin hlavni barvy). Na vSe pozadavek, aby zkoumani sou-
sedi neméli stejnou barvu. Ponévadz jsou pocty kraju a okresu v radech desitek,
mohli jsme zkusit az 6 barev.
bonus se krajské mésto (vyjma Stredoceského kraje) nastavilo nejsytéjsi barvou.
Na obrazku 1 je zavérecna ukédzka. Kdyby se slo na tiroven ohraniceni mést, dokazi
si predstavit uziti srafovani v dané barvé a intenzité .

Druhou véc, kterou jsem si zkusil bylo vygenerovat pocty riznych obarveni pii
daném poctu barev. Obvody Prahy a okresy Bratislavy a Kosic jsem si sloucil
dohromady.

Co mé béhem badéani zaujalo je, Ze mizeme pouzit mensi pocet barev nez 4,
4 barvami lze oblasti vzdy vybarvit, ale nic nids neomezuje v tom uzit i vic ba-
rev. Matematicka teorie hovoii o tom, ze pokud je vic barev nez oblasti, pocet
obarveni je nula, angl. number of n-colourings. Lze si to predstavit tak, ze obar-
vime vsechny oblasti, ale kdyz ndm nékteré barvy zistanou, pak to neni obarveni
presné n barvami.

Pfi obarvovani miizeme barvy prohazovat (Stefan Pesko upfesnil, Ze se jedna
o automorfismus), pokud tedy najdeme pocet neautomorfnich obarveni nasobime
zjistény pocet faktoridlem poctu barev. Vysledky jsou zminény v nésledujicich
dvou tabulkach. V prvni tabulce 1 jsou pocty neautomorfnich obarveni, ve druhé
tabulce 2 pak celkové pocty obarveni.

Zvlastni kategorii tvori kraje, kde vychazi obrovsky pocet obarveni, proto jsem
je z okresu vyclenil do samostatné tabulky.
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Tabulka 1. Pocty neautomorfnich obarveni mapy CR a SR
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Tabulka 2. Celkové poc¢ty obarveni mapy CR a SR
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4. Technické pozadi vypocta

Jak vsak tato obarveni pro tak velky pocet uzli najit v rekurzi s komplikovanou
stromovou strukturou?

V matematice, specialné v teorii grup a kombinatorice, se hledaji symetrie
a podobné vztahy, které by vypocty usnadnily. Zde se mi podarfilo v rekurzi
stromovou strukturu obarveni uzli snizit na hledani jen neautomorfnich vétvi.
Pracovné to nazyvam nalézt tzv. ,prvoobarveni“. Je to rostouci sekvence prvnich
vyskyti barev, kdy kazda barva je zastoupena alespon jednou. Pocet dalSich
vyskytl barev nesmi prekrocit hranici pocet uzli minus pocet barev, takovou
vétev jsem v rekurzi vyradil.

Zminim nékolik ukazek a zdivodnéni vyrazeni vétve z dalsiho zkouméani v re-
kurzi pro 4 barvy, 7 uzll, graf necht je smysleny.

B Na prvnim misté nemize byt druhd barva v poradi, nedostali
bychom usporddanou n-tici. Podobné by se vyradily C a D.

ABABD Na paté pozici mohou byt barvy A az C, protoze nejvyssi predchozi
je barva B. Lze pripustit jen o jednu vyssi pozici (barva C).

ABABCB  Pokud by se jednalo o vybarveni 4 barvami, chybi na posledni
pozici barva D. Pokud rekurze jesté bézi, D lze uzit, zadny ze
sousedil barvu D nema.

AAABBBC Vyplnilo se sice 7 uzli, ale neuzily se vSechny barvy (barva D).

ABBABA  Zbyva vybarvit posledni uzel, ale potfebujeme uzit jesté barvy C
a D, na ty neni uz dost uzlt. Volné uzly jsou 3. az 6., tedy 4 uzly,
ale mohou byt jen t¥i (7 uzli minus 4 barvy je maximum).

ABCDBCD Tato situace by v zavislosti na grafu mohla byt platnym obarve-
nim, ale prvoobarveni by skoncilo uz pri ABCD.

DCBA Toto obarveni se ziskd z nejkratsiho mozného prvoobarveni ABCD
permutaci, pocet nalezenych obarveni se tedy nasobi 4! (tj. 24).
Technicky méla byt vétev vyTrazena jiz na prvni pozici u barvy D.

Zde je ukazka prvoobarveni v plné délce pro 22 uzla kraji a 4 barvy. Kazda
sekvence za¢ind prvni barvou A a konéi posledni barvou D. Barva vzdy spliiuje
podminku, Ze je nékde v rozsahu od A az nejvyssi barva z levych uzli + 1 pozice.
Tucénym fontem cervené naznacuji prvni vyskyt dané barvy. V této malé ukazce
je 15 prvoobarveni. Vice jich neni.

22 kraju ve 4 barvach Pocet obarveni ve vétvi
Poradi | Prvoobarveni neautomorfni celkem (krat 24)

1. | ABACAD 22032 528 768

2. | ABACBACACD 1296 31104
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22 kraju ve 4 barvach Pocet obarveni ve vétvi
Poradi | Prvoobarveni neautomorfni celkem (krat 24)

3. | ABACBACAD 1296 31104

4. | ABACBACD 6480 155520

5. | ABACBAD 9072 217728

6. | ABACBD 22032 528 768

7. | ABACD 18144 435456

8. | ABCABCACAD 1296 31104

9. | ABCABCACD 1296 31104

10. | ABCABCAD 6480 155520

11. | ABCABCD 9072 217728

12. | ABCABD 22032 528768

13. | ABCACD 22032 528 768

14. | ABCAD 18144 435456

15. | ABCD 80352 1928 448

Soucet 241 056 5785344

Mozna si kladete otdzku, jaktoze neexistuje sekvence typu AAAAABCD. Je
to dané zadanim tlohy, ze sousedici uzly nesmi mit stejnou barvu. Uzly si mi-
zeme ruzné precislovat (nemusi to byt cesta ve stylu zndmém z teorie grafi),
ale podminku sousedicich uzli nesmime opominout. Napriklad u Kosického kraje
z okresi nelze Eulerovu cestu, tzv. jednotahovku, ani najit. Obecné vsak takova
sekvence muze byt platnd, zalezi na konkrétnim grafu a uzitém poradi uzlt.

Poté hledame platnéd obarveni z téchto sekvenci rekurzi od urcité hloubky a je-
jich soucet ndm d4a pocet neautomorfnich obarveni. To pak sta¢i vynasobit fakto-
ridlem poctu barev. Samotnd prvoobarveni nebyla na rozlozeni rekurze vhodna,
nékteré sekvence byly spocitany rychle, jiné pomalu. Napad tedy byl, vzit sice
jen tato prvoobarveni, ale do urcité hloubky. To se nakonec uzilo. Post mortem
feceno: jesté lepsi varianta by byla, aby se kratsi prvoobarveni nez nastavena
hloubka rekurze nechaly rozvinout do nastavené hloubky. To by bylo jesté vic
casové rovnomérné. Treba uziji v budoucnu.

Touto fintou se mi podarilo eliminovat vétve s prohdzenymi barvami v duchu
kombinatoriky. Nasledné jsem rozhodil rekurzivni vypocty na nékolik stovek jader
na cca tfi dny. A bylo spocteno! V priméru jsem uzil 17000 tloh na barvu, to
bylo pii hloubce 11 uzli. Lepsi bylo uzit hloubku 9 ¢ 10 uzli, téch tloh bylo
zbyte¢né moc.

Poznamka. Nejsem zbéhly v C++, zdrojové kédy v Pythonu, predevsim uzité
datové struktury, jsem si nechal pfevadét v https://products.codeporting.
ai/convert/python-to-cpp. Vérim tomu, ze podobnych nastroji, at uz s nebo


https://products.codeporting.ai/convert/python-to-cpp
https://products.codeporting.ai/convert/python-to-cpp
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bez Al asistence, se rodi nespocet. Bez C++ to bylo nepocitatelné, Python neni
na vypocty optimalizovan. Mozné by zabral jesté Rust ¢i Go, ale nezkousel jsem
je. Poctivé se uc¢im C++. Dorazil mi tip, ze Python nemam vzdéavat, ale uzit
knihovny numpy a pandas. Zustava mi oteviené s otaznikem.

5. Postreh

P1i vypisu poc¢tu obarveni na uzlech v rekurzi to vypadéd, ze by se dalo uspotit
jesté vic, protoze pocCty na vétvich na mnoha mistech vychézely stejné. Chce se
to vSak vic ponorit do teorie grafli, moznd do kombinatoriky. Rekurzi se nejspis
vyhnout nedé, ale nadéje na tisporu umira posledni. Po objeveni takového Svatého
Gralu by se dal pocet obarveni spocitat i pro vétsi grafy /mapy. Jak vsak velké je
tézké odhadovat. Davam si mezi oteviené problémy a dilezité tikoly po OSSConf.
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