)

I1l. Rozdelenia pravdepodobnosti

Programovanie v prostredi

Ales Kozubik

Katedra Matematickych Metdéd a Operaénej Analyzy

23.11.2019

Ales Kozubik KMMOA



Aké funkcie st k dispozicii

Pre vacsinu znamych rozdeleni st k dispozicii tieto funkcie:

m pravdepodobnostna funkcia resp. funkcia husoty, pouZiva sa
prefix d,

m distribu¢né funkcia, pouziva sa prefix p,

m kvantilova funkcia, pouziva sa prefix g,

m generator ndhodnych Cisel, pouziva sa prefix r.

Za prislusnym prefixom nasleduje ndzov pozadovaného rozdelenia s
pripadnymi argumentmi (parametrami rozdelenia).
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Prehlad rozdeleni — diskrétne

Z diskrétnych rozdeleni st k dispozicii:
m binomické rozdelenie binom s parametrami size a prob,
m geometrické rozdelenie geom s parametrom prob,
m hypergeometrické rozdelenie hyper s parametrami x,m,n,Xk,
n

multinomické rozdelenie multinom s parametrami
n,size,prob,

B negativne binomické rozdelenie nbinom s parametrami size a
prob,

m Poissonovo rozdelenie pois s parametrom lambda.

Ales Kozubik KMMOA



Prehlad rozdeleni — spojité

Z diskrétnych rozdeleni s implementované:
m beta rozdelenie beta s parametrami shapel, shape2 a ncp,

m Cauchyho rozdelenie cauchy s parametrami location a
scale,

Chi-kvadrat rozdelenie chisq s parametrom df,
exponencialne rozdelenie exp s parametrom rate

Fisherovo F rozdelenie £ s parametramidf1 a df2,

gama rozdelenie gamma s parametrami shape a rate.
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Spojité rozdelenia — pokracovanie

m |ogistické rozdelenie logis s parametrami location a scale,

logaritmicko-normalne rozdelenie 1norm s parametrami
meanlog a sdlog,

norméalne rozdelenie norm s parametrami mean a sd,
Studentovo t-rozdelenie t s parametrom df,

rovnomerné rozdelenie unif s parametrami min a max

Wiebullovo rozdelenie weibull s parametrami shape a
scale.
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Nahodny vyber hodnot — zaklady

Zakladné situacie mozeme simulovat pomocou funkcie sample ().

Priklad

Chceme vybrat ndhodnych 5 celociselnych hodnét v rozsahu od 1
do 40.

Riesenie:

>sample (1:40,5)
[1] 18 2 38 13 32
>
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Charakteristika funkcie sample ()

Prvym argumentom (x) funkcie sample je vektor, z ktorého sa
vyber realizuje.

Druhym argumentom size je rozsah ndhodného vyberu.

Funkcia sample sa defaultne sprava tak, ze sa hodnoty vo vybere
neopakuji. Ak to chceme zmenit, je potrebné zadat hodnotu
parametra replace=TRUE.
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Simulacia hodu kockou

Priklad

Chceme simulovat vysledky 50 pokusov hodu kockou. V takom
pripade sa budd vysledky hodov opakovat.

> sample (6,50, replace=TRUE)

[1] 2 4 65 45 4 42 2 21
[39] 546 4566 367531
>
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Simulacia hodu mincou (falosnou)

Pre ndhodny vyber nemusia byt vSetky alternativy rovnako
pravdepodobné.

Priklad

Chceme simulovat hod falosnou mincou, kde pravdepodobnost
padnutia ,Panny" je napr. 85 %.

Musime vo funkcii sample () zadat ako vektor parameter prob.

> sample(c("Panna","Orol"),20,replace=TRUE,
+ prob=c(0.85,0.15))

[1] "Panna" "Panna" "Orol" "Panna"
"Panna" "Orol" "Panna" "Panna" "Panna"
[10] "Panna" "Panna" "Panna" "Panna" "Panna"
"Panna" "Panna" "Panna" "Panna"
[19] "Panna" "Panna"
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Binomické rozdelenie

Pre generovanie hodn6t pouzivame funkciu rbinom().

Funkcia ma tri argumenty:
m pocet pozorovani, ktoré chceme vyberat,
m pocet pokusov, ktoré chceme v kazdom pozorovani vykonat,

m pravdepodobnost Uspechu v kazdom pokuse.

Vysledkom je vektor, udavajici pocet tspesnych pokusov v
jednotlivych pozorovaniach.
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Binomické rozdelenie

Priklad

Vykonavame vystupni kontrolu v tovarni, ktora produkuje 150
vyrobkov denne. Poruchovost jednotlivych vyrobkov je 3%, pricom
kazdy poruchovy vyrobok sa musi opravit. Simulujeme pocet
vyrobkov, ktoré je potrebné opravit kazdy den pocas tyzdna.

Riesenie:

> rbinom(7,150,0.03)
[1] 4 1 6 5 5 1 4
>
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Binomické rozdelenie, Bernoulliovské pokusy

Jednotlivy Bernoulliovsky pokus mézeme modelovat nastavenim
poctu pozorovani na hodnotu 1. (Napr. 10 hodov mincou.)

> rbinom(10,1,0.5)
[1] 111 0100010
>

Alebo pocty pozitivnych vysledkov pri 100 opakovaniach:

> rbinom (10,100,0.5)
[1] 50 54 44 58 48 48 53 48 45 49
>
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Rovnomerné rozdelenie

Pre generovanie ndhodnych hodnot z rovnomerného rozdelenia
pouzivame funkciu runif () s tromi parametrami:

® n rozsah ndhodného vyberu,
®m min pociato¢na hodnota pre rozdelenie,

m max koncova hodnota pre rozdelenie.
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Rovnomerné rozdelenie — ukazka

Nahodny vyber 7 honbt z rovnomerného rozdelenia na intervale
(5,10).

> runif (7,5,10)
[1] 6.231284 8.341515 8.832025 5.090891
7.225523 5.094918 7.455470
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Normalne rozdelenie

NajbezZnejSie sa na charakterizovanie nadhodnej zlozky dejov
pouziva normalne rozdelenie.

Pre generovanie ndhodnych hodn6t z normalneho rozdelenia
pouzivame funkciu rnorm() s tromi parametrami:

m n rozsah ndhodného vyberu,
m mean stredna hodnota rozdelenia,

m sd smerodajna odchylka rozdelenia.
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Generovanie ndhodnych hodnot z rozdelenia

Normalne rozdelenie — ukazka

Generovanie 5 hodnét zo $tandardizovaného normalneho
rozdelenia:

> rnorm(5,0,1)
[1] -1.8354235 -0.4797944 0.9080089 -1.3624083 1.0512592
>

Generovanie 5 hodnét zo vSeobecného normalneho rozdelenia:

> rnorm(5,10,2)
[1] 11.526437 8.728263 12.484347 11.155544 10.226890
>
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Pravdepodobnostna funkcia

Binomické rozdelenie

Priklad

Vykoname 10 hodov kockou. Aka je pravdepodobnost, Ze Sestka
padne prave 2-krat?

Riesenie:

Vyuzijeme funkciu dbinom() s parametrami x=2, size=10 a
prob=1/6. Tak dostavame

> dbinom(2,10,1/6)

[1] 0.29071
>
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Pravdepodobnostna funkcia

Binomické rozdelenie — graf

Priklad

Zobrazme pravdepodobnostnil funkciu rozdelenia poctu padnutych
Sestiek pri dvadsiatich hodoch kockou.

RieSenie:

x<-1:20

> dev.new(width=14,height=8)

> par(mfrow=c(1,2),family="Times")

> plot(x,dbinom(x,size=20,prob=1/6),type="p",col="navy")
> plot(x,dbinom(x,size=20,prob=1/6),type="h",col="red")
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Pravdepodobnostna funkcia

Binomické rozdelenie — graf, vysledok
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Pravdepodobnostna funkcia

Poissonovo rozdelenie

Priklad

Cez most prejde za minGtu v priemere 12 aut. Aka je
pravdepodobnost, ze za uritd minatu prejde cez most od 10 do 15
aut?

Riesenie:

Vyuzijeme funkciu dpois() s parametrami
x=10,11,12,13,14,15, a lambda=12. Tak dostavame

> dpois (10,12)+dpois(11,12)+dpois(12,12)+dpois(13,12)+
+ dpois (14,12)+dpois(15,12)

[1] 0.6020235
>
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Pravdepodobnostna funkcia

Poissonovo rozdelenie — graf

Priklad

Zobrazme pravdepodobnostnii funkciu rozdelenia po¢tu aut, ktoré
v danej mindte prejdi cez most z predchadzajlceho prikladu.

RieSenie:

x<-1:25

> dev.new(width=14,height=8)

> par(mfrow=c(1,2),family="Times")

> plot(x,dpois(x,lambda=12),type="p",col="navy")
> plot(x,dpois(x,lambda=12) ,type="h",col="red")
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Pravdepodobnostna funkcia

Poissonovo rozdelenie — graf, vysledok
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Hustota pravdepodobnosti

Normalne rozdelenie

Normaélne rozdelenie s parametrami mean=0 a sd=1 nazyvame
standardizované normadlne rozdelenie.

Jeho hustotu si mézeme zobrazit pomocou funkcie dnorm() takto:

x<-seq(-3,3,0.2)

par(family="Times")

plot (x,dnorm(x,0,1) ,type="1",col="navy",
lwd=2,main="Normalne_rozdelenie")

vV + VvV Vv VvV
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Hustota pravdepodobnosti

Normaélne rozdelenie — graf

dnorm(x, 0, 1)
0.
1
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Hustota pravdepodobnosti

Exponencialne rozdelenie

Popisuje dobu ¢akania na vyskyt nezavislych ndhodnych udalosti.

Ak je priemerna doba ¢akania na vyskyt udalosti y, tak jeho
parametrom je rate, ¢o je hodnota ;%

hustotu exponencidlneho rozdelenia s parametrom % si mozeme
zobrazit pomocou funkcie dexp ().

x<-seq(0,5,0.2)

par(family="Times")

plot (x,dexp(x,1/2),type="1",col="navy",
lwd=2,main="Exponencialne rozdelenie")

Ales Kozubik KMMOA
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Hustota pravdepodobnosti

Exponencialne rozdelenie — graf hustoty

dexp(x, 1/2)
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Hustota pravdepodobnosti

2 .
X~ rozdelenie

Ly 2 2 2 . C .
Rozdelenie stctu X; + X5 + --- + X, kde jednotlivé ndhodné
premenné maji Standardizované normaélne rozdelenia.

Hodnota n sa nazyva pocet stupnov volnosti.

Grafy pre rézny poclet stupnov volnosti ziskame pomocou funkcie
dchisq(). Jej argumentmi si vektor nezdpornych hodndt x a
poclet stupnov volnosti df=<polet>.
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Hustota pravdepodobnosti

,\2 rozdelenie — zdrojak

>
>
>
>
>
>
>
>
+
+
>
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x<-seq(0,15,0.1)

u<-dchisq(x,df=2)

z<-dchisq(x,df=5)

y<-dchisq(x,df=10)
plot(x,u,col="blue",type="1",1lwd=2,main="Chi_ kvadrat")
lines(x,z,col="red",lwd=2)

lines(x,y,col="navy",lwd=2)

legend (11.5,0.23,legend=c("df=2","df=5","df=10"),
col=c("blue","red","navy"),1lty=c(1,1,1),

lwd=c(2,2,2))
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Hustota pravdepodobnosti

,\2 rozdelenie — graf
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Distribu¢na funkcia

Binomické rozdelenie

Priklad

Test obsahuje 12 otazok, na kazdid z nich pontika 5 alternativ
odpovedi, z ktorych je vzdy len jedna spravna. Urcte
pravdepodobnost uhadnutia nanajvys styroch spravnych odpovedi,
ak student vybera odpovede nahodne.

Jednou moZnostou je scitat pravdepodobnosti uhadnutia Ziadnej,
prave jednej, atd. az prave Styroch spravnych odpovedi. vyuzijeme
hustotu binomického rozdelenia.

> dbinom(0,size=12,prob=0.2)+dbinom(1l,size=12,prob=0.2)+
+ dbinom(2,size=12,prob=0.2)+dbinom(3,size=12,prob=0.2)+
+ dbinom(4,size=12,prob=0.2)

[1] 0.9274445
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Distribu¢na funkcia

Binomické rozdelenie

Priklad

Test obsahuje 12 otazok, na kazdi z nich poniika 5 alternativ
odpovedi, z ktorych je vzdy len jedna spravna. Urcte
pravdepodobnost uhddnutia nanajvys styroch spravnych odpovedi,
ak Student vybera odpovede nahodne.

Druhou moznostou je vyuzitie distribu¢nej funkcie binomického
rozdelenia pbinom().

> pbinom(4,size=12,prob=0.2)
[1] 0.9274445
>
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Distribu¢na funkcia

Poissonovo rozdelenie

Priklad

Cez most prejde za minidtu v priemere 12 aut. Aka je
pravdepodobnost, zZe za urciti mindtu prejde cez most od 10 do 15
aut?

Ulohu sme uz riesili pomocou hustoty dpois().
Pomocou distribu¢nej funkcie uréime pravdepodobnost
P[10 < X < 15] ako rozdiel P[X < 15] — P[X =< 10]. Teda

> ppois(15,12)-ppois(9,12)
[1] 0.6020235
>
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Distribu¢na funkcia

Poissonovo rozdelenie

Priklad

Cez most prejde za mindtu v priemere 12 aut. Aka je
pravdepodobnost, ze za urcitd minGtu prejde cez 17 a viac aut?

Pomocou distribu¢nej funkcie uréime pravdepodobnost P[ X = 15]
ako rozdiel 1 — P[X < 16]. Teda

> 1-ppois(16,12)

[1]

> 0.101291

TieZ mézeme pouzit premenn( lower=FALSE:

>ppois(16,12,lower=FALSE)
[1]
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Distribu¢na funkcia

Exponencialne rozdelenie

Priklad

Predpokladajme, Ze priemerna doba obsluhy pri pokladni
supermarketu je 3 minidty. Aka je pravdepodobnost, ze obsluha
zakaznika neprekroci dobu 2 minat?

Premenna rate je prevratenou hodnotou priemernej doby obsluhy,

teda % Pouzijeme distribu¢ni funkciu exponencialneho rozdelenia

pexp().

> pexp(2,1/3)
[1] 0.4865829
>
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Distribu¢na funkcia

Normalne rozdelenie

Priklad

Detské IQ ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou 1 = 100
a smerodajnou odchylkou o = 15. Aky podiel deti ma IQ v rozpati
80 az 1207

Najskor si pripravime hodnoty pre vypocet a zobrazenie vysledku

mean=100; sd=15

dolnah=80; hornah=120

x <- seq(-4,4,length=100) *sd + mean

y <- dnorm(x,mean,sd)

plot(x, y, type="n", xlab="Hodnoty,IQ", ylab="",
main="Normalne_rozdelenie", axes=FALSE)

# bez zobrazenia krivky, iba nastavenie oblasti

Ales Kozubik KMMOA
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Distribu¢na funkcia

Normalne rozdelenie

Pomocou funkcie polygon() vyfarbime plochu zodpovedajiicu
hladanej pravdepodobnosti. Argumentmi funkcie st vektory x,y
udavajlice sdradnice vrcholov polygénu.

# zobrazentie grafu hustoty

lines(x, y)

indikator intervalu

i <- x >= dolnah & x <= hornah
polygon(c(dolnah,x[i],hornah), c(0,y[i],0), col="red")

V V %V
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Distribu¢na funkcia

Normalne rozdelenie

Dopoéitame hladand pravdepodobnost (velkost vyfarbenej plochy)
zobrazime ju.

[«5)

area <- pnorm(hornah, mean, sd) - pnorm(dolnah, mean, sd)
result <- paste("P(",hornah,"<_,IQ,<",dolnah,") =",
signif (area, digits=3))
mtext (result ,3)
dokreslenie 0st1 T
axis (1, at=seq(40, 160, 20), pos=0)

V %V + VvV Vv
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Distribu¢na funkcia

ormalne rozdelenie — vysledok

Normalne rozdelenie
P(80<1Q<120)=0.818

40 60 80 100 120 140 160

Hodnoty 1Q




Kvantily normalneho rozdelenia

Priklad

Vyrobca Specialnych rukavic jednotnej univerzalnej velkosti chce
navrhnat rukavicu tak, aby vyhovovala aspon 99 percentam
populacie. je zname, ze velkost ruky (merand ako rozpitie od palca
k mali¢ku) ma normélne rozdelenie so strednou hodnotou 195 mm
a smerodajnou odchylkou 17 mm. Na aky rozsah rozpatia musi byt
rukavica schopné sa prisposobit?

Najskor uréime hodnotu rozpatia prstov takd, Ze len 0.5 percenta
populacie méa rozpatie mensie

> qnorm(0.005,195,17)
[1] 151.2109
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Kvantily normalneho rozdelenia

Podobne uré¢ime hodnotu rozpatia. ktort presahuje len 0.5
percenta populacie

> qnorm(0.005,195,17,lower.tail=F)
[1] 238.7891
# funguje aj qnorm(0.995,195,17)

Rukavica teda musi vyhovovat rozpatiu prsov v rozsahu 151 az
239 mm.
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Kvantily Poissonovho rozdelenia

Priklad

Pocet homarov objednanych v restauracii pocas jedného dna sa
riadi Poissonovym rozdelenim so strednou hodnotou 20. Ak chce
manazér restauracie uspokojit aspor 80 % objednavok, kolko
homarov ma objednat kazdy den?

Prislusny pocet homarov ur¢ime pomocou kvatnilovej funkcie
Poissonovho rozdelenia

> qpois (0.8,20)
[1] 24

Kazdy den je teda potrebné objednat 24 homarov.
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Funkcia hazardu a prezitia

Funkcia prezitia vyjadruje pravdepodobnost, Ze sledovany objekt
prezije Casovy okamih t, tj.

S(t)=P(T >t), 0<t<oo.

Funkcia prezitia byva definovana aj prostrednictvom funkcie
hazardu, ktora je formalne vyjadrena ako

h(t) = lim P(t < T<t+6|T>t)'
§-0 )

Tato funkcia sa tiez nazyva intenzitou Gmrtnosti.
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Vyjadrenie funkcie hazardu a prezitia

Funkcia prezitia je doplnkovou pravdepodobnostou ku distribucne;j
funkcii F(t) = P(T < t). Pre hustotu pravdepodobnosti potom
plati

F(8) = —25(t) = (o)

Funkcia hazardu je potom s hustotou pravdepodobnosti spojena
vztahom

h(t) = %
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Uzivatelom definované funkcie

Uzivatel definuje vlastné funkcie pomocou konstrukcie:

mojaFcia<-function (argumenty){
telo funkcie
return (objekt)
}

Funkciu potom voldme pomocou konstrukcie

mojaFcia (hodnoty argumentov).
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Funkcia hazardu pre Weibullovo rozdelenie

V analyze prezitia sa Casto pouziva Weibullovo rozdelenie, ktoré
ponika vadsiu flexibilitu nez rozdelenie exponencialne.

Prislusni funkciu hazardu definujeme takto:

hweibull<-function(x, shape,scale)
dweibull (x,shape=shape,scale=scale)
/pweibull (x,shape=shape,scale=scale,
lower.tail=FALSE)

+ 4+ 4+ Vv

PretoZe funkcia je definovana jedinym prikazom, nemusime
pouzivat zatvorky {}.
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Zobrazenie funkcie hazardu

Pre zobrazenie funkcie pre r6zne hodnoty parametra shape
pouzijeme funkciu curve ().

curve (hweibull (x,shape=1.5,scale=1/0.03),
from=0,t0=80, ylab="Hazard",xlab="Time",col="red")
curve (hweibull (x,shape=1,scale=1/0.03),
from=0,to=80, ylab="Hazard",xlab="Time",col="black",
add=TRUE)

curve (hweibull (x, shape=0.75,scale=1/0.03),
from=0,to=80, ylab="Hazard",xlab="Time",
col="navy",add=TRUE)

+ +V + +V + vV

Parameter add=TRUE zabezpedli pridanie prislusnej krivky do
existujlceho grafu.
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Zobrazenie funkcie hazardu — vysledok
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