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Co si ukdzeme

m Miery asociacie dat (Statistickej zavislosti)
m Test pre korelaciu

m Jednoducha linedrna regresia
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Miery asociacie (Statistickej zavislosti)

Kovariancia je mierou linearnej zavislosti dvoch spojitych
premennych. Je zavisla od jednotiek merania.

Ak mame ndhodny vyber dvojic (x1,y1), ..., (Xn, ¥n), definujeme
_ 1 _ 1
X:ﬁzxia y:ﬁZ}/h
i=1 i=1

a kovarianciu S, ako

1
n—1

Sxy = Z(Xi_}) (yi_)_/)
i=1
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Miery asociacie (Statistickej zavislosti)

Pearsonov korelacny koeficient je mierou zavislosti nezavislou od
jednotiek merania. Definujeme
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Miery asociacie (Statistickej zavislosti)

Spearmanov poradovy korelacny koeficient je neparametrickou
alternativou k Pearsonovmu koeficientu, meria linearnu aj
nelinedrnu zavislost.

Ak mame ndhodny vyber dvojic (x1,y1),..., (X, ¥n), @ nech
Ri,..., R, st poradia hodnét xq,...,x, a 51,...,5, poradia
hodndt y4, ..., y, v usporiadanych vyberoch.

Spearmanov poradovy korelany koeficient sa potom definuje ako
korelaény koeficient dvojic (Ry, S1),...,(Rn, Sp).
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Vypocet kovariancie a korelacie

Kovariancia a korelacia dvoch premennych

Pre vypocet kovariancie pouzivame funkciu cov() a pre vypocet
korelacie funkciu cor ().

Nech nahodny vyber z dvoch premennych je v podobe vektorov x a
y. Potom pouZzijeme cov(x,y,) resp. cor(x,y).

> cov(trees$Height ,trees$Volume)
[1] 62.66

> cor(trees$Height ,trees$Volume)
[1] 0.5982497
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Vypocet kovariancie a korelacie

Kovarian¢na a korelacnd matica

Pomocou funkcii cov() a cor() mdzeme vypoditat aj celd
kovarian¢n( resp. korela¢nd maticu pre celd mnozinu dat.

> cov(trees)

Girth Height Volume
Girth 9.847914 10.38333 49.88812
Height 10.383333 40.60000 62.66000
Volume 49.888118 62.66000 270.20280
> cor(trees)

Girth Height Volume
Girth 1.0000000 0.5192801 0.9671194
Height 0.5192801 1.0000000 0.5982497
Volume 0.9671194 0.5982497 1.0000000
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Vypocet kovariancie a korelacie

Kovarianc¢na a korela¢nd matica — poznamky

Ak pocitame kovarianciu resp. korelaciu dvoch premennych, obidva
vektory musia mat rovnaki dlzku.

Ak sa v datovej mnozine vyskytuji nezndme hodnoty, je potrebné
ako argument use funkcie cov() resp. cor() nastavit hodnotu
"pairwise". Inak by kovarianénd matica obsahovala taktiez
neurcené hodnoty.

> x<-¢(1,2,3,4,5)

> y<-c(1,2,3)

> y[5]1<-5

> cov(x,y,use="pairwise")
[1] 2.916667

Ales Kozubik KMMOA



[e]e]e]e] lelele)

Vypocet kovariancie a korelacie

Kovarianc¢na a korela¢nd matica — poznamky

Vsetky hodnoty, ktoré vstupuji do vypocltu musia byt numerické,
inak dojde ku chybe.

> cov(iris)
Error: is.numeric(x) || is.logical(x) is not TRUE
> cov(iris[-c(4,5)])

Sepal.Length Sepal.Width Petal.Length

Sepal.Length 0.6856935 -0.0424340 1.2743154
Sepal.Width -0.0424340 0.1899794 -0.3296564
Petal.Length 1.2743154 -0.3296564 3.1162779
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Vypocet kovariancie a korelacie

Spearmanov koeficient poradovej korelacie

Pre vypocet Spearmanovho koeficientu poradovej korelacie
mdzeme opat pouzit funkciu cor (), je vSak potrebné nastavit
parameter method na hodnotu "spearman"

> cor(trees$Height ,trees$Volume ,method="spearman")
(1] 0.5787101
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Test pre korelaény koeficient

Test vyznamnosti pre korelaciu uruje, Ci je korelacia Statisticky
vyznamna. lde teda o test nulovej hypotézy Hy : p = 0.

Vykondva sa pomocou funkcie cor.test (), ktord ma takéto
argumenty:

m datal, data2 si mnoziny dat (vektory), ktorych zavislost
chceme posudzovat,

m method implicitne Pearsonov korelacny koeficient, ale mézeme
zadat method=spearman,

m conf.level pre hladinu spolahlivosti, implicitne 0.95,

m alt pre urcenie obojstrannej resp. jednostrannej alternativy.
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Test pre korelaény koeficient
Priklad

Vyuzijeme zabudovani databdzu trees a otestujeme zavislost
medzi obvodom kmena stromu a jeho objemom.

> cor.test(trees$Girth,trees$Volume)
Pearsons product-moment correlation
data: trees$Girth and trees$Volume
t = 20.478, df = 29, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.9322519 0.9841887
sample estimates:
cor
0.9671194
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VSeobecny linedrny model

Vseobecny linedrny model ma tvar
Y = 0o+ 51Xy + foXo + B Xy + g,

kde:
Y je vysvetlovana premenn3,
X; st vysvetlujive ndhodné premenné,

B; st koeficienty, ktoré je potrebné odhadnit,

¢ je chybovy ¢len, predpoklada sa, ze ma normované normélne
rozdelenie.
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Jednoducha linearna regresia

Hodnoty ndhodnej premennej Y sa vysvetluji pomocou jedinej
vysvetlujlicej ndhodnej premennej X.

Zakladny tvar sa teda zjednodusi na
Y = BO + 51X + €.

Odhady koeficientov 5y a 1 sa uruji pomocou metddy
najmensich Stvorcov, t.j.

min Z (yi = Bo = Bx:)° -

80,81
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Urcenie parametrov linedrneho modelu v R

Pre urcenie odhadu parametrov linedrneho modelu pouzivame
funkciu lm(resp~varl,dataset), ktord ma tieto argumenty:

m resp vysvetlovand premenna, resp z anglického response,
m varl vysvetlujlica premennj,

m dataset mnozina vstupnych dat.

Poznamka: Pre ,Cistd" linedrnu zavislost y = $1 X pouZijeme
funkciu v tvare Im(resp~-1+varl,dataset).
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Jednoduchy linearny model - priklad

Na zéklade merani zaznamenanych v databdze trees chceme najst
linedrnu zavislost medzi objemom stromu a obvodom jeho kmena.

> Im(Volume~Girth,trees)

Call:
Im(formula = Volume ~ Girth, data = trees)
Coefficients:
(Intercept) Girth
-36.943 5.066

Je teda V = —36.943 + 5.066 - G.
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Zobrazenie regresnej priamky

Regresnt priamku doplnime do grafu nameranych hodn6t pomocou
funkcie abline ()

> plot(Volume~Girth, trees)
> abline(1lm(Volume~Girth,trees)
+ ,col="red")
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Spristupnenie analyzy modelu

Vysledok si ulozime ako objekt, napr. model<-1m(). Su tak
dostupné najma o ukazovatele presnosti vyrovnania modelom. (fit
of the model)

m Koeficient determinacie Rz,ktory charakterizuje, aka cCast
variability je vysvetlend modelom,

m Prisposobeny R?, obdoba koeficientu determinécie stpravou
vzhladom na pocet ¢lenov v modeli.

m Test vyznamnosti pre koeficienty, testuje hypotézu, i
koeficient je rozny od nuly a prispieva tak ku vysvetlujlcej
schopnosti modelu. pokial je mensi ako 0.05, odportca sa
dany faktor z modelu vyradit.

m F-test urcuje, ¢i je model Statisticky vyznamne lepsim
prediktorom nez strednad hodnota.
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Spristupnenie analyzy modelu

Pre siihrnné Statistiky pouzijeme funkciu summary (). Dostaneme:

m kvantily pre chyby,
m odhady koeficientov so smerodajnou odchylkou a testami
vyznamnosti,

2
m strednd kvadratickd odchylka reziduf %

m koeficient determinacie R* (bezny aj prisposobeny)
m F-test.
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Spristupnenie analyzy modelu

Nas priklad so stromami

> model<-1m(Volume~Girth,trees)
> summary (model)

Call:
Im(formula = Volume ~ Girth, data = trees)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max

-8.065 -3.107 0.152 3.495 9.587

Vyznamné kvantily rezidualnych chyb.
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Spristupnenie analyzy modelu

Nas priklad so stromami

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) -36.9435 3.3651 -10.98 7.62e-12 *x*xx*
Girth 5.0659 0.2474 20.48 < 2e-16 *x*x

Koeficient, pre kazdy z nich stredné kvadratickd odchylka, hodnota
testovacej Statistiky a p-hodnota. Obidva si s vysokou
pravdepodobnostou odlisné od nuly.
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Spristupnenie analyzy modelu

Nas priklad so stromami

Residual standard error: 4.252 on 29 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9353, Adjusted R-squared: 0.9331
F-statistic: 419.4 on 1 and 29 DF, p-value: < 2.2e-16

Koeficient determinécie R? = 0.9353, teda model vysvetluje az
93.53% variability. F-test, p-hodnota potvrdzuje vysokd
spolahlivost pre predikéné schopnosti modelu oproti odhadu
pomocou strednej hodnoty.
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Linearny model, dalsie funkcie

Funkcia coef (model) dava ako odpoved koeficienty modelu.

Funkcia confint (model) dava ako odpoved intervaly spolahlivosti
prekoeficienty modelu. Implicitna hladina spolahlivosti je 0.95, pre
jej zmenu treba zadat argument level=hodnota.
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Linearny model, dalsie funkcie

Nas priklad so stromami

> coef (model)
(Intercept) Girth
-36.943459 5.065856

> confint (model,level=0.99)

0.5 % 99.5 %
(Intercept) -46.21910 -27.667821
Girth 4.38399  5.747723
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Polynomialna regresia

Regresna funkcia je v tvare
2
Y = B + Bix + Box” + -+ Box" + €.

PouZijeme opat funkciu 1m(), argumenty budd ale resp, var,
I(var~2), I(var~3) atd., a dataset.

Mocniny I(var~2), I(var~3) musia byt zapuzdrené do IQ),
vzhladom na Speciadlny vyznam symbolov ~ a *.
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Polynomialna regresia

Nas pripad so stromami ako regresia pomocou kvadratickej funkcie

> Im(Volume~Girth+I(Girth~2),trees)
Call:
Im(formula = Volume ~ Girth + I(Girth~2), data = trees)
Coefficients:
(Intercept) Girth I(Girth~2)
10.7863 -2.0921 0.2545

Model ma teda tvar V = 10.7863 — 2.0921G + 0.2545G>.
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Polynomialna regresia

Sthrnné Gdaje ziskame podobne ako pri linedrnej regresii:

> model<-1m(Volume~Girth+I(Girth~2),trees)
> summary (model)

Call:
Im(formula = Volume ~ Girth + I(Girth~2), data = trees)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.4889 -2.4293 -0.3718 2.0764 7.6447
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Polynomialna regresia

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 10.78627 11.22282 0.961 0.344728
Girth -2.09214 1.64734 -1.270 0.214534
I(Girth~2) 0.25454 0.05817 4.376 0.000152

Residual standard error: 3.335 on 28 degrees of freedom

Multiple R-squared: 0.9616, Adjusted R-squared: 0.9588
F-statistic: 350.5 on 2 and 28 DF, p-value: < 2.2e-16
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Zobrazenie regresnej krivky

Regresntl krivku doplnime do grafu nameranych hodn6t pomocou
funkcie curve ()

> plot(Volume~Girth, trees)

> curve (
10.78627-2.09214%x+0.25454*x"2,
col="red",add=T)
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Multilinedrny regresny model

Regresna funkcia ma vSeobecny tvar

Y =B+ B1Xy + B Xo + B Xy + €.
Pouzijeme opat funkciu 1m(), avSak s viacerymi argumentmi
varl,var2, ... zodpovedajlicimi vysvetlujicim premennym.

V ramci viacnasobnej linedrnej regresie mézeme brat do Gvahy aj
vzajomné interakcie jednotlivych faktorov. Tieto interakcie sa
potom vyznacuji réznymi oddelovacmi premennych

varl, var2,....
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Multilinedrny regresny model - interakcie

Symboly pouzivané vo vztahoch premennych

m + oddeluje vysvetlujpe premenné,

® : vyznacuje interakciu medzi dvomi premennymi,

m * zkratka,pre vSetky interakcie, x*y*z expanduje na
Xtytz+x:iytx:izt+y:z+xiy:z

m ~ interakcie do daného stupna, (x+y+z)~2 expanduje na
X+y+z+xiy+xiz+y iz,
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Multilinedrny regresny model
Priklad

Vyuzijeme databazu mtcars, hladame zavislost spotreby od poctu
valcov, hmotnosti a vykonu vozidla.

> lm(mpg~cyl+wt+hp,data=mtcars)
Call:

lm(formula = mpg ~ cyl + wt + hp, data = mtcars)
Coefficients:

(Intercept) cyl wt hp
38.75179 -0.94162 -3.16697 -0.01804

Vysledny model

mpg = 38.75 — 0.94cyl — 3.17wt — 0.02hp.
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Multilinedrny regresny model
Priklad

Vyuzijeme databazu mtcars, hladame zavislost spotreby od
hmotnosti,vykonu a interakcie medzi nimi

> lm(mpg~wt+hp+wt*hp,data=mtcars)
Call:

lm(formula = mpg ~ wt + hp + wt * hp, data = mtcars)
Coefficients:

(Intercept) wt hp wt:hp
49.80842 -8.21662 -0.12010 0.02785

Vysledny model

mpg = 49.81 — 8.22wt — 0.12hp + 0.03 - wt - hp.
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Jednoduché transformécie premennych

Priamo v linedrnych modeloch mézeme na vysvetlovand premenni
aplikovat transformacné funkcie.

Tak napriklad pomocou 1m(log(y)~varl,dataset) ziskame
regresny model pre hodnoty logaritmov premennej y.

Ak sa v definicii transformacnej funkcie objavuji symboly pre
umocnennie ~, je ich potrebné uzavriet do I (). napriklad
Im(I(y~2)~varl,data=dataset).
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Jednoduché transformécie premennych
Priklad

Vyuzijeme zabudovan( databizu women,vyjadrime hmotnost ako
exponencialnu funkciu vysky.

> Im(log(weight)~height ,data=women)
Call:
Im(formula = log(weight) ~ height, data = women)
Coefficients:
(Intercept) height
3.27508 0.02518

Vysledny model
_ 3:27508+0.02518-h
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Jednoduché transformécie premennych

Zobrazenie regresnej krivky

Regresnt krivku doplnime do grafu nameranych hodn6t pomocou
funkcie curve ()

> plot(women$height ,women$weight)
> curve (exp(3.275+0.025184*x)
col="red",add=T)

women$weight
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Zahrnutie faktorovych premennych

Do regresného modelu m6zu byt zaradené aj premenné typu
factor.

O tom, ¢i je niektord z premennych typu faktor sa presved¢ime
pomocou funkcie class ()

Pre ukazky pouzijeme siibor people2.csv, ktory obsahuje (okrem
iného) daje o vyske, rozpati rik a farbe odi.

Budeme skimat zavislost vysky od rozpatia rak a farby oci, ktora
je zrejme premennou typu faktor.
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Zahrnutie faktorovych premennych
Priklad

> people2<-read.csv("people2.csv")

> class (people2$Eye.Color)

[1] "factor"

> Im(Height~Hand.Span+Eye.Color, people2)

Call:

Im(formula=Height~Hand.Span+Eye.Color ,data=people2)

Coefficients:

(Intercept) Hand.Span Eye.ColorBrown Eye.ColorGreen
82.8902 0.4456 -3.6233 -4.1924
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Zahrnutie faktorovych premennych

Co znamena vysledok

Coefficients:
(Intercept) Hand.Span Eye.ColorBrown Eye.ColorGreen
82.8902 0.4456 -3.6233 -4.1924

Model predikcie vysky v podla rozpatia HS je:

v = 82.89+045-HS pre osoby s modrymi ocami,
v 82.89 + 0.45 - HS — 3.6233 pre osoby s hnedymi o¢ami,
v = 82.89+0.45-HS —4.1924 pre osoby so zelenymi ocami.
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Zahrnutie faktorovych premennych

Zmena referencnej hodnoty faktora

V predchadzajliciom priklade bola ako referen¢nad hodnota farby odi
modra.

Referencnii hodnotu je mozné zmenit pomocou funkcie
relevel().

Syntax je:
>dataset$variable<-relevel (dataset$variable,"reflevel")

kde reflevel je nova hodnota

Ales Kozubik KMMOA



Zahrnutie faktorovych premennych

Zmena referencnej hodnoty faktora - ukazka

>people2$Eye.Color<-relevel (people2$Eye.Color,"Green")

>1lm(Height~Hand.Span+Eye.Color ,people2)

Call:

Im(formula=Height ~Hand.Span+Eye.Color ,data=people2)

Coefficients:

(Intercept) Hand.Span Eye.ColorBlue Eye.ColorBrown
78.6978 0.4456 4.1924 0.5690
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Logisticka regresia

Vyuziva sa na predikciu pravdepodobnosti vyskytu urcitej udalosti,
resp. zavislej ndhodnej premennej, ktord nadobidda dichotomické
hodnoty 0 alebo 1.

Nech Xi,..., X, je ndhodny vyber, a a B,k =1,...,n parametre
modelu.

Ocakavani hodnotu zavislej premennej Y potom predpokladdme v
tvare
1

E(Y) = .
(¥) 1 + e(-a+Xi Biox)
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Logisticka regresia
Priklad

Na zaklade databazy mtcars zostavime model logistickej regresie
pre predpovedanie, ¢i ma vozidlo automatickd alebo manuélnu
prevodovku, v zavislosti od vykonu hp a hmotnosti weight.

Model méa teda podobu

1

Plmt =1) = T mmw

Pouzijeme funkciu glm(), ktorad vytvara zovseobecneny linearny
model. Pouzijeme argument family=binomial.
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Logisticka regresia
Priklad

> am.model<-glm(am~hp+wt,data=mtcars,family=binomial)
> am.model
Call:glm(formula=am~hp+wt,family=binomial ,data=mtcars)
Coefficients:

(Intercept) hp wt
18.86630 0.03626 -8.08348
Degrees of Freedom: 31 Total (i.e. Null); 29 Residual
Null Deviance: 43.23
Residual Deviance: 10.06 AIC: 16.06
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Logisticka regresia

Predikcia podfa modelu

> newdata<-data.frame (hp=120,wt=2.8)

> predict (am.model ,newdata,type="response")
1

0.6418125

Pravdepodobnost, Zze dané vozidlo bude mat manudlnu prevodovku
je 0.6418125.
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Logisticka regresia

Testy vyznamnosti pre koeficienty

> summary (am.model)

Call:
glm(formula=am~hp+wt,family=binomial ,data=mtcars)
Deviance Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.2537 -0.1568 -0.0168 0.1543 1.3449
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z]l)

(Intercept) 18.86630 7.44356 2.535 0.01126
hp 0.03626 0.01773 2.044 0.04091
wt -8.08348 3.06868 -2.634 0.00843

(Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)

Null deviance: 43.230 on 31 degrees of freedom
Residual deviance: 10.059 on 29 degrees of freedom
AIC: 16.059
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Logisticka regresia

Vyznam premennych

Niektoré nové premenné:

m deviance, s privlastkom null udava odchylku ak by sa pouZil
iba konstantny ¢len, s privlastkom residual je zostatkova
odchylka celého modelu. V nasom pripade sa odchylka
vyrazne zredukovala z 43.23 na hodnotu 10.059,

m Fisherov iteracny proces je druhom Newtonovej metody pri
hladani maxima vierohodnosti. Cislo udava pocet iteracif,
ktoré boli potrebné na vyrovnanie.

m AIC je Akaikeho Informacné kritérium, jeho Ciselnd hodnota
sama o sebe nema redlny vyznam, slGzi na porovnanie
alternativnych modelov. treba vyberat modely s nizsim AIC.
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