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01. Uvod do wxMaxima

NS N

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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01. Zakladni pojmy

e

o Ptikazy zaddvame na samostatné radky (vstupni fadky).

Jejich realizace je zajist&na sou€asnym stisknutim klaves [Shift]a [Enter| nebo kliknutim
v menu na ikonu B (Send the current cell to maxima).

o Vstupni radky jsou uvedeny jako (%il).
o Vystupni radky jsou uvedeny jako (%o1).

o Cisla pro vstupni ¥adek a pFisludny vystupni ¥adek jsou stejna a na zakladé nich se
mizeme odvolavat na obsahy téchto radkda.

(%il) First input line.
(%o0l) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.
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01. Zakladni pojmy

o Prikazy se provadéji na novych samostatnych radcich (vystupnich fadcich).

o Prtikazy na vstupnich fadcich mohou byt ukonéeny symbolem ; nebo symbolem $,
ktery potlacuje zobrazenf pfislusného vystupu.

%il) solve (0=x+2,x);
%o0l) [x = —2]

%i2) %hil;

%02) solve(0 = x +2,x)
%i3) %ol

(
(
(
(
(
(%03) [x = —2]
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01. Zakladni pojmy

o Na vstupni radek miizeme zadat vice prikazi, ale musime je oddélit symboly ; nebo $.

o Prikaz mizeme také strukturovat na vice vstupnich radka.

(%il) a:2;b:3;solve(a*x+b*x~2=0,x)
(@ 2
(b) 3

%o0l) [x =—2,x=0]

( -3
(%i2) a:2$ b:3$ solve (a*xx+b*xx~2=0,x);
(%02) [x=—-2,x=0]
(%i3) a:2%
b:3$
solve (a*x+b*x"2=0,x) ;
(%03) [x=—-2%,x=0]
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01. Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v rlznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.
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01. Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v rlznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.

(%03) [x = f%x = 0]

Vystup (%o3) z predchoziho okna miizeme:

o Kopirovat pomoci [Ctrl C|a [Ctrl V], resp. kopirovat jako text (Ize pouZit napt. pro
editor rovnic MSWord): x=-2/3,%=0,

o Kopirovat jako IATEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG. ..
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01. Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v rlznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.

(%03) [x=—2,x=0]

Vystup (%o3) z predchoziho okna miizeme:

o Kopirovat pomoci [Ctrl C|a [Ctrl V], resp. kopirovat jako text (Ize pouZit napt. pro
editor rovnic MSWord): x=-2/3,%=0,

o Kopirovat jako IATEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG. ..

Prosttedi wxMaxima ma dobre propracovany help pro uZzivatele, ktery najdete v menu Help.
Help otevieme i stisknutim klavesy F1.

Névod najdeme i na strance
https://maxima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.
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02. Zakladni ptikazy

o Pomoci apropos zjistime presny nazev prikazu pomoci ¢asti jeho nazvu.

(%il) apropos("plot")
(%o01) [barsplot,boxplot,contour_plot,get_plot_option,gnuplot,. . .

o Ptikaz describe vypiSe popis zadaného prikazu

(%il) describe (plot2d)$
- - Function: plot2d
plot2d (<expr><,<range_x><,<options><)
plot2d (<expr_<>=<expr_<>,<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([parametric,<expr_x><,<expr><_y,<range><],<options><)
plot2d ([discrete,<points><],<options><)
plot2d ([contour,<expr><],<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([<type_<>,...,<type_n><],<options><)
There are 5 types of plots that can be plotted by ’plot2d’:

1. Explicit functions. ’plot2d’
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02. Zakladni ptikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.
o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.
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02. Zakladni ptikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.
o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.

o Nasledujici prikazy Fesi rovnici 2x + 3x> = 0 s nezndmou promé&nnou x.

(%il) a:2$ b:3% solve(a*x+b*x"2=0,x);
(%o1) [x = —2,x=0]
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02. Zakladni ptikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.

o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.

o Nasledujici prikazy Fesi rovnici 2x + 3x> = 0 s nezndmou promé&nnou x.

(%il)

(%o01)

a:2% b:3% solve(a*x+b*xx"2=0,x);
[x =—%,x=0]

o Pomoci prikazu kill miZeme z paméti odstranit proménné se vSemi jejich prirazenimi
a vlastnostmi.

(%il)

(%i2)

kill(a,b)
/* removes all bindings from the arguments a,b */
kill(all) /* removes all items on all infolists */
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02. Zakladni ptikazy

o V menu a podmenu [Display equations]|miizeme zménit zobrazeni vystupnich

tadk( na tvary [in 2D] (implicitni tvar), [as 1D ASCII| +nebo [as ASCIT Art].

e Nastaveni vystupu mizete zménit také prikazem set_display.

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$

(%o1) x/sqrt(x?+1) /* as 1D ASCII x/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$
X
%) ccccoc=es= /* as ASCII Art x*/
2
sqrt(x + 1)
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03. Prace s cisly a zakladni konstanty

o Maxima dokéaze pracovat s redlnymi Cisly v numerickém nebo symbolickém tvaru.

o Zplisob zapisu realnych &isel Ize nastavit v menu pomoci prepinace
[Numeric Output| mezi numerickym a symbolickym zobrazenim.

o Nastaveni proménné numer urcuje zplsob zobrazeni.
o Standardné se zobrazuje 16 &islic (véetné desetinné ¢arky).

o Presnost zobrazeni je definovana proménnou fpproc a ovliviiuje zobrazeni
pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje zdy stejné.
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03. Prace s cisly a zakladni konstanty

Maxima dokaze pracovat s readlnymi Cisly v numerickém nebo symbolickém tvaru.

Zpiisob zépisu redlnych &isel Ize nastavit v menu pomoci prepinace
[Numeric Output| mezi numerickym a symbolickym zobrazenim.

Nastaveni proménné numer urcuje zpisob zobrazenf.
Standardné se zobrazuje 16 &islic (véetné desetinné carky).

P¥esnost zobrazeni je definovana proménnou fpproc a ovliviiuje zobrazeni
pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje zdy stejné.

Standardné se komplexni ¢isla zadavaji v algebraickém tvaru (rectform). Pomoci pfikazu
polarform je mizeme prevést do trigonomického (exponencidlniho) tvaru.

(%il) z:1+%i;

) i+l

(%i2) polarform(z)+rectform(z);
(%02) V2e T +itl
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03. Prace s cisly a zakladni konstanty

o Presnost miizeme zvySovat nebo snizovat prakticky donekonecna.

o Mizeme ji ménit globalné i lokalné jen pro jednu proménnou nebo prikaz.

(%i1) log(2);

(%o1) log(2)

(%i2) log(2) ,numer;
(%02) 0.6931471805599453
(%i3) float(log(2));
(%03) 0.6931471805599453
(%i4) bfloat (log(2));
(%04) 6.931471805599453b — 1

(%i5) log(2) ,bfloat;

(%05) 6.931471805599453b — 1

(%i6) bfloat (log(2)) ,fpprec=34;

(%06) 6.931471805599453094172321214581766b — 1
(%i7) bfloat (log(2)),fpprec=134;

(%o7) 6.93147180559945 [106digits] 8552023575813bH — 1
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03. Prace s cisly a zakladni konstanty

o Ciselné konstanty e, m, i (imaginarni jednotka) maji prefix %, tj. %e, %pi, %i.

To plati i kdyz jsou soucasti nebo vysledkem vypocti.
o Maxima ma preddefinované konstanty inf, minf pro redlnad nekonecna oo, —oo.
e Maxima mé preddefinovanou konstantu infinity pro komplexni nekonecno.

o Logické konstanty true a false predstavuji pravdu a nepravdu.

%il) %hpithi+iie;
%o0l) ™+ %i+%e
%i2) [minf ,inf];
%02) [—00, 0]

%i3) infinity;

(
(
(
(
(
(%o03) infinity
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04. Prirazeni a funkce

o Maxima obsahuje mnohem vice funkci nez standardni programovaci jazyky.

Jsou to nejen samotné funkce, ale také rzné funkce na jejich podporu.
o Operator : pouzivame k pFifazovani hodnot nebo vyrazli proménnym.

o Funkce definujeme pomoci prirazeni :=.

(%il) f£(x):=x"2+2%x+3;

(%01) f(x):=x*>+2x+3

(%i6) £(x);f(y);f(x+1);
£(-2);£(1);

(%02) x?>+2x +3

(%03) y*>+2y+3

(%04) (x+1)>+2(x+1)+3
(%05) 3

(%06) 6
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04. Prirazeni a funkce

Maxima obsahuje mnoho elementarnich funkci. Jsou to napriklad:
o exp(x)=le~x, log(x),
o goniometrické funkce ak nim inverzni funkce

sin(x) and asin(x), cos(x) and acos(x), tan(x) and atan(x),
cot (x) and acot (x),

o hyperbolické funkce ak nim inverzni funkce

sinh(x) and asinh(x), cosh(x) and acosh(x), tanh(x) and atanh(x),
coth(x) and acoth(x) atp.
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04. Prirazeni a funkce

Maxima obsahuje mnoho elementarnich funkci. Jsou to napriklad:
o exp(x)=le~x, log(x),
o goniometrické funkce ak nim inverzni funkce

sin(x) and asin(x), cos(x) and acos(x), tan(x) and atan(x),
cot (x) and acot (x),

o hyperbolické funkce ak nim inverzni funkce

sinh(x) and asinh(x), cosh(x) and acosh(x), tanh(x) and atanh(x),
coth(x) and acoth(x) atp.

Pro forméatovani vypisu mizeme pouzit prikaz print.

(%i3) 2:2% b:log(2) ,numer$
print ("Logarithm of a number",a,
" is ",log(a),"=",b)$
Logarithm of a number 2 is log(2) = 0.6931471805599453

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06

04. Prirazeni a funkce

Mezi zakladni funkce patfi také:

(%id)

(%i6)

(%i8)

(%i10)

(%i12)

f(x):=sign(x)$ g(x):=abs(x)$
print (£(-3.6) ,£(-3.2),f(-3),£(0),£f(3),f(3.2),f(3.6))%
print (g(-3.6),g(-3.2),g(-3),g(0),g(3),g(3.2),g(3.6))$
neg neg neg zero pos pos pos
36 323033236
f(x):=floor(x)$ /* bottom whole of x */
print (£(-3.6) ,£(-3.2),f(-3),£(0),£f(3),f(3.2),f(3.6))%
-4 -4 -30333
f(x):=round(x)$

/* rounded x to the nearest integer number x*/
print (£(-3.6) ,£(-3.2) ,£(-3),£(0),£(3),£(3.2),£(3.6))$%
—4 -3 30334
f(x):=truncate(x)$

/* removes all digits after the decimal point */
print (£(-3.6),£(-3.2),£(-3),£(0),£(3),£(3.2),£(3.6))$
-3 -3-30333
f(x):=ceiling(x)$ /* upper integer x */
print (£(-3.6) ,f(-3.2),£f(-3),£(0),£f(3),f(3.2),f(3.6))%
-3 -3 -30344
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04. Prirazeni a funkce

o Maxima také obsahuje mnoho funkci pro jejich podporu.

o Nékteré z nich nejsou implementovany pfimo v prostredi wxMaxima, ale v externich
knihovnach, které nazyvame balicky.

o Tyto balicky se nactou do systému pomoci prikazu load.

o Na ukazku uvedeme balicek spangl pro podporu prace s goniometrickymi funkcemi.

(%i2) print(tan(%pi/8), ratsimp(tan(%pi/8)),
trigsimp (tan (%pi/8)))$
tan(g) tan(3) z;:_((%%))

%i3) load(spangl);

%03) ../share/trigonometry/spangl.mac
%i4) tan (%pi/8);

(
(
(
(%o04) V2 -1
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05. Prace s vyrazy

Mnohokrat potrebujeme zménit podminky pouze lokalné pro konkrétni vypocet bez zmény
globalniho nastaveni. Za timto iéelem ma Maxima velmi efektivni prikaz ev.

o Ptikaz ev umoznuje definovat specifické prostredi v ramci jednoho prikazu.

o Po zadani prikazu ev(a,bl,b2,..., bn) se vyhodnoti vyraz a pri splnéni podminek b1,
b2, ..., bn.

e Témito podminkami mohou byt rovnice, pfitazeni, funkce, prepinace (logicka nastaven).
Priklad ukazuje priklad Ffeseni kvadratické rovnice pomoci prikazu solve.

o Proménné a, b, ¢ po provedeni prikazu ev nemaji prirazené hodnoty.

%il) ev(solve(a*x~2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
%ol) [x =3,x=—1]

%i2) solve(a*x"2+b*x+c=0,x);

%02) [X _ Vb2_233C+b,X _ \/b2—2;13c—b]

(
(
(
(
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05. Prace s vyrazy

Maxima nabizi nékolik prikaz( pro zjednoduseni a Gpravu rdznych vyrazi.

o Zakladni funkce naleznete v menu [Simplify].
e Maxima nabizi pomoci prikazu example priklady k jednotlivym prikaziim.

o Podivejme se na nékteré z prikladd, které nabizi example (ratsimp).

(%i2) f(x):=b*(a/b-x)+b*x+a$

print (£(x),"?",ratsimp(£(x)))$

bx +b(f —x)+a ? 2a

(%i3) ratsimp(a+l/a);
(%03) £+l
(%i4) ev(x~(a+l/a),ratsimp);
(%04) x23
(%i5) ev(x~(a+l/a),ratsimpexpons) ;
(

241

%05) x =
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05. Prace s vyrazy

o Funkce expand rozndsobi prislusné ¢leny ve vyrazu.
Funkce faktor naopak vyraz rozlozi.
Funkce gfactor to délad nad polem komplexnich cisel.

(%i1) f(x):=(x+1)*(x"2-4)*(x"2+4)%

(%i3) ratsimp (f(x));expand(f(x));

(%02) x5+ x* —16x — 16

(%03) x5+ x* —16x — 16

(%i6) factor (f(x));gfactor (f(x));factor (100);
(%04) (x —2)(x + 1)(x +2)(x* + 4)

(%05) (x —2)(x + 1)(x +2)(x — 2% i)(x +2%i)

(%06) 2252
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05. Prace s vyrazy

o Funkce expand rozndsobi prislusné ¢leny ve vyrazu.
Funkce faktor naopak vyraz rozlozi.
Funkce gfactor to délad nad polem komplexnich cisel.

(%i1) f(x):=(x+1)*(x"2-4)*(x"2+4)%

(%i3) ratsimp (f(x));expand(f(x));

(%02) x5+ x* —16x — 16

(%03) x5+ x* —16x — 16

(%i6) factor (f(x));gfactor (f(x));factor (100);
(%04) (x —2)(x + 1)(x +2)(x* + 4)

(%05) (x —2)(x + 1)(x +2)(x — 2% i)(x +2%i)

(%06) 2252

e Racionalni lomenou funkci rozloZime na parcialni zZlomky pomoci partfrac.

(%il) partfrac ((x+1)/(x"2-2*%x+1) ,x);
(%01) 25 + e
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05. Prace s vyrazy

Substituovat vyrazy mizeme pomoci prikazi subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c).

Viyraz a bude nahrazen vyrazem b a nasledné dosazen do vyrazu c.

P¥i pouziti pfikazu subst musi byt b nejjednodussi ¢asti (atomem) resp. kompletnim
podvyrazem vyrazu c.

V prikladu nenf podvyraz x+y dplny (chybi z).

Ptikaz ratsubst vysledny vyraz také upravi.

(%i2) subst(x+y,a,a”2+b~2); ratsubst(x+y,a,a”2+b"2);
(%ol) (y+x)2 + b2

(%02) y? 4 2xy + x? + b?

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z); ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z+y+x

(%04) z+ a
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6. Limity a derivace

V menu najdeme funkce pro fedeni zakladnich problém@ matematické analyzy
(limity, derivace, integrély, soucty fad, ...).

Limity vypocteme pomoci ptikazu 1limit.

o Posledni parametr uréuje smér jednostrannych limit, m& hodnoty plus nebo minus
a je volitelny.

Pokud neni zadan, Maxima pocita limitu jako komplexnf.

o Pfikazem limit (f(x),x,a) vypolitdme limitu lim f(x).
X—a

o Ptikazem limit (£ (x),x,a,plus) vypocitame limit lim f(x).

x—at
(%i4) 1limit(1/x,x%,0); limit(1/x,x,0,plus);
limit(1/x,x,0,minus); limit(1/x,t,0);
(%o1) infinity
(%02) oo
(%03) —oo
(%o04) %
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06. Limity a derivace

Pokud pred prikazem pouzijeme apostrof ’, tento prikaz se neprovede, pouze se zobrazi.

(%i2) 1limit (((1-n)/(1+3*n)) " (1+4*n) ,n,inf);
’1imit (((1-n)/(1+3*n)) "~ (1+4%*n) ,n,inf);

(%o01) O

. 1— 4n+1
(%02) lim (335)

(%i2) 2+3; ’2+3;

(%o01) 5

(%02) b

(%i4) solve(x+1=0,x);’solve(x+1=0,x);
(%03) [x = —1]

(%04) solve(x +1 =0,x)
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06. Limity a derivace

Derivace se pocitaji pomoci prikazu diff.

Parametr, ktery urcuje rad derivace, je volitelny.

(%i4) f£(x):=2xx"4-3*xx+sin(x);
print ("f’=",diff (£(x),x),
"=t diff (£(x),x,1))$
print ("f’’=",diff (diff (£f(x),x),x),
v=r diff (£(x),x,2),
=" ,diff (£(x),x,1,x,1))$
print ("f~(10)=",diff (f(x),x,10),
"=t diff (£(x),x,1,%x,9))8$
(%01) f(x) :=2x* — 3x + sin(x)
f' = cos(x) + 8x> — 3 = cos(x) + 8x3 — 3
" = 24x2 —sin(x) = 24x? — sin(x) = 24x? — sin(x)
f(10) = —sin(x) = —sin(x)
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06. Limity a derivace

Parcialni derivace pocitdme pomoci stejného prikazu diff.

(%i3) g(x,y):=x"3*%xy~2-1;

print ("g’ _x=",diff (g(x,y),x),

", respectively
g’ _y=",diff(g(x,y),y,1))$
print ( "g’’_(xx)=",diff (g(x,y),x,2),
v, g’ _(yx)=",diff (g(x,y),y,1,x,1),
v, g’ _(xy)=",diff (g(x,y),x,1,y,1),
g’’ _(yy)=",diff(g(x,y),y,1,y,1))$

(%01) g(x,y) :=x3y%2 -1

g'_x =3x%y?, respectively g'_y = 2x3y

>

n
>

1" 3

g"_(xx) =6xy?, g"_(yx) =6x%y, g’_(xy) =6xy, g

/!

_(yx) =2x
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6. Limity a derivace

Taylorlv polynom n-tého stupné vypocitame pomoci prikazu taylor.

o Tento pfikaz najdeme v menu a podmenu [Get Series...]|

o Taylorovou fadu funkce f stupné n ve stfedu ¢ vypocteme prikazem
taylor (f(x),x,c,n).

o Jeji koeficienty vypoclitdme pomoci prikazu coeff.

e Pouziti tohoto pfikazu zavisi na pfikazu taylor.

(%i1) til:taylor(sin(x),x,0,5); t2:taylor(sin(x),x,-1,4);
3 5
L) w=2=dramd=coe . , , _ \
(t2) —sin(l) +COS(1)(X+ 1) + sm(l)(2><+1) . cos(l)éx+l) _ 5|n(1)2(;<+1) +...
(%i3) print(coeff (sin(x),x,5)," and ",coeff (tl,x,5),
" and ",coeff(t2,x,5))%

1 cos(1)
0 and 355 and 5
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06. Limity a derivace

V prikladu je vypocitan Tayloriiv polynom daného polynomu jinym zptisobem.

Ptikaz taylor dava na konec tfi tecky i kdyz je vyvoj ukoncen.

(%il) f£(x):=2%xx"5-x"4-3%x"3-x+1;

(%01) f(x):=2x5 —x*+ (-3)x® —x+1

(%i2) tpl:taylor (f(x),x,-1,5);

(tpl) 24+4(x+1) —17(x +1)? +21(x + 1)> = 11(x + 1)* + 2(x + 1)° + - --
(%i4) ratsimp(tpl);expand(tpl);

(%03) 2x°> —x* —3x3 —x+1

(%04) 2x°> —x* —3x3 —x+1

(%i6) tpx:ratsubst(t,x+1,f(x));subst(x+1,t,tpx);
(tpx)  2t% — 11t* 4+ 21¢3 — 17t% + 4t + 2

(tp2) 2(x +1)° —11(x +1)* +21(x +1)> = 17(x + 1)> + 4(x + 1) + 2
(%i7) tpl-tp2;

(%07) O+ ---
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07. Grafy funkci

Graf funkce mizeme vyli¢it nékolika zplsoby.

o Nejjednodussi zpiisob je zvolit v menu podmenu |[Plot 2d ...|

o Zvolime-li [Format=gnuplot], funkce se vykresli pfikazem plot2d do nového okna
pomoci programu Open Source Gnuplot.
Gnuplot se automaticky nainstaluje spolu s Maxima.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot])$

s —
cos()
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07. Grafy funkci

Grafy funkci nejsou zobrazeny v redlném poméru os x a y, ale jsou optimalizované pro
obrazovku.

o Pro spravné zobrazeni mizeme pouzit napf. parametr same_xy.

(%i1l) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot],[same_xy]l)$
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07. Grafy funkci

Zvolime-li [Format=wxmaxima];

e Maxima vykresli graf pomoci ptikazu plot2d do nového okna.

o Obrazek miZeme ulozit pouze do postscriptu.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, xmaximal])$
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07. Grafy funkci

Zvolime-li [Format=inlinel:

e Maxima nakresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do svého prostredi.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

St

cos(x) —|

(%ol) S ;
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07. Grafy funkci

Zvolime-li [Format=inlinel:

e Maxima nakresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do svého prostredi.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

St

cos(x) —|

(%ol) S ;

Prikazy plot2d a wxplot2d maji stejnou syntaxi a mnohem vice parametr.

o Parametry zjistime napriklad pfikazem describe (plot2d).
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07. Grafy funkci

Pokud chceme zobrazit implicitni funkci, musime nacist knihovnu implicit_plot.

o V novéjsich verzich (minimalné wxMaxima 21.05.2) to uz neni nutné.

(%i1)
(%o01)
(%i2)

load(implicit_plot);

../share/contrib/implicit_plot.lisp
implicit_plot(x~2+y~2-1, [x,-1,11, [y,-1,11)$
implicit_plot is now obsolete. Using plot2d instead:
plot2d (y"2+x"2-1=0, [x,-1,1], [y,-1,11)
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07. Grafy funkci

Graf funkce mizeme vykreslit nékolika zpiisoby.

Vyhodnéjsi je pouzit prikazy wxdraw2d nebo draw2d a vystup pfesmérovat na Gnuplot.

Tyto prikazy maji mirné odliSnou syntaxi nez wxplot2d, plot2d.
Parametry tisku jsou jednodussi a prehlednéjsi.

Vykreslovana funkce musi byt v ptikazu explicit, parametric nebo implicit.

(%i1l) wxdraw2d (explicit((sin(x)),x,-2,2))$

1
0.8
0.6 -
04 -
02+

0L
02 L
04 L
0.6 -
08 L
1 I I I I I I I

(%01) 2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
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07. Grafy funkci

Kresleni pomocf prikaz(i wxdraw2d a draw2d.

o Pro spravné zobrazeni miZzeme pouzit napf. parametr proportional _axes.

(%il) draw2d (proportional_axes=xy,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit((sin(x)) ,x,-%pi,%pi),
label (["explicit",-1.25,-.5]),
color=red,parametric(t,cos(t),t,-%pi,%hpi),
label (["parametric",1.25,-.5]),
color=green,implicit(x~2+(y+1)°2-4,x,-2,2,y,0,1),
label (["implicit",-2,.5]))$

- -,_"\\/// \\\

05 / /// \\\ \

0 N

AN / N

05F Qplicit p parametric \

-

//
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07. Grafy funkci

o Prikaz draw2d.

(%il) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,2%%pi] ,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit((sin(x)) ,x,0,2*%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2x%pi))$

0.5

/// \\\

\

\ \
05 \ \ /
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07. Grafy funkci

Prikaz wxdraw2d.

(%i1)

wxdraw2d (xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,2%%pi] ,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit((sin(x)) ,x,0,2*%pi),
color=red,explicit ((cos(x)),x,0,2x%pi))$
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07. Grafy funkci

o Stejnym zplisobem nakreslime parametrickou krivku nebo funkci.

(%il) draw2d (proportional_axes=xy,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-%pi,%pil,yrange=[-1.2,1.2],
color=blue,explicit ((sin(x)) ,x,-%pi,%kpi),
color=red,nticks=300,
parametric (cos(t),sin(t),t,0,2*%pi))$
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08. Posloupnosti a fady

Posloupnosti mizeme v Maxima vytvorit nékolika zpisoby.
o Posloupnosti mizeme vytvorit napriklad prikazem makelist nebo prikazy cyklu for. .do.

o Ptikaz makelist vytvori seznam, ktery mizZeme zobrazit i jako celek i po clenech.

(%i2) S1l:makelist (2*n~2-1,n,1,10);
S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
(s1) [1,7,17,31,49,71,97,127,161,199]
(s2) [7,31,71,127,199]
(%i4) S1[1];S2[1]1;S1[10];
(%03) 1
(
(%05) 199
(%i6) S1[12];
inpart: invalid index 12 of list or matrix.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
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08. Posloupnosti a fady

o Posloupnost je vygenerovana i se svymi vzory a poté se vykresli pomoci draw2d.

o Usporadané dvojice jsou v hranatych zavorkach a poté jsou zobrazeny jako body v roviné.

(%i1) Sil:makelist([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

(s1) [[1,3],[2,1],[3, 31, 14, &1, 15, 31, [6, 1, [7, 1. 8, 31, [9, 351 [10, 3311

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,11] ,yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

B
e
e
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08. Posloupnosti a fady

o Pomoci pikazu for..do vypReme n&kolik &lenti posloupnosti {2n? — 1}~ .

(%i1) (for n:1 thru 15 do (a_n: 2*n~2-1, print(a_n)) )$
1
7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287
337
391
449
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08. Posloupnosti a fady

o Hezkym prikladem uziti pfikazu for..do je Fibonacciho posloupnost.

(%i3) a0:0% al:1$ (for i:1 thru 14
do (an:al+al0,print(an),al:a0,al:an))$

Gl W N ==

21
34
55
89
144
233
377
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08. Posloupnosti a fady

Soucet fady mizeme vypocitat pfikazem sum.

Tento piikaz naleznete v menu a podmenu [Calculate Sum...]|

o Pomoci prikazu sum vypocitdme konecny i nekoneény soucet.

(%il) sum(2*n~2-1,n,1,8);
(%o1) 400

o Maxima dokaze vypocitat presny soucet nékterych nekonecnych rad.

(%i2) sum(1/k"2,k,1,inf);
sum (1/k"2,k,1,inf) ,simpsum;

(%ol) 21 ()
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08. Posloupnosti a fady

(o]

o Ciselnou fadu Y (%) Ize graficky zobrazit nasledovng.
k=1

(%i1) a(n):=1/n"2$%
rec:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,10)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-1,11] ,yrange=[-0.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec,
color=blue,explicit(a(n),n,0,11))$
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02. Realné funkce

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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01. Zakladni pojmy

o Binarni relace f mezi mnoZinami A# () a B # () je kazdé f C A x B.
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o Binarni relace f mezi mnoZinami A# () a B # () je kazdé f C A x B.

o Pokud pro kazdé x € A existuje nejvySe jedno y € B takové, ze [x; y] €f, pak se relace f
nazyvé funkce (zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, oznadeni f: A — B.

Zapisujeme [x; y] € f nebo y = f(x).

e xcA Vzor, nezavisla proménna, argument.

o yeB Obraz, zavisla proménna, hodnota funkce.

o D(f)={xe€A yeB:[x;ylef} Defini¢ni obor funkce f (mnoZzina vzoril).
o H(f)={yeB,3xeD(f): [x;y]ef} Obor hodnot funkce f

(mnoZina obrazi).
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Binarni relace f mezi mnozinami A # () a B # () je kazdé f C A x B.

Pokud pro kazdé x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, Ze [x; y] €f, pak se relace
nazyvé funkce (zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, oznadeni f: A — B.

Zapisujeme [x; y] € f nebo y = f(x).

x€EA Vzor, nezavisla proménna, argument.

yeB Obraz, zavisla proménna, hodnota funkce.

D(f) ={x€A,yeB: [x;y]lef} Defini¢ni obor funkce f (mnoZzina vzoril).
H(f) ={yeB,3xeD(f): [x;y]ef} Obor hodnot funkce f

(mnoZina obrazi).
Relace a funkce jsou mnoziny usporadanych dvojic.

f = g predstavuje ekvivalenci [x; y]€f < [x;y] € g,
tj. D(f) = D(g) a pro vSechny x € D(f) plati f(x) = g(x).
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02. Posloupnosti (realnych cisel)

{an} o, ={2n—-1}72, ={1,3,5,...}.

o Explicitni zadanf: a,=2n—1, neN.
o Rekurentni zadani: a=1 a1 =a,+2 neN.
(%i3) a(n):=2*n-1$ S:makelist(a(n),n,1,8);
(S) [1,3,5,7,9,11,13,15]
(%i4) an:1$ (for n:1 thru 8 do (print(an),an:an+2))$
1
3
5
7
9
11
13
15
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02. Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;, a,€R.

o Pokud je {kn} <, C N rostouci posloupnost (pfirozenych &isel, indexi), pak se {ax,} -,
nazyva podposloupnost (vybrana posloupnost z) {a,} ;.
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02. Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;, a,€R.

o Pokud je {kn} <, C N rostouci posloupnost (pfirozenych &isel, indexi), pak se {ax,} -,
nazyva podposloupnost (vybrana posloupnost z) {a,} ;.

Podposloupnosti {a,} -, = {2n— 1}, ={1,3,5,7,9,11,13,.. .} jsou napfiklad:

o {atro; =A{amte; ={a2 as,3,...} ={3,7,11,...} = {4n— 1} .
o {an}, ={2n—1}2,. o {2}, = {2n— 1}, o {101,109, 235,637, ...}.

(%i2) a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);

(%02) [1,3,5,7,9,11,13]

(%i3) makelist(a(2*n),n,1,7);

(%03) [3,7,11,15,19,23,27]

(%i4) makelist(a(2%n),n,2,7);

(%o04) [7,11,15,19,23,27]

(%i5) print(a(51),a(b55),a(118),a(319))%$
101 109 235 637
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(%il)

a(n):=(n"2+n)/(n"3-2)%$

Sa:makelist ([n,a(n)]l,n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf))$
limit a(n)=0
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(%il) a(n):=(n"2+n)/(n"3-2)%
Sa:makelist ([n,a(n)]l,n,1,15)$
print ("limit a(n)=",limit(a(n),n,inf))$
limit a(n)=0

. 3 . n2 n— —2
o lim =2 = [im 4;4444)__
n—soo M TN n—oo M(+n

(%il) b(n):=(n"3-2)/(n"2+n)$
Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
print ("limit b(n)=",limit(b(n),n,inf))$
limit b(n)= o0
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02. Posloupnosti (realnych cisel)

(%il)

a(n):=(n"2+n)/(n"3-2)$%$ Sa:makelist([n,a(n)],n,1,15)$
b(n):=(n"3-2)/(n"2+n)$ Sb:makelist ([n,b(n)],n,1,15)$
draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,16] ,yrange=[-2.5,10],
color=green,explicit(a(n),n,1,16) ,point_type=7,
color=red,points(Sa),
label(["a(n)=(n"2+n)/(n~3-2)",10,a(10)+1]1) ,
color=green,explicit(b(n),n,1,16) ,point_type=7,
color=blue,points(Sb),
label (["b(n)=(n"3-2)/(n"2+n)",10,61))$
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03. Ciselné fady

Pokud je {an} -, posloupnoco)st,

pakse Y a,=a;+a+ - -+ a, + --- nazyva (nekonecna Ciselna) fada.
n=1
o Ciselné fady Gzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem scitani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.
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03. Ciselné fady

Pokud je {an} -, posloupnoco)st,

pakse Y a,=a;+a+ - -+ a, + --- nazyva (nekonecna Ciselna) fada.

n=1

o Ciselné fady Uzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem sc¢itani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.

o0
Y ap=ata+ta+--+ax +akr1+ akio+ Azt

n=1
k oo
sk:Z a; (k-ty &aste¢ny soulet) re= Z a;i (k-ty zbytek)
i=1 i=k+1
[e'S) o o0
o {si}iy ={s1,%,53,...} ={sn},-1 posloupnost ¢astecnych souctii fady Y a,.

n=1
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03. Ciselné fady

Pokud je {an} -, posloupnost,

pakse Y a,=a+a +---+a,+ - nazyvad (nekoneéna Ciselna) fada.

n=1

o Ciselné fady Uzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem sc¢itani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.

o0
Y ap=ata+ta+--+ax +akr1+ akio+ Azt

n=1
k oo
sk:Z a; (k-ty &aste¢ny soulet) re= Z a;i (k-ty zbytek)
i=1 i=k+1
o0 o0 e
o {si}iy ={s1,%,53,...} ={sn},-1 posloupnost ¢astecnych souctii fady Y a,.
00 - n=1
o Vztah mezi ) a, a posloupnosti {s,} ~; je vzajemné jednoznacny.
n=1
@ 51 =a; =S+ ar. @ a1 = 51 — Sp, kde s = 0.
@ SO = a1 +ap =51+ ap. @ a) =5 — 5].
@ S3=a; +ax+ a3 =S + as. @ a3 = S3 — 5.
@esp,=ar+a+---+ap-1+a,=5,_1+ an. @ a,=5,—5S,_1, heN.
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03. Ciselné fady

Rada 3"

n=1

()" =1-1+1-141-1+1—-1+---.

(%il)

a(n):=(-1)"(n+1)$

rec:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]1),1i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-1.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec)$
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03. Ciselné fady

o0
HarmonickéFada;%:1+%+%+%+%+--~:oo.

(%i1) a(n):=1/n$
rec:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-.2,1.2],
color=green,explicit(a(n),n,.5,11),
border=true,color=black,fill_color=1light_red,rec)$
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sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

1
1
21
3
sum: sum is divergent.
#0: sq(g=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);
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sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

1
1
21
3
sum: sum is divergent.
#0: sq(g=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);

e V nasledujicim pfikladu stac¢i ménit na zac¢atku hodnotu q.

(%i1)

q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=light_red,reca,
label ([concat ("g=",string(q)),3,3.5]),
color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$
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03. Ciselné fady

oo oo
Rada Y a,, a, > 0, ne N (nezaporné ¢leny) méa vzdy soucet 0 < s = )" a, < 0.

n=1 n=1
Srovnavaci kritérium. 0<a,< b, neN.
oo oo
o > b, —. = o Y a; —
n=1 n=1
o0 o0
° > a; — oo. = o > b, — 00.
n=1 n=1
Limitni tvar. 0<a,<b, neN.
oo oo
H an __
nI|_>mOOb—n_p,0<p<oo. ° > a, —. & e Y by —.
n=1 n=1
o o
° ap, — 00 S e b, — oo.
n=1 n=1

N
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03. Ciselné fady

(%i1)

a:[2.5,4,2,1,1,1.4,1.2,1,1,0.6,0.51%

pa:makelist ([i,al[i]],i,1,11)$

ra:makelist (rectangle([i-1,0],[i,al[i]]),i,1,11)8%
b:[(3.0,4,3,2,1,1.5,1.3,1,1,0.9,0.71%

pb:makelist ([i,b[1i]],i,1,11)$

rb:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,b[i]]),i,1,11)$%

draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-.5,5],
border=true,color=black,fill_color=1light_blue,
rb,color=black,fill_color=1light_pink,ra,

point_type=7,color=red,points(pa),point_type=7,
.5,2.71),

color=blue,points(pb),color=red,label (["a(n)",
color=blue,label (["b(n)",.5,3.2]1))%$
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03. Ciselné fady

d'Alembertovo (podilové) kritérium.

° %§q<1,n€N, kde g€ (0;1). = o Yy a, —
" n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
lim 22 =p. o p<l. = o Y a, —.

an
n—o00 n=1

o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
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03. Ciselné fady

d'Alembertovo (podilové) kritérium.

° %§q<1,n€N, kde g€ (0;1). = o Yy a, —
" n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.
" n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
lim 22 =p. o p<l. = o Y a, —.

a,
n—o00 W n=1
OO
o p>1l.= o > a, /. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
o0 o0 1
o Yoa,= >, n— 00, ale lim 21 = |im 2 =1
— — n—oo 9n n—oo 7
n=1 n=1
= o 1 a P 2 i
° E— = —, ale lim 222 = |im 2 = |im 2w = |lim =2 — =1.
,12::1 n ,12::1 s n—oo 49n n—oo n—oo (M11)? n—soo M+2n+1
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03. Ciselné fady

Cauchyho (odmocninové) kritérium. a, >0, neN.

o Va,<q<1 neN, kde qe(0;1). = o > a, —.
n=1

o0
o 1 < /a,, neN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
nILmOO,"/a,,:p. o p<l. = o > a,—.

n=1

o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
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03. Ciselné fady

Cauchyho (odmocninové) kritérium. a, >0, neN.

o Va,<q<1 neN, kde qe(0;1). = o > a, —.
n=1

o0
o 1 < /a,, neN. = 0 Y a; — 0.
n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

oo
lim va,=p. op<l.= o > a,—

n— oo n=1
o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.

o0 o0
@ Y ap=y n— 00 ale Iim Va, = lim /n=1.

— — n— o0

n=1 nfl

. 1

° a, = —, ale lim (/a lim /4 = lim % = lim =1

X_: n Z n n’ n—00 Vn? n—00 \f\f

n=1 n— oo n— o0
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d'Alembertovo podilové kritérium:

o0

f a™t oal a _ a __ a"
on[)n;om;_nln;on+l_;_0<l- :>°,;lﬁ—>proa>0.
Cauchyho odmocninové kritérium:

S n
o lim /2 = |lim -2 =2 =0< 1. = o 2 s proa>0.
n— 00 ! n—oo Vn! e ,,2_:1 n! P

(%i5) an(n,a):=a"n/n!$ a:2$% limit(an(n,a),n,inf ,plus);
limit(an(n+l,a)/an(n,a),n,inf,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%03) 0

(%04) 0O

(%05) 0
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03. Ciselné fady

(%il)

a(n):=(-1)"(n+1)/n$ pa:makelist([i,a(i)],i,1,21)8$
ra:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i)]),i,1,21)8%
draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,20.5] ,yrange=[-.7,1.2],
color=blue,explicit(abs(a(n)),n,.5,21),
explicit(-abs(a(n)),n,.5,21),
border=true,color=black,fill_color=1light_red,ra,
label(["a(n)=(-1)"{(n+1)}/n",10,.9]1),
point_type=6,color=blue,points(abs(pa)),point_type=7,
color=blue,points(pa))$

a(m=("/n
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04. Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.

o H(f)CR  Reélné funkce.
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04. Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.
o H(f)CR Reélna funkce.
Explicitné: o y =f(x), xeD(f) (Analyticky vzorec).
Parametricky: o fix=o(t), y=1(t), teJ, JC R (Pomocné funkce p,).
Implicitné: o f: F(x,y) =0, podminky pro [x;y] (Implicitni rovnice).
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04. Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.
o H(f)CR Reélna funkce.
Explicitné: o y =f(x), xeD(f) (Analyticky vzorec).
Parametricky: o fix=o(t), y=1(t), teJ, JC R (Pomocné funkce p,).
Implicitné: o f: F(x,y) =0, podminky pro [x;y] (Implicitni rovnice).

Funkce f: y = |x|, x€R.

Funkci f: y = |x|, x€ R mizeme napriklad definovat:
Explicitné: oy =1Vx2, resp. @ y = max{—x, x}.
Parametricky: o x=1t, y=1|t|, tER, resp. @ x=1t,y= V2, teR.
Implicitné: 0y?—x2=0,y>0, resp. o y—|x|=0.
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04. Funkce

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-2,2] ,yrange=[-.2,2],
color=blue,explicit (abs(x),x,-2,2),
label (["y=abs(x)",-.75,1.3]),
color=red,explicit(sqrt(1-x~2),x,-1,1),
label (["y=sqrt(1-x~2)",0,1.1]),
color=black,label (["Explicit",-1,1.75]1))%

Bxplicit

05

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

04. Funkce

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-2,2] ,yrange=[-.2,2],
color=blue,parametric(t,abs(t),t,-2,2),
label (["x=t, y=abs(t)",-.7,1.3]1),
color=red,nticks=100, parametric(cos(t),sin(t),t,0,%pi),
label (["x=cos(t), y=sin(t)",0,1.1]1),
color=black,label (["Parametric",-1,1.75]))%$

Parametric

05
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04. Funkce

(%i1) draw2d(xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-2,2] ,yrange=[-.2,2],
color=blue,implicit(y~2-x"2,x,-2,2,y,0,2),
label (["y~2-x"2=0, y>=0",-.65,1.3]1),
color=red,implicit(x~2+y~2-1,x,-1,1,y,0,1),
label (["x~2+y~2=1, y>=0",0,1.11),
color=black,label (["Implicit",-1,1.75]1))%
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05. Elementarni funkce |

7 s

Elementarni funkce se nazyva kazda funkce vytvorend pomoci operaci s¢itani, odecitani,
nasobeni, déleni nebo pomoci skladani funkci ze zakladnich elementarnich funkei:

o y=1, °o y=x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.
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05. Elementarni funkce |

7 s

Elementarni funkce se nazyva kazda funkce vytvorend pomoci operaci s¢itani, odecitani,
nasobeni, déleni nebo pomoci skladani funkci ze zakladnich elementarnich funkei:

o y=1, °o y=x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.

Polynom stupné n

for y = ap + a1x + axx® + -+ + ap,x", kde ap, a1, ...,a,€R, ne NU {0}, a, # 0.

e fy: y = ag, ag # 0 se nazyva konstantni funkce.
@ fiiy=ap+ aix, a; # 0 se nazyva linearni funkce.

o fiy =ap+aix + apx?, ap # 0 se nazyva kvadraticka funkce.
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(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-1.5,1.5] ,yrange=[-2,2],
color=green,explicit(x,x,-1.5,1.5),
label (["y=x",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~2,x,-1.5,1.5),
label (["y=x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(x~3,x,-1.5,1.5),
label([”y=x"3" ,.2,1.25]),
color=orange ,explicit(x"4,x,-1.5,1.5),
label (["y=x"4",.2,1]) ,color=brown,
point_type=7,points ([[-1,-1],[-1,1],[1,1]1]1))$
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05. Elementarni funkce |

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-1.5,1.5] ,yrange=[-2,2],
color=green,explicit(1/x,x,-1.5,1.5),
label (["y=1/x",.2,1.75]),
color=red,explicit(1/x72,x,-1.5,1.5),
label (["y=1/x"2",.2,1.5]),
color=blue,explicit(1/x"3,x,-1.5,1.5),
label([”y=1/x"3" ,.2,1.25]1),
color=orange ,explicit(1/x"4,x,-1.5,1.5),
label (["y=1/x"4",.2,1]),color=brown,
point_type=7,points ([[-1,-1],[-1,1],[1,1]1]1))$
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fo(x) _ 30+31X+32X2+~~-+anx”
(X) T bg+bix+box24---4bypx™!

kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

o
<
I
N
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Racionalni lomena funkce

fo(x) _ agtaixtapx®4-tax”

kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

o
<
I
N

(x) = botbixtbox?+ e Fbpxm !

v

Mocninna funkce

fry=x",kdereR, r #£0.
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Racionalni lomena funkce

fo(x) _ agtaixtapx®4-tax”

fry= 700 = Dorbox bt b kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

v

Mocninna funkce

fry=x",kdereR, r #£0.

Exponencialni funkce se zadkladem a > 0

f:y=a" xeR.

o Nejdilezitéjsi je f: y = exp x = e* se zdkladem e (Eulerovo &islo).
o Graf se nazyva exponencialni kfivka a prochazi body [0;1] a [1; a].

o Grafy funkci y = a~, y = a~* jsou symetrické podle osy y.
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05. Elementarni funkce |

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,1.5] ,yrange=[-.5,2],
color=blue,explicit(x~2.3,x,0,1.5),
label (["y=x~{2.3}",.2,1.75]),
color=red,explicit(x~1.5,x,0,1.5),
label (["y=x"{1.5}",.2,1.55]),
color=green,explicit(x,x,-0,1.5),
label([”y=x" ,.2,1.35]),
color=orange ,explicit(x~.8,x,0,1.5),
label(["y=x"{0.8}" ,.2,1.15]1),
color=violet ,explicit(x~.4,x,0,1.5),
label (["y=x"{0.4}",.2,1]1),
color=brown,point_type=7,points ([[0,0],[1,111))$
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05. Elementarni funkce |

(%i1)

draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,3] ,yrange=[-.5,3],
color=blue,explicit(x~-2.3,x,0,3),
label (["y=x"{-2.3}",.2,.95]),
color=red,explicit(x~-1.5,x,0,3),

label (["y=x"{-1.5}",.2,.75]),
color=green,explicit(x”-1,x,-0,3),
label(["y=XA{—1}" ,.2,.55]),
color=orange ,explicit(x~-.8,x,0,3),
label (["y=x~{-0.8}",.2,.35]),
color=violet ,explicit(x"-.4,x,0,3),
label (["y=x~{-0.4}",.2,.15]),
color=brown,point_type=7,points ([[1,1]]1))$

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 O

05. Elementarni funkce |

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-.5,5],
color=blue,explicit(%e”"x,x,-5,5),
label (["y=e~x",1,4.75]),
explicit (e~ (-x),x,-5,5),
label (["y=e~{-x}",-1,4.75]),
color=red,explicit(27x,x,-5,5),
label (["y=2"%x=(1/2)"{-x}",3,3.75]),
explicit (27 (-x),x,-5,5),
label (["y=2"{-x}=(1/2)"x",-3,3.75]),
color=grey,parametric(l,t,t,-.5,5),
label (["x=1",1.5,1.5]),color=brown,point_type
points ([[0,1],[1,1/21,[1,2],[1,1/%el,[1,%el]l)

>

=7
)8
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(%il) exp(x)+%e~x;exp(1);
(%01) 2% e~
(%02) %e
(%i5) log(x);1log(2);1log(he);
(%03) log(x)

(%o04) log(2)

(%05) 1

(%i8) log_2(x):=log(x)/log(2);log_2(2);log_2(%e);
(
(
(

%06) log _2(x) := :Zigg
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Logaritmicka funkce se zdkladem a > 0, a # 1

f:y =log,x, x€(0;00).

o Logaritmicka funkce y = log, x, x € (0; o) je inverzni k exponencialni funkci y = a*,
x € R se stejnym zdkladem a >0, a# 1 (y = log, x & x = a”).

o Proa>0,a#1platii x = a"°8* pro x > 0.
x = log, a* pro xeR.
o Graf se nazyva logaritmicka kfivka a prochazi body [1;0] a [a;1].

o Grafy funkei y = log, x a y = log,-1 x jsou symetrické podle osy x.
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05. Elementarni funkce |

Logaritmicka funkce se zdkladem a > 0, a # 1

f:y =log,x, x€(0;00).

o Logaritmicka funkce y = log, x, x € (0; o) je inverzni k exponencialni funkci y = a*,
x € R se stejnym zdkladem a >0, a# 1 (y = log, x & x = a”).

o Proa>0,a#1platii x = a"°8* pro x > 0.
x = log, a* pro xeR.
o Graf se nazyva logaritmicka kfivka a prochazi body [1;0] a [a;1].
o Grafy funkei y = log, x a y = log,-1 x jsou symetrické podle osy x.
e a=10. = Dekadicky logaritmus, oznacenf log x = log;, X.

e a=e. = Prirozeny logaritmus, oznacenf In x = log, x.

exp(x)=%e"x a log(x) (pfirozeny logaritmus) maji zaklad e.

o Pokud chceme vypocitat logaritmus s jinym zakladem, napriklad. log, x, musime pouzit
konstrukci log, x = Inx/ In 2.
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(%i1)

draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-5,5],

color=blue,explicit (exp(x),x,-5,5),

label (["y=e~"x",1,4.5]),
explicit(log(x),x,.01,5),label(["y=1n(x)",4,1]),
color=red,explicit(27x,x,-5,5),

label([”y=2"x" ,2.75,4.5]) ,

explicit (log(x)/log(2),x,.01,5),

label (["y=1log_2(x)",4,2.5]1),
color=orange ,explicit ((1/2)"x,x,-5,5),

label (["y=(1/2)"x",-3,4.5]),
explicit(-log(x)/log(2),x,.01,5),

label (["y=log_{(1/2)}(x)",3,-2.25]),
color=grey,parametric(t,t,t,-5,5),label (["y=x",4,4.5]),
parametric(1,t,t,-5,5),label (["x=1",1.5,-3.5]),
parametric(t,1,t,-5,5),label (["y=1",-3.5,1.5]),
color=brown,point_type=7,points ([[1,0],[0,1],
[1,2],[2,1],[1,1/2],([1/2,1],[1,%e]l,[%e,11]1))$
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05. Elementarni funkce |

o Grafy exponencidlnich a logaritmickych funkci z predchozi strany.

(%il)

draw2d (grid=true ,Xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-5,5],

color=blue,explicit (exp(x),x,-5,5),

label (["y=e~"x",1,4.5]),
explicit(log(x),x,.01,5),label(["y=1n(x)",4,1]),
color=red,explicit(2°x,x,-5,5),

label (["y=2"x",2.75,...the command continues (previous page)
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(%i1)

draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,5] ,yrange=[-5,5],
color=blue,explicit(log(x),x,.01,5),

label (["y=1n(x)",4.5,1.25]),
explicit(-log(x),x,.01,5),

label (["y=log_{(1/e))}(x)=-1n(x)",4,-.75]1),
color=red,explicit(log(x)/log(2),x,.01,5),
label (["y=1log_2(x)=-1log_{(1/2)}(x)",3,2.25]),
exp11c1t(—log(X)/10g(2) s Xy 01:5) )

label (["y=log_{(1/2)}(x)=-log_2(x)",3,-2.25]),
color=grey,parametric(t,1,t,-.5,5),

label (["y=1",1.5,1.5]),color=brown,point_typ
points ([[1,0],[1/2,1]1,[2,1],[1/%e, 1], [%e,1]]

e=T7,
))$

A
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06. Elementarni funkce Il

rické (trigonometrické) funkce jsou:

o Sinus y =sinx = |AAL|: R— (-1;1).

o Kosinus y = cosx = |OA,|: R — (—1;1).

o Tangens y=tgx=20X —|TJ|: R—{%+km keZ} = R.

o Kotangens y = cotgx = X = |CK]: R —{km,keZ} — R. )
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Goniometrické (trigonometrické) funkce jsou:

02 03 04 05 06 07 08

o Sinus y =sinx = |AAL|: R— (-1;1).

o Kosinus y = cosx = |OA,|: R — (—1;1).

o Tangens y=tgx=20X —|TJ|: R—{%+km keZ} = R.

o Kotangens y = cotgx = X = |CK]: R —{km,keZ} — R. )

x€(3;m)

x€(3£;2m)

o Cislo 7 se nazyva Ludolfovo. Jeho hodnota je piblizné 3, 141592 654.

o Kruznice s polomérem r = 1 ma obvod 27.
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06. Elementarni funkce Il

o V programu Maxima maji goniometrické funkce tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty goniometrickych funkci musi byt zadany v radidnech.

o Pokud chceme pouzit stupné, musime je nejprve prevést na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)
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06. Elementarni funkce Il

o V programu Maxima maji goniometrické funkce tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty goniometrickych funkci musi byt zadany v radidnech.

o Pokud chceme pouzit stupné, musime je nejprve prevést na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)

o Pro zjednoduseni prace s goniometrickymi funkcemi mazeme pouzit prikazy
trigsimp, trigrat, trigexpand, trigreduce a balicky atrigl, ntrig nebo spangl,
které obsahuji dalsi podporu pro praci s goniometrickymi funkcemi.

o Balicky nacteme do systému pomoci prikazu load.
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06. Elementarni funkce Il

(%i1) tan(%pi/4);tan(%pi/6);tan(%pi/8);
(%01) 1

(%02) 3

(%03) tan (%)

(%i4) ratsimp (tan (%pi/8));

(%o04) tan (%)

(%i5) trigsimp(tan(%pi/8));

(%o05) &)

(%i6) load(spangl);

(
(
(

%o06) ../share/trigonometry/spangl.mac
%i7) tan(%pi/8);
%o07) V2 -1
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06. Elementarni funkce Il

(%il) draw2d (proportional_axes=xy,grid=true,
Xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-1.75*%pi-.1,1.75%*%pi+.1],yrange=[-1.1,1.1],
color=blue,explicit(sin(x),x,-3*%pi,3*)%pi),
label (["y=sin(x)",3.25,.75]),
color=red,explicit(cos(x),x,-3*%pi,3*%pi),
label (["y=cos(x)",-1.75,.75]),
color=grey,parametric(t,1,t,-3*%pi,3*%pi),
parametric(t,-1,t,-3*%pi,3*%pi))$

8 y=cos(x) " | < y=sin() /
0.3 SN > - /,
™, ™
05F A < \<
;5 S~ N D,
4 2 0 2 4
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06. Elementarni funkce Il

(%i1) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-1.75%%pi-.1,1.76%%pi+.1],
yrange=[-1.75*%pi-.1,1.75%%pi+.1],
color=blue,explicit(tan(x),x,-3*%pi,3*%pi),
label (["y=tan(x)",2.25,4.5]),
color=red,explicit(cot(x),x,-3*%pi,3*%pi),
label (["y=cot(x)",-.75,4.5]),

color=grey, /* asymptotes */ ] U T )7 \
parametric(0,t,t,-6,6), ot \ swmnk ﬁﬁwk |
parametric (%4pi/2,t,t,-6,6), / \ ‘ Eﬁ \/
parametric (-%pi/2,t,t,-6,6), 2/ y/ 2/
parametric (%pi,t,t,-6,6), 0 A - NN
parametric (-%pi,t,t,-6,6), // Y *{
parametric (3*%pi/2,t,t,-6,6), N /E } /\ /
parametric (-3*%pi/2,t,t,-6,6))$ . f \ | | |

|| | F |
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06. Elementarni funkce Il

Souctové vzorce pro sinus a kosinus.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.
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06. Elementarni funkce Il

Souctové vzorce pro sinus a kosinus. x,yE€R.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

o Arkussinus y = arcsin x: (-1;1) —» (Z; 2).
o Arkuskosinus y = arccos x: (—1;1) — (0; 7).
o Arkustangens y = arctg x: R—(-%:%3).

o Arkuskotangens y = arccotg x: R — (0; 7).

o Ke goniometrickym funkcim neexistuji inverzni funkce, protoze nejsou injektivni. Je nutné
je vhodné zizit.
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06. Elementarni funkce Il

o Cyklometrické funkce maji tvar asin(x), acos(x), atan(x), acot(x).

o Na tomto misté mizeme zminit funkci atan2(x,y) definovanou vztahem arctgf.

(%i4) asin(1l);asin (1) ,numer;

acos (1);acos (1) ,numer;

(%ol) 7

(%02) 12.570796326794897

(%01) 0

( ) 0.0

(%i7) atan2(2,4);atan(1/2);atan(1/2) ,numer;
(%05) atan(3)

(%06) atan(3)

(%o07) 0.4636476090008061

Souctové vzorce pro cyklometrické funkce.

e arcsinx +arccosx = 3 pro x€(—1;1). e arctgx + arccotgx = 5 pro x€R.
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06. Elementarni funkce Il

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-2,%pi+.1] ,yrange=[-2,%pi+.1],
color=blue,explicit(sin(x),x,-%pi/2,%pi/2),
label (["y=sin(x)",2.25,1]) ,explicit(asin(x),x,-1,1),
label (["y=arcsin(x)",1.5,%pi/2]1),
point_type=7, points ([[0,0],[1,%pi/2],
[-1,-%pi/2],[%pi/2,1],[-%pi/2,-111),
color=red,explicit(cos(x),x,0,%pi),
label (["y=cos(x)",-.5,11),
explicit (acos(x),x,-1,1), s
label (["y=arccos(x)",1,-.25]),
point_type=7,

#y=arcsin(x)

pOintS ( [ [O ) 1] ) [1 ) O] ) 1 y=cos(x) F,,\\\///4 y=sinG)
[hpi,-11,[-1,%pil]), A
color=grey, 0 - PR
parametric(t,t,t,-5,5), P ~
label (["y=x",2.4,2.8]))% . *// -
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06. Elementarni funkce Il

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-5,5],
color=blue,explicit(tan(x),x,-%pi/2+.01,%pi/2-.01),
label (["y=tan(x)",2.25,4.5]) ,explicit(atan(x),x,-5,5),
label (["y=arctan(x)",4,1.75]),color=grey,
parametric(t,-%pi/2,t,-5,5) ,parametric(t,%pi/2,t,-5,5),
parametric(-%pi/2,t,t,-5,5),parametric (%pi/2,t,t,-5,5),
color=red,explicit(cot(x),x,.01,%pi-.01),
label (["y=cot(x)",-.5,4.5]),

explicit (%pi/2-atan(x),x,-5,5), . ) W%W
label (["y=arccot(x)",4,-.25]), B \ |
color=grey, 2 h *,\/ y=arcton()
parametric(t,0,t,-5,5), e
parametric (t,%pi,t,-5,5), 0 i
parametric(0,t,t,-5,5), ,,f,/x//f \
parametric (%pi,t,t,-5,5))8% ? / ‘

-4 | |

| |
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06. Elementarni funkce Il

o Musime si dat pozor na nepfesnou interpretaci funkce arkuskotangens.

(%i4)

(%i5)

acot (-1)$

print ("acot (-1)=",acot(-1),"is bad")$
%pi/2-atan(-1)$

print ("acot (-1)=",%pi/2-atan(-1),"is ok")$
acot(—1) = —7 is bad

acot(—1) = -3¢ s ok

plot2d ([cot (x),acot(x)],[x,-5,5],[y,-5,5]1)$%
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06. Elementarni funkce Il

(%il) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-4,4] ,color=red,
explicit (%pi/2-atan(x),x,-5,5),label(["0ok",-4,3.25]),
color=brown,point_type=7,
points ([[-1,%pi/2-atan(-1)11))$
(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-4,4] ,color=blue,
explicit (acot(x),x,-5,5),label(["bad",-4,-.5]),
color=brown,point_type=7,points ([[-1,acot(-1)11))$

b
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06. Elementarni funkce Il

Hyperbolické funkce jsou:

o Hyperbolicky sinus y =sinhx = €52 = ezgejlz R — R.

o Hyperbolicky kosinus ~ y = coshx = €&~ = ezetl: R — (1; 00).

o Hyperbolicky tangens  y =tghx = Sthx — € —e _. R — (-1;1).

o Hyperbolicky kotangens y = cotghx = Shx — €£e . R _ {0} — R — (~1;1).
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06. Elementarni funkce Il

Hyperbolické funkce jsou:

o Hyperbolicky sinus y =sinhx = €52 = e22xe;1: R — R.

o Hyperbolicky kosinus  y = coshx = £ — €41, R, (1. 00).

o Hyperbolicky tangens y =tghx =Smhx —c—e ' R (—1;1).

o Hyperbolicky kotangens y = cotghx = Shx — €£e . R _ {0} — R — (~1;1).

o Hyperbolické funkce maji podobné vlastnosti jako goniometrické funkce.

Souctové vzorce pro sinus a kosinus hyperbolické.

. . . S 12 cosh2x—1
o sinh(x = y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y. o sinh® x = =X,
_ - ' 2 cosh2x+1
o cosh (x = y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y. o cosh® x = Coshoxts,
o sinhxtcoshx = £=8" + e = febx, o cosh? x —sinh? x = 1.
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06. Elementarni funkce Il

Moivreiv vzorec. xXER, neN.

o (cosh x =+ sinh x)" = cosh nx = sinh nx

o Hyperbolické funkce jsou sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) a k nim inverzni
hyperbolometrické funkce jsou asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).

(%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1l),numer;

(%o1) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%o04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1l);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%o05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052
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06. Elementarni funkce Il

Hyperbolometrické funkce jsou inverzni ke hyperbolickym funkcim:
o Argument sinus hyperbolicky
y =argsinhx =In(x+vx2+1): R—R.
o Argument kosinus hyperbolicky
y = argcoshx = In (x + vx2 — 1): (1;00) — (0; 00).
o Argument tangens hyperbolicky
y = argtghx = 3 In 1£%: (-1;1) = R.

o Argument kotangens hyperbolicky
y = argcotghx = 3 In XtL: R—(-1;1) - R — {0}.

(%i3) ash(x):=log(x+sqrt(x~2+1))$
a:2$ asinh(a)-ash(a),numer;

(%03) 0.0
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P¥i vysetfovani funkce je potteba charakterizovat jeji lokalni vlastnosti v riiznych
intervalech a v okolich ddlezitych bodu.
Funkce f nemusi byt definovana v bodé, kolem kterého ji vysSetrujeme.

Bod a€ R* se nazyva hromadny bod mnoziny A C R,
pokud pro kazdé okoli O(a) existuje x€ O(a) N A, x # a.
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o P¥i vysetrovani funkce je potteba charakterizovat jeji lokalni vlastnosti v riiznych
intervalech a v okolich ddlezitych bodu.

o Funkce f nemusi byt definovana v bodg, kolem kterého ji vySetfujeme.

Bod a€ R* se nazyva hromadny bod mnoziny A C R,
pokud pro kazdé okoli O(a) existuje x€ O(a) N A, x # a.

Nasledujici definice pomoci posloupnosti se nazyva ve smyslu Heineho.

Funkce f ma v bode a€ R* limitu b€ R*, oznaceni lim f(x) = b, pokud:

xX—a

e a je hromadny bod mnoziny D(f).

o Provdechny {x,} 2, C D(f), xo # a, {xn} o, — a plati {f(x,)} =, — b.

Pokud Ii_n)w f(x) = b, pak existuje (alespofi jedna) {x,} -, — a, x,€ D(f) — {a}
a plati lim f(x) = lim f(x,).
X—a n— o0
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07. Limita funkce

a€ R* je hromadny bod mnozin D
VxeO(a), x #a o f(x)=g(x
o f(x) < g(x

f) a D(g), O(a) je okoli.

= o lim f(x) = lim g(x) pokud existuji.
X—ra xX—a

= o lim f(x) < lim g(x) pokud existuj.
X—ra

X—a

~— | ~— — =S

VxeO0(a), x #a o f(x)<g(x). = o lim f(x) < lim g(x) pokud existuji.
X—ra

X—a

a€R* je hromadny bod mnozin D(f), D(g) a D(h), O(a) je okoli.
o Vxe0(a), x # a: h(x) < f(x) < g(x).
o lim h(x) = l@ag(x) = b, kde be R*.

X—a

} = o Existuje lim f(x) = b.
X—ra

lim s — .
X—00
o 00 je hromadny bod defini¢niho oboru D(f) = R — {0} funkce f: y = S0,
o x>0.=-l<ix<cl 0= im i< |im 8 < |im 1 =0.= |im X =0

X—00 X—00 x—00 X X—00
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07. Limita funkce

sinx _ 0

o lim
X

X—r 00

(%il) limit (sin(x)/x,x,inf);
(%01) 0

(%i1) f(x):=sin(x)/x$ for i:1 thru 10 do
(x:10071, print(x," ",ev(f(x),numer)))$

100 —0.005063656411097588
10000 —3.056143888882521 - 10~°
1000000 —3.499935021712929 - 10~/
100000000 9.31639027109726 - 10~°
10000000000 —4.875060250875107 - 10—11
1000000000000 —6.112387023768895 - 10~ 13
100000000000000 —2.094083074964523 - 10~ 15
10000000000000000 7.796880066069787 - 1017
1000000000000000000 —9.929693207404051 - 10~1°
100000000000000000000 —6.452512852657808 - 102!
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o 0 je hromadny bod D(f) = R — {0} funkce f: y = siox,

sin x

T : _ sinx X cosx — _1
o 0<x<7. = 0<sinx <x <tgx. = 1= 20 L @x = .
s 3 1 _& X sinx __
o —7<x<0. =S tgx <x<sinx<0. = o =55> 2> =1
T. T 1
@ X¢& _5’5)_{0}' :>1<smx<cosx'
1 : _
=>1—)!T>101<I|ms.T<I[>n0COSX—1.:>lTOsinX—1.
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07. Limita funkce

o lim x(ve—1)=1

X—r 00

(%i2) limit(x*(%e~(1/x)-1),x,0);limit (x*(%e”(1/x)-1),x,inf);
(%o01) und /* undefined x*/
(%02) 1
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07. Limita funkce
o lim x(ve—1)=1

X—>00

(%i2) limit(x*(%e~(1/x)-1),x,0);limit (x*(%e”(1/x)-1),x,inf);

(%o01) und /* undefined x*/

(%02) 1
: =) . x—2 . 1

o lim X~ =Ilm 3+ =Ilim — == =1
X3 X2—=3x+2 2 (x=2)(x=1) 3 X—1 2—1
c3xd2x Tt 3xdoxh  x o 3x%42 _ 3.042 _ 1

O lino x+4x—1 l[PO x+4x—1  x T )!TJO x2+4 — 0+4 — 2°
. 2_ 3542 L (x=1)(x—2) s ox—1 2—1 1

o lim X53%t2 — |jm XA |y 2= — 221 L
x—2 x2—2x X—2 x(x=2) x—2 X 2 2

(%i3) 1limit ((x-2)/(x"2-3*%x+2) ,%x,2);
limit ((3*x+2*1/x)/(x+4*1/%),x,0);
limit ((x72-3*x+2)/(x"2-2%x) ,x,2);

(%o01)

(%02)

(%03)

NI=NI= =
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07. Limita funkce
— |lim x+(vV1+x+v/I=x)

o lim = [im X{V/IHxtvI—x)
x—0 \/l+x—\/l —x x—0 (V1+x—vI—x)-(V1+x+v1—x) x—0 (1+x)—(1—x)
i 2TV iy VIEESVISE _ VIFBRVISD L1

x—0 2 x—0

o lim 12VI=x — |jpy G=VIX)(bvI=x) gy 120X iy x
x—0 X x—0 x-(1++v/1—x) x—0 x+4/x2—x3 x—0 x+\/><2—x3

= lim —*— = |im 1 =
x—0Q X+x- V1—x x—0 1+\/1 X 1+\/170
. Vx2—14+vx241 . 2_ 2 .
eIy = |im (1/X21—|— 7X42'1):|Im (\/1—%"‘\/14‘%)
X—00 A X—00 A s X—00 2 2

o lim
=1-2 41+ L =vI-0+VIT0=1+1=2

(%i3) limit(x/(sqrt(1+x)-sqrt(l-x)),x,0);
limit ((1-sqrt(1-x))/x,x,0);
limit ((\sqrt(x~2-1)+sqrt(x~2+1))/x,x,inf);
(%01) 1
(%02) 1
(%03) 2
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07. Limita funkce

— Subst. x = z12 31 . _
ollm“,/;(l_ = lim :Ilmz3%
x—1 Vx—1 x—=1 z—=1 71 \/z12 1 731 Z°—
— im VS 4z41) o PPzl 1414141 _ 4
21 (z=1)(Z2+z+1) 251 22zl 1+1+1 3

(%il) limit ((x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1) ,x,1);
(%o1) 3
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07. Limita funkce

Subst. x = z%? 1 . b
ollm“,/}1 = lim —I|mz3%
x—1 Vx—1 x—1 z—-1 z—1 \/z12 1 z—1 %~
— im VS 4z41) o PPzl 1414141 _ 4
21 (z=1)(Z2+z+1) 251 22zl 1+1+1 3

(%i1) 1limit ((x~(1/3)-1)/(x~(1/4)-1) ,x,1);
(%o1) 4

12

Pokud pouzijeme substituci x = z*“, mizeme limitu zjednodusit.

(%i2) f(x):=(x"(1/3)-1)/(x"(1/4)-1)$
g(z):=subst(z"12,x,f(x))$
’1limit (g(z),z,1); limit(g(z),z,1);

(%o01) |m}?%%ﬁ /* z is positive, z=|z| x/

(%02) %
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07. Limita funkce

: 5x? L\ _ 5 ; LS 0_ _5 _
o lim (F5+24) = lim 2o+ lim 2% = 25 4+20= 55 +1=6.
3 = 8 In x % 8 = -In x i a a
o lim xmx = lim e = lim emx = lim e? =e? pro aeR.
x—0F x—0F x—0F x—0t

(%i4) 1limit (5*x~2/(x"2-1)+27(1/x) ,x,inf);
limit(x~(a/log(x)) ,x,0,plus);
limit(x~(2/1log(x)) ,x,0,plus);
limit(x~(-2/1og(x)) ,x,0,plus);

(%o01) 6

(%02) e?
(%03) €2
(%04) e2
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07. Limita funkce

: 5x? L\ _ 5 ; LS 0_ _5 _
o lim (F5+24) = lim 2o+ lim 2% = 25 4+20= 55 +1=6.
3 = 8 In x % 8 = -In x i a a
o lim xmx = lim e = lim emx = lim e? =e? pro aeR.
x—0F x—0F x—0F x—0t

(%i4) 1limit (5*x~2/(x"2-1)+27(1/x) ,x,inf);
limit(x~(a/log(x)) ,x,0,plus);
limit(x~(2/1log(x)) ,x,0,plus);
limit(x~(-2/1og(x)) ,x,0,plus);

(%o01) 6

(%02) e?
(%03) €2
(%04) e2

V poslednim prikladu jsme vypoéitali limitu vyrazu 0° (tzv. neuréity vyraz).
Mezi neuréité vyrazy (pocitdme je pomoci limit) pat¥i:

000—00, @+00:0, 03 ol oiTOO, oi%, 0 00, 0 0F®, o 1% o (+o0).
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07. Limita funkce

o lim x(In(x+2)—Inx) = lim x-In*2 = |im In(1+ 2)*=Ine? =2.
X—00 X—00 X X—00
lim Subst. z = tx lim ; H < lim 2
] Ty — = = = —_—
x—30 '”(1+t><) x—0, z—0 20 n(ita) 70 z°In(1+2)
=Ll fim—L _-=1.1L_11_1nx4,tcR t#£0.
t 24»0|n(1+1)% t Ine t 1 t P 7£
3x+1—1 _ z—1
o lim (222)* = lim (B=8)™5 = oubsE = SERE S (=2)
x—yo0 \3X+1 x—yo00 \ 3X+1 X =00, Z—00 z—o0 * Z
z—1
= im [(1= 3% =[] =e =
- z — e’

Z— 00

(%i3) limit(x*(log(x+2)-log(x)) ,x,inf);
limit (x/log (1+t*x) ,x,0);
limit (((3*xx-2)/(3*x+1)) "x,x,inf);
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07. Limita funkce

PF¥i vysetfovani funkce f je dilezité prezkoumat jeji vlastnosti i v jinych nez vlastnich bodech:
o Prox — +o0.

o V okoli O(a) bodii a€ R, pro které plati lim f(x) = %oo nebo lim f(x) = *oc.

X—a~ x—at
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07. Limita funkce

PF¥i vysetfovani funkce f je dilezité prezkoumat jeji vlastnosti i v jinych nez vlastnich bodech:
o Prox — +o0.

o V okoli O(a) bodii a€ R, pro které plati lim f(x) = %oo nebo lim f(x) = *oc.

X—a~ x—at

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod aeR.

e Pfimka x = a se nazyva asymptota bez smérnice (vertikalni) grafu f,

pokud lim f(x) = oo nebo lim f(x) = £oo (alespon jedna z limit je nekoneéna).
x—a~ x—a

o PFimka y = kx + g se nazyva asymptota se smérnici grafu f,
pokud _Iirp [f(x) — (kx + q)] = 0 nebo Ii_}m [f(x) — (kx + q)] = 0.

Specialné asymptota y = g se nazyva horizontalni asymptota,
tj. k=0a lim f(x)=gnebo lim f(x)=gq.
X—>—00 X—>00

v
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o P¥imka y = kx + g je asymptota se smérnici grafu f.
& o Existuji lim M =k lim [f(x)— kx] =q, k,gER.
+o0 +oo

X

X— X—
lim fd=(bta) _ iy [y 9] =g, = lim 9 =
X—00 X—00 X—00
Jim [f(x) = (kx+q)] = Jim [(f(x) —kx) —q] =0. = lim [f(x) — k3] = q.
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07. Limita funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f), pticemz D(f) je neomezend mnozina.

o P¥imka y = kx + g je asymptota se smérnici grafu f.

& o Existujf _lim UGS lim_[f(x) — kx] = q. k,q€R.

X

X—> 00 X—r
lim fd=(bta) _ iy [y 9] =g, = lim 9 =
X—00 X—00 X—00
Jim [f(x) = (kx+q)] = Jim [(f(x) —kx) —q] =0. = lim [f(x) — k3] = q.

Funkce f(x) = 2404l e R,

8x
2 1 1 1 1
o k= lim &9 _ |im 2%l iy XCEHsE) lim 2xtiz _ 24040 _ 1
x—+oo x—+oo 8x? x—+oo 8x> x—Foo 3 3 4
- T 224X+l x
° = lim [f(x)—kx]= Iim [&2X—= X
a=lim [F(x)— k= lim [22pd— 5]
2 2
= lim [&ZR4l 24 — iy = iy [L4 Ll]=1
X—)i()c[ 8X SX] X—)iOC 8 X—)iOO [8 SX] 8

v _x i v o .1
o Pfimka y = 7 + 3 je asymptota se smérnici 7.
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07. Limita funkce

(%i10) £(x):=(2*x"2+x+1)/(8*x); km:1limit(f(x)/x,x,minf)$
kp:limit(f(x)/x,x,inf)$
gm:1imit (f(x)-km*x,x,minf)$ gp:1limit (f(x)-kp*x,x,inf)$
dm(x) :=km*x+qm$ dp(x):=kp*x+qp$ dm(x);dp(x);
draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-5,5] ,yrange=[-4,4],
color=blue,explicit(f(x),x,-8,0),

explicit (f(x),x,0,8), .
color=red,parametric(0,t,t,-5,5), 3 |
explicit (dm(x),x,-8,8), 1 K -
explicit (dp(x),x,-8,8))$ , =

(%o1) f(x):= 2idxtl )

(%08) -+ 3 . “

(%009) §AF% ?
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o | = (a; b) je uzavfeny interval. = o f(I) je uzavfeny interval.

o [ nenf uzavieny interval. = o (/) maze byt intervalem libovolného typu.

Yy y y y y
m i
Jo
s T f
: ! f ‘1 |
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03. Diferencialni pocet

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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01. Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

f(xo+Ax)
f(xo+Ax) — f(xo)
f
Z )
T P p y Xo
f(x0) —— i
—
d Ax
«
0 ) Xo Xo+Ax X

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 01 02 03 04 05

01. Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

o Q—>P. = o Ax—0.
f(xo+Ax)
Mrarirlts) = o) / o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
y
o p Z ¢y f(x0) o a— ¢, otga—tgp.
d | - Ax o PQ — dp (PQ sméfuje k tecnd).
0 5 Xo Xo+Ax X
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01. Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

o Q—>P. = o Ax—0.
f(xo+Ax)
Mrarirlts) = o) / o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
y
o p ? ¢y f(x0) o a— ¢, otga—tgp.
d | - Ax o PQ — dp (PQ sméfuje k tecnd).
0 5 Xo Xo+Ax X

f(xo+Ax)—f(x0) .

o Tecna ma smérnici tgp = lim tga = lim =
a—@ Ax—0 X

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé. — Smérnice tecny.
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01. Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) méa derivaci v bodé x, € D(f),

oznaleni f'(xp), resp. y'(xo) nebo f'(xp) = dfd(f’), resp. y'(xo) = dyd(XXO) pomoci diferenciéld,
pokud existuje o lim %ﬁ(x") — [Pubst h:X_XO} = lim M = f'(x0).
X—Xp 0 X —xp, h—0 h—0
f'(x) €R. Vlastni (kone¢na
° ,( 0) , ( )V 3 derivace f v bodé xp.
o f'(xg) = 0o aneb f’(xg) = —oo.  Nevlastni (nekoneéna)
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01. Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) méa derivaci v bodé x, € D(f),

oznaleni f'(xp), resp. y'(xo) nebo f'(xp) = dfd(f’), resp. y'(x0) = dyd(:O) pomoci diferenciéld,
pokud existuje o lim w — [Pubst h:X_XO} = lim M = f'(x0).
X—X0 0 X —xp, h—0 h—0
f'(x) €R. Vlastni (kone¢na
° ,( 0) , ( )V 3 derivace f v bodé xp.
o f'(xg) = 0o aneb f’(xg) = —oo.  Nevlastni (nekoneéna)

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod x, € D(f).

o Existuje f'(xp) € R (konecnd). = o f je spojita v bodé xo.

Spojitost funkce f v bodé xp nezaruéuje existenci f’(xp).

Funkce f: y = |x| je spojitd v bodé xo = 0.

o Ale neexistuje f/(0) = Iimo f
X—
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01. Derivace realné funkce

f'(x0) predstavuje geometricky smérnici te¢ny ke grafu f v bodé xo.
o '(x0) € R. Tecna d: y = f(x0) + ' (x0)(x — x0) se smérnici f'(xp).

o f'(xp) = oo a f je spojitd v bodé xo.
Teéna d: x = xg bez smérnice (vertikalnf).
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01. Derivace realné funkce

f’(x0) pfedstavuje geometricky smérnici tecny ke grafu f v bodé xg.
o '(x0) € R. Tecna d: y = f(x0) + ' (x0)(x — x0) se smérnici f'(xp).
o f'(xp) = oo a f je spojitd v bodé xo.

Teéna d: x = xg bez smérnice (vertikalnf).

Vypodteme derivaci funkce f(x) = In(x + vx2 +1).

(%i1) f(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01) f(x) :=log(x +v/x2 + 1)

(%i3) f_1(x):=diff (£(x),x);f_1(x);
(%02) f_1(x):= 2Zf(x)
( 4
(
(

— dx
At
%03) \/)%er
%i4) ratsimp(£f1(x));

0 Vx2+14+x
404) xV/x2+14x2+1
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01. Derivace realné funkce

V predchozim ptikladu jsme vypoditali derivaci f'(x) ale nepodafilo se ndm ji primérené
zjednodusit. Pouzijeme prikaz subst.

(%il) f£(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01) f(x) :=log(x +v/x%+ 1)

(%i3) f_1(x):=diff(f(x),x);f_1(x);
(%02) f_Xl(x) = if(x)

( 1

(

+
0, VX241
%03) Vr

%i4) fp:subst(a,sqrt(x~2+1),f1(x));

(fp) i

%i5) ratsimp (fp);

R
(o]
o1
=
=

(
(
(%i6) subst(sqrt(x~2+1) ,a,ratsimp(fp));
(
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01. Derivace realné funkce

Uréime teénu v bodé 2 k pilkruznici y = v/9 — x2.

(%i8) f(x):=sqrt(9-x~2)$ p(a,b):=(f(b)-f(a))/(b-a)$
s(x,a,b):=p(a,b)*x(x-a)+f(a)$
S:makelist (explicit(s(x,2,-.15+.26%i),x,-3,3),1i,1,20)%
f1(x):=diff (f£(x),x,1)$
d(x):=f(2)+subst (2,x,f1(x))*(x-2)$
print ("Secant d(x)=",d(x)," in point 2 is a blue")$
draw2d(grid=true,xaxis=true,
color=blue,explicit(f(x),x,-3,3),color=red,S,
color=blue,explicit(d(x),x,-3,3),
point_type=7,color=brown, 2N
po ints ([[2 , £ (2)11) s NN d=sat(5)-2x 2)/sat(s)
color=blue,label (["d(x)",-1.5,6]1),
label (["f(x)=sqrt(9-x~2)",-1,2]),

label ([concat ("d(x)=", 6%
string(d(x))),0,101))$ N
Secant d(X) — \/572“7\/%2) in point 2 is a blue T s

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 02 03 04 05

1. Derivace realné funkce

Sestrojime tecnu ke grafu funkce f v bodé c.

(%i6)

c:2$ f(x):=x"2/6+sin(x)$ f1(x):=diff(f(x),x,1)$
d(x):=f(c)+subst(c,x,f1(x))*x(x-c)$
print ("Secant y=d(x)=",d(x)," in point",c)$
draw2d (grid=true ,xaxis=true,xrange=[-4,4],
yrange=[-4,4] ,color=blue,explicit (f(x),x,-4,4),
color=red,explicit(d(x),x,c-2,c+2),
point_type=7,color=brown,points ([[c,f(c)]]),
color=blue,title=concat ("f(x)=",string(£f(x))),
label ([concat ("c=",string(c),",
d(x)=",string(d(x))),0,3.75]1))%
Secant y = d(x) =(cos(2) + 2)(x —2) +sin(2) + 2 in point 2
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Nejlepsi lokalni linearni sblizovani.
Funkce y = f(x), x€ D(f) je diferencovatelna v bodé xo € D(f).
o Aproximace funkce f v okoli O(xp) bodu xg
pomoci teény d: y = f(xp) + f'(x0)(x — x0) = (x0), x € O(x0)
je nejlepsi ze vSech saproximaci pomoci linedrni funkce (pfimky).
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Nejlepsi lokalni linearni sblizovani.
Funkce y = f(x), x€ D(f) je diferencovatelna v bodé xo € D(f).
o Aproximace funkce f v okoli O(xp) bodu xg
pomoci teény d: y = f(xp) + f'(x0)(x — x0) = (x0), x € O(x0)
je nejlepsi ze vSech saproximaci pomoci linedrni funkce (pfimky).

Vypoctéte priblizné /1, 06.
o Oznatme f(x) = /x = x¥/% x>0, xp = 1. o f(x)=1(1)=1.
o f/(x)=[xY0] = ix75/6 = 6ﬁ’X>0' o f'(x0) =f'(1)=1.

o Necht O(1) je takova, ze 1,06 € O(1).
_ = _ x—1 _ 6+x—1 __
= o Ux=Ff(x)=f1)+ (1) (x—1) =145z = 8= = x>
= o ¥/1.06 = £(1.06) ~ 10645 _ 606 _ 7 0],

P¥esné /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

(%i9)

(%08)

c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff(f(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float (p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$
=149

¢’=1.06 f(1.06) = 1.0097588 approx 1.01
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

(%i9) c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff (£(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$

(%08) % +1
¢’=1.06 (1.06) = 1.0097588 approx 1.01

Proménna fpprintprec:8 nastavi vystup na 8 dislic.
Aproximace funkce f ma smysl pouze pro x blizko bodu xp.

(%i18) h(.9)$h (1.1)$h(1.2)$h(1.5)$h(2.0)$h (4)$h (9)8h (30)$h (64)$
c=0.9 £(0.9) =0.98259319 approx 0.98333333
c=11 £(1.1)=1.0160119 approx 1.0166667
c=12 f(1.2) =1.0308533 approx 1.0333333
c=15 f(1.5)=1.0699132 approx 1.0833333
c =20 f(2.0)=1.122462 approx 1.1666667
c=4 f(4)=1.259921 approx 1.5
c=9 f(9)=14 422496 approx 2.3333333
c=30 f(30)=1.7627344 approx 5.8333333
c=64 f(64)=2.0 approx 11.5
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Vypoctéte priblizné /1,06 (jiné feseni).

o Oznaéme f(x) =v/x+1=(x+ 1)1/6, x> —1, x=0. = o f(x)=17(0)=1.
o f'(x)=[(x+1)Y% = %(X +1)75/6 = e —(>1<+71)5' x>-1. = o f'(x)=1f'(0)= %.

o Necht O(0) je takova, ze 0,06 € O(0).
= o VX +1="f(x)~f(0)+F(0)-
o V/1.06 = £(0.06) ~+ 20046 — ©
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Vypoctéte priblizné /1,06 (jiné feseni).

o Oznaéme f(x) =v/x+1=(x+ 1)1/6, x> —1, x=0. = o f(x)=17(0)=1.
/ _ 1/617 1 —5/6 _ 1 _ / — £ _1
o f'(x)=I[(x+1)"°] —6(X-|—1) —76W,x> 1. = o f'(xp) = f'(0) o

o Necht O(0) je takova, ze 0,06 € O(0).
éoxﬁ/XJrl:f() F(0)+ F/(0) - (x —0) =1+ % = x£8
o V1.06 = £(0.06) ~ 2040 — 836 — 1 01,

Zménime prvni prikazy c: .06, £(x) :=(x+1)~(1/6), s:0 v predchozim prikladu.

(%i9) c:.06% f£(x):=(x+1)"(1/6)$ s:08 f1(x):=diff(f(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$

(%08) F+1
c=0.06 f(0.06) =1.0097588 approx 1.01
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02. Diferencial funkce a derivace vyssich radi

Vypolet (", ne N miize byt obecn& velmi pracny.
Funkce y = x¥, x€R, kde ke N.
o [ =k(k—1)---(k—n+1)x*", xeRpron=1,2,... k,
[xK = kxk =1, [XK) = k(k — 1)x*2, [xK]"" = k(k — 1)(k — 2)x*=3, ..., [x¥]®) = k1.
° [Xk](”) =0, xeRpron=k+1,k+2,k+3,...,
[Xk](k+1) — [k!]’ =0, [Xk](k+2) _ [Xk](k+3) — [0]/ =0, ...

(%i9) f(x,k):=x"k;fn(x,k,n):=diff (£f(x,k),x,n)$
fn(x,k,1);fn(x,k,2);fn(x,k,k);
fn(x,5,1);fn(x,5,2);fn(x,5,5);fn(x,5,6);

(%01) f(x, k) := x*

(%03) kxk1

(%04) (k — 1)kx*2

(%05) dd7xk

(%06) 5x*

(%o07) 20x3

(%08) 120

(%09) 0
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03. Aplikace derivace funkce

lim £=8 — 12,

o f(x)=x3-8,xeR, g(x) =x —2, xe R. O(2) mizeme volit libovoln&, O(2) = R.
o f/(x) =3x2 g'(x) =1 pro xe R — {2}

f'(x)

. 3_
) — im 3¢ = 12, :>o||mx——||m—:12.
o x=2 1

(]
§

(]
3
w
|
&
|
X =
+3
<
|
X
I
o

(%i9) f(x):=(x"3-8)/(x-2)$
fc(x):=num(£f(x))$ fc(x);fm(x):=denom(f(x))$ fm(x);
’limit (£(x),x,2); limit(f(x),x,2);
’1limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1) ,x,2);
limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1) ,x,2);

(%03) x3—8
(%05) x —2
(%06) lim 5=
(%o07) 12
(%o08) 3 lim x2
(%09) 12
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. Aplikace derivace funkce

!
o lim X — == lim I = |im
X oo

X—+00 x—oo X' X—00 x—o00 X €S

Hxi=
Il
3
|
|
\
o

(%i4) f(x):=log(x)/x$
fc(x):=num(£f(x))$
fm(x) :=denom (f(x))$
limit (diff (fc(x),x,1)/diff (fm(x),x,1),x,inf);

(%o04) 0O
2 —si i 1—cos x
o lim =31 = [I'HY = lim =%
x—0 3 [ 0] x—0 3x
= [UHY) = lim =G0 — |y sinx
x—0 X x—0 °X
2 1
= ['HY] = lim X = =,
[ 0] x—0 O 6
. & te ™ iiieor It X e X
° x||—>moo e —emx (LHZ] = xll—>m:>o Eh A
— — i ete™ |
=['HZ] = X"j;o e ox

L'Hospitalovo pravidlo nem{zeme pouZit.
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03. Aplikace derivace funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo€ D(f), n€ N,

okoli O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0), ..., f(M(x0) ER (kone&né).

Tayloriiv polynom stupné n funkce f se stredem v bodé xq je definovan jako

n / 1 n n
° T,,(X):kz 0l =) _ f(yg) 4 Flobbem) Ly A0 be) e ().
=0

Pro xp = 0 se nazyva Maclauriniiv polynom

n (k) (0).x* 7(0)-x 1700)-x (M (0).x"
° T,,(x):k;)f O _ (o) 4 £Ox 4 O 4y FEO o 0(0),
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03. Aplikace derivace funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo€ D(f), n€ N,
okoli O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0), ..., f(M(x0) ER (kone&né).

Tayloriiv polynom stupné n funkce f se stredem v bodé xq je definovan jako

n n n
° T,,(X):kz 0l =) _ f(yg) 4 Flobbem) Ly A0 be) e ().
=0

Pro xp = 0 se nazyva Maclauriniiv polynom

no (k) Xk 7(0)-x 1700)-x (M (0).x"
° T,,(x):k;)f O _ (o) 4 £Ox 4 O 4y FEO o 0(0),

Oznaéme h = x — xp, x = xp + h, h€ O(0).
D AR (x). x0)- " (x0)- (n)

o Talxo+h) = > LO0QH _ p(ypy 4 FCabh 4 FCa) iy PN e ).
k=0

Zbytek R,(x) = f(x) — T,(x) vyjadfuje chybu aproximace f pomoci T,(x).

o Ri(x)= f(n“)(X°+9((f1jr§°)p'(x_x°)n " xe O(xp), kde 6€(0;1). (Lagrangeiiv tvar.)
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03. Aplikace derivace funkce

Vypocitdame Taylortiv polynom T,(x) funkce f(x) = v/x2 + 1.
o Rucni derivovani je dost pracné.

(%i2) f£(x):=sqrt(x~2+1)$ print("f(x)=", f(x),
"o fo(x)=", diff(£f(x),x),
", £’ (x)=", ratsimp(diff (£(x),x,2)),

", £22°(x)=", ratsimp(diff (£f(x),x,3)))$
(0= VL, 1100 = e, 7(e) = 5, 1700 = el
(%i3) taylor (f(x),x,0,1);
14--.
0i4) taylor (f(x),x,0,2);
(%i4) taylor (£(x) )
145+
(%i5) taylzor(f(x),x,O,B);
i okl
0i6) taylor (£(x),x,0,4);
(%i6) taylor (£(x) )
1+5 —%F+:.--
(%i7) taylzor(f(x),x,OS,18);

X2 x x® _ 5x 70 21X | 33xM  420x1% | 71548
1+ T -8t 1t e 1024 T 2048 32768 T 65536 T
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03. Aplikace derivace funkce

Pocitdme Taylorliv polynom T,(x) funkce f(x) = v/x2 + 1.

o Polynom tp1 je devatého stupné (prakticky osmého stupné), proto vystup
prikazu coeff (tpl,x,10)) je Cislo 0.

o Polynom tp2 je desatého stupné a vystup prikazu coeff (tp2,x,10)) je skutecny
koeficient ¢io = 7/256.

(%il) f£(x):=sqrt(x~2+1)$
(%i2) tpil: taylor(f(x) x,0,9);
(pl) L= xS L,
(%i3) print ("c_3=", coeff(tpl,x,S),
", c_4=",coeff (tpl,x,4),
", ¢c_10=",coeff (tpl,x,10))$
c_3= O,c4——8, c_10=0
(%i4) tp2:taylor (f(x),x, 00,10)
(w2) 1+%-%24x_30pnd
(%i5) print("c_3=",coeff (tp2,x,3),
", c_4=",coeff (tp2,x,4),
", c_10=", coeff(tp2,x,10))$

c_3=0, c4——8, @ 10—ﬁ
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03. Aplikace derivace funkce

f(x)=Inx, x€(0;00), xo =1, f(1) =0, neN.

o fx)=L=x71 x>0 o f(1)=1=0

o f@(x)=-x"2 x>0. o FA(1)=-1=-11

o fO)(x)=2x73 x>0 o fO(1)=2-1=2!

o f(x)=-3-2x7% x>0. o f(1)=-3.2-1= -3l
o fR(x)=(-1)kYk—-1)Ixk x>0, k=123 o f(N(1) = (~1)(k —1)!

(%i1) taylor(log(x) x,1, 5) X ;
(2001)x—1— SV € ) =) AT
(ho2 tayloﬂ(log(}‘) S e T SN

%02) x —1

2 3
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03. Aplikace derivace funkce

Nékdy je vyhodnéjsi vyjadrit f(x) = In x ve tvaru Maclaurinova polynomu.
o f(x)=Inx, x€(0;0), xo = 1.

n =il
Ta(x) = 3 E =Dy c0(1), ne N.
k=1

o x=1t+1, f(x)="f(t+ ) I (t+1) €(—1;00).
4 t+1—1)k L (=)=t
Ta(x) = Ta(t+1) = Z =) L —,xe€0(1), te0(0), nc N.
k=1 k=1
e Maclauriniv polynom funkce f(x) = In(x + 1) stupné n € N
2 3 4 (71)n—1Xn n (71)k—lxk
e =sc=5F5 = F s ——-= ) —— x€0(0).

(%i1) taylor(log(x+12 XGO 8)

Ghel)) = — g
(%i2) taylor(log(x) x,1,8);
( )?
(
(

%02) x —1— (x Ly 31 . X41) + (><—51)5 _ (><—61)6 " (x—71)7 _ (x_81)8 .

%i3 it 1 1 +1), 1, 8
ooI ) I aYQOriffg((}i—l)g X(x 1)° )t (=1 | (x=1)°  (x=1)° | (x=1)" (x=1)°
%03) log (2) + 5 s T m e 1t 1m0 3 tse  ooas T
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03. Aplikace derivace funkce

Funkce y = e*, y = sinx, y = cos x mizeme pomoci Maclaurinova polynomu aproximovat
pro viechny x € R. Potrebné presnosti dosdhneme dostatec¢né velkym stupném n.

o f(x)=¢e" xeR. .. "
Tn(x):1+ﬁ+%+%+%+-~-+x—lzzx—, xeR, neN.

o f(x)=sinx, xeR. e ot B o

Torp(x) =0+ % +0+ 3 +0+ 5 +---+ %:;%,xe/z nen.

o f(x)=cosx, xeR K o
o —x2? I (71)k)<2k . (71)/)(2;
Tok(x) =1+0+F-+0+ 5 +0+ -+ G =2 Gy XER, neN.

(2K)! Z @0n!
%il) taylor(exp(x) 1 X O 10) ;
0, X6 X7 XS )(9 X10
7%01) 14 x + + +5 24 120 720 + 5040 T 20320 T 362880 T 3628800 T

(
(
(%i2) taylor(31n(x) x,0, 10);
(%02) x — % +W_M"F%zsso"k
(%i3) taylor(cos(x) x,0, 10)
(

X
720 + 2030 — 3628800 +-

%03) 1—% + 57 —
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03. Aplikace derivace funkce

Najdeme Maclaurintiv polynom stupné n € N funkce f(x) = e(XZ), x€eR.

Pokud oznalime g(t) = ef, teR, t = x2, pak f(x) = ) = g(x2) = g(t) = ef, t > 0.

Pro Maclauriniv polynom P,(t) funkce g(t), t > 0 a Maclaurinv polynom Tp,(x) funkce
f(x), x€R plati:

n «2)i ”X 20
Pn(t):_O%:Z%(‘.):Z%T 1+11+2|+3|+ 4 2 = Tan(x).

Maclauriniiv polynom stupn& 2n funkce f(x) = e**), x € R ma tvar

nX2i X2 X4 XG
o Ton(x) = I e - SRR

n,,xeR
i=0

(%i1) taylor(exp(x 2) x,0, 10);
(%ol) L+x2+5 45 42 420
(%i3) subst(x 2 t taylor(exp(t) t,0,5));

(%02) +tat+ets + X+l
. 12020 24 K 12 510 X8 X8 N 5
(%03) 3528800 T 362880 i 70320 Ts0a0 T timtatE tr XA

subst(x 2,t, taylor(exp(t) t,0,10));
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04. Vysetrovani priabéhu funkce

Dilezitou soucasti vySetfovani pribéhu funkce je urceni intervall, na kterych je tato funkce
monoténni.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro viechny x €/ existuje f’(x) € R (koneéna).

Funkce f je na | e Rostouci. < pro viechny x €/ plati o f'(x) > 0.
o Klesajici. <« e f'(x) <O0.
o Neklesajici. < e f'(x) > 0.
o Nerostouci. < e f'(x) <0.
o Konstantni. < o f'(x)=0.
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04. Vysetrovani priabéhu funkce

Dilezitou soucasti vySetfovani pribéhu funkce je urceni intervall, na kterych je tato funkce
monoténni.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro viechny x €/ existuje f’(x) € R (koneéna).

Funkce f je na | e Rostouci. < pro viechny x €/ plati o f'(x) > 0.
o Klesajici. <« o f'(x

o Neklesajici. o f'(x

e ©
T
—~

X X

— — — —
Il

=
o Nerostouci. &
o Konstantni. &

v
Nutna podminka existence lokalniho extrému.

Funkce y = f(x), x€ D(f), xo € D(f) je vnitfni bod D(f), existuje f'(xo).

o Funkce f ma v bodé xq lokalni extrém. = o f’(xg) =0.

o Funkce f mize mit lokalni extrém i v bodé, kde derivace neexistuje.

o f'(x0) = 0 nezaruCuje existenci lokalniho extrému funkce f v bodé xo € D(f).
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04. Vysetrovani priabéhu funkce

Funkce f je spojita na intervalu /, pro vSechny x € [ existuje f'(x) € R (konec¢na).

f je na /| o Konvexni. < " jenal o Neklesajici.
o Konkavni. & o Nerostouci.
o Ostre konvexni. < o Rostouci.
o Ostre konkavni. <« o Klesajici.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro vSechny x € | existuje " (x) € R (kone¢na).
f jenal o Konvexni. < pro vsechny x €/ plati o f’'(x) > 0.

o Konkavni. = e f(x) <O.

o Ostre konvexni. < e f(x) > 0.

o Ostre konkavni. < e f(x) <0.

PF¥i vySetfovani konvexnosti a konkavnosti funkce f musime prozkoumat:

o VSechny body x € D(f), kde je funkce f spojitd a pro které existuje "/ (x) = 0.
o VSechny body x € D(f), kde je funkce f spojitd a ve kterych f”(x) neexistuje.
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04. Vysetrovani priabéhu funkce

Predchozi vysledky miizeme zobecnit.
y = f(x), x€ D(f), bod xo € D(f), n€N.
f(x0) = f"(x0) = - = F"D(x) =0, F("(x0) # 0.
o n=2k—1, { ° f(”) x0) > 0. = o f je rostouci v bodé xp. }f(xo) neni
keN (liché) . | o f(M(x5) < 0. = o f je klesajici v bodé& xo.

(
(x0)
o n =2k, o f(W(x9) > 0. = o f(xp) je ostré lokalni minimum.
ke N (sudé). { (x0)

extrém.

o f(N(x0) < 0. = o f(xo) je ostré lokalni maximum.

y = f(x), xeD(f), bod xo € D(f), ne N.

f'(x0)€R, f'(x0) = = F"D(x) = 0, F(M(xg) # 0.
o n=2k+1, keN @ Xp je inflexni bod funkce f.
(liché) .

o n=2k, keN o f(W(xp) > 0. = o f je ostfe konvexni v bod& xo.
(sudé).

o f(W(x) <0. = o f je ostfe konkavni v bod& xp.

\
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05. Prabéh funkce

Vysetfit priebéh funkce f znamena urdit:

Defini¢ni obor D(f), body a intervaly spojitosti a nespojitosti.

Sudost, lichost, periodicita, ptipadné jiné specidlni vlastnosti.

Jednostranné limity v bodech nespojitosti, hrani¢nich bodech a v bodech +o0.
Nulové body, intervaly, na kterych je f kladnd a zaporna.

', stacionarni body, lokalni a globalni extrémy, intervaly, na kterych f roste, kles3 a je
konstantni.

f”, inflexni body, intervaly, na kterych je f konvexni a konkavni.
Asymptoty bez smérnice a asymptoty se smérnici.

Obor hodnot H(f) a nastinit graf funkce.

Vv

Graf ndm obvykle poskytne nejnazorné;jsi predstavu o pribéhu funkce. PFi jeho konstrukci
vyuzivame vSech zjisténych Gdaja.

Mnohokrat jsou ale nedostatecné, proto je musime doplnit vhodné zvolenymi funkénimi
hodnotami.
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05. Prabéh funkce

Priibh funkce f(x) = 252 = 816,

(%i1l) f(x):=(8*x-16)/x"2;
(%ol) f(x):= 78);16

o D(f)=R— {0} = (—00;0)U(0; ).
Pomoci ptikazu denom (denominator) zjistime, kdy je jmenovatel nulovy.

(%i3) fm:denom(f(x));solve(fm=0,x);
(fm)  x?
(%03) [x =0]

o f neni periodickd, f neni suda, f neni licha.

o f je spojita na intervalech (—oo;0), (0; 00), je nespojitd v bodé 0.
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05. Prabéh funkce

e lim f(x)= lim 8518 Jim (8- -8 _L_0g_0=
e L ( ) el | xa:too(x ><2) +oo

(%i5) 1limit (£f(x),x,minf);limit(£f(x),x,inf);

(%04) 0O
(%05) 0
. . 8(x—2 — . . 8(x—2 =
o [fim f(x)= lim %32 = ¢ = oo, lim f(x) = lim H7H = 5 = —oco.

(%i7) 1limit (£(x),x,0,minus);limit(£f(x),x,0,plus);
(%06) —o0
(%07) —oo

o Bod x = 0 je neodstranitelny bod nespojitosti Il. typu.

o x =0 je asymptota bez smérnice.
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05. Prabéh funkce

o f(X)=8312=-0.8x-16=0. & x=2.

x2

P¥ikazem num (numerator) zjistime, kdy je ¢itatel nulovy.

(%i9) fc:num(f(x));solve(fc=0,x);
(fc) 8x—16
(%09) [x =2]

o f(2)=0. o f neni definovana v bodé x = 0.
o Funkce f neméni znaménko na intervalech (—o0;0), (0;2), (2; c0).

e Stadi vybrat libovolné body z danych intervall a ovéfit jejich hodnoty (napf. —1, 1, 3).
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05. Prabéh funkce

o —1le(—00;0), f(—1)=-24<0. = o f(x) <0 pro x&€(—00;0).
o 1€(0;2), f(1)=-8<0. = o f(x) <0 pro x€(0;2).
o 3€(200), f(3)=%>0. = o f(x) >0 pro x&(2; 00).

2
A f’(X) _ [8)()(—216]’ _ 8x’ *(8;4716)2x _ 32X><_48X2 _ 32X—38x, XGR, % 7£ 0.

(%i15) f£1(x):=diff (£(x),x,1)$
ratsimp (£1(x));
(%o15) —8x532

o fli(x)=3F =032-8x=0 & x=4

x3

(%i16) solve (£f1(x)=0,x);
(%016) [x = 4]

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05

05. Prabéh funkce

o f’ je nespojitd v bodé 0.

(%i18) fim:denom(ratsimp(£f1(x)));solve(fim=0,x);
(fim) x3
(%018) [x = 0]

o f'(4)=0. o f’ neni definovana v bodé x = 0.
o Funkce ' neméni znaménko na intervalech (—o0;0), (0;4), (4; 00).

o Stadf vybrat libovolné body z danych intervald a ovéFit jejich hodnoty (napt. —1, 1, 5).

(%i22) subst(4,x,f1(x));
subst (-1,x,f1(x));subst(1,x,f1(x));subst(5,x,f1(x));
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05. Prabéh funkce

o —1le(—o0;0), f'(—1) =—-40<0. = o f'(x) <0, f je klesajici pro x € (—o0;0).
o 1€(0;4), f'(1)=24>0. = o f'(x) >0, f je rostouci pro x € (0; 4).

o 5€(400), f'(5) = -3 <O0. = o f'(x) <0, f je klesajici pro x € (4; ).

o f ma lokalni maximum v bodé x = 4 a také globalni maximum f(4) = 1.

(%i23) £ (4);
(%023) 1

o f nema lokaln{ ani globalni minimum.

32-8x7/ _ —8x—(32—-8x)3x*> _ 16x—96x> __ 16x—96
] f//(X):[ X3X] — (X5 ) — XX6 LS );4 YxEva#O

(%i25) £2(x) :=diff (£f(x),x,2)$ ratsimp(f2(x));
(%025) 10x%6
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05. Prabéh funkce

o f(x)=1252 -0 & 16x — 96 =0. < x = 6.

(%i26) solve (£2(x)=0,x);
(%026) [x = 6]

o f” je nespojitd v bodé 0.

(%i28) f2m:denom (ratsimp (£2(x)));solve (f2m=0,x);
(2m) x*
(%028) [x = 0]

o f"(6)=0. o 1" neni definovana v bodé x = 0.
o Funkce 7 neméni znaménko na intervalech (—oo;0), (0;6), (6; c0).

e Stadi vybrat libovolné body z danych intervall a ovéfit jejich hodnoty (napf. —1, 1, 7).
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05. Prabéh funkce

(%i32) subst(6,x,f2(x));
subst (-1,x,f2(x));subst(1,x,f2(x));subst(7,x,f2(x));

(%029) 0
(%030) 112
(%031) —
(%032) 5 401

o —le(—o0;0), f"(-1)=-112<0. = o f’(x) <0, f je konkavni pro x € (—o0; 0).
o 1€(0;6), f”(1) =—-80<0. = o f'(x) <0, f je konkavni pro x € (0;6).
o 7€(6;00), f"(7) = 5z > 0. = o f"(x) >0, f je konvexni pro x € (6; ).

o x = 6 je inflexni bod funkce 7.

(%i33) £ (6);
(%033) &

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02 03 04 05

05. Prabéh funkce

e g= “T [f(X)_kX]:x—liToo[f(X)_O'X]: (x) =0.

lim f
x—+oo

o y=kx+qg=0-x+0=0, tj. y =0 je asymptota se smérnici (horizontalni).

(%i35) km:1limit (f(x)/x,x,minf);
qm:limit (f(x)-km*x,x,minf);

(km) 0

(%i37) kp:limit (f(x)/x,x,inf);
gp:limit (£f(x)-kp*x,x,inf);
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05. Prabéh funkce

(%i38) draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-12,12] ,yrange=[-8,3] ,title="f(x)=8(x-2)/x"2",
color=blue,explicit (f(x),x,0,4),
color=red,explicit(f(x),x,-12,0),explicit(f(x),x,4,12),
label (["Inflex Point",6,f(6)-.4],

["Local Max",4,f(4)+.4]),
color=green, =802
parametric(0,t,t,-8,3),
parametric(t,0,t,-12,12), 2 ——
color=black,point_type=7, S e ——
points ([[4,f(4)], 0 ¢
[6,£(6)], ,/
[2,£(2)]11))$ * \\\ (
\
4 \ ‘I
-6
\
" \
10 5 0 5 10
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04. Neurcity integral

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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01. Zakladni pojmy

Vsechny primitivni funkce k dané funkci f(x), x € I na intervalu / se li$i od sebe pouze
konstantou a tvofi mnozinu {F(x) + ¢, c € R}, pfiemz F je libovolna primitivni funkce.
Tato mnozina se nazyva neurcity integral funkce f na intervalu / a oznacuje se

° /f(x)dx:{F(x)+c,x€I,cGR}:F(x)+c,x€/, ceR.

f(x), x € I je spojita na intervalu /.

= o Existuje /f(x)dx.

K integrovani se pouziva piikaz integrate.

(%il) ’integrate (1/(1+x72) ,x)

(%o1) /Xz—l+1 dx
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01. Zakladni pojmy

(%i1) f(x):=1/(1-x"2);
(%ol) =5
(%02) Iog)(;Jrl) _ Iog(;fl)

integrate (f(x),x);

@ Derivovani a integrovani jsou inverzni operace na intervalu /.

Funkce F je primitivni k funkci f na intervalu /, c € R.

pro vsechny x € [ plati:

. {/f(x)dx}lz [F(x)—l—c}/:

integrate (1/(1+x72) ,x);
atan x

diff (%,x);
1
x2+1
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01. Zakladni pojmy

sin x sin x

° /tgxdx:/ji)%(dx:7/%;";‘dX:f/%dX:fln\cosx|+c,

x€R—{Z+kr, ke Z}, ceR.

Baq 8
o/\5/x3dx:/x%dx:§5++1—i—c:%—&—c:gx%—i—c:gvsxi*—i—c,xzo,ceR.
5 5

° /cotgxdx:/mdx:/mdx:In|sinx|+c,xeR—{kw, ke Z}, ceR.

(%il) integrate (cot(x),x);
(%o1) log (sinx)

(%i2) integrate (tan(x),x);
(%02) log (secx)

(%i3) trigsimp (%) ;
(%03) — log (cos x)
(%i4) integrate ((x73)7(1/5) ,x);
(%od) 52
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01. Zakladni pojmy

/xdx:X;—kc:%—i-c:X‘;l—kc pro x > 0,

o/\x\dx:
/(—x)dx:—/xdx:—%z—&—c:@—i—c:%—&—c pro x < 0.

o/\x\dxz%+c,xER,c€R.

(%i1) integrate (abs(x),x);
(%o1)

=ln|x+vVx2—1|+c¢c, x €( —1)U(1; c0). tabulkovy integral).
e =1n 1] ) U (1;00) ( y integral)

(%il) integrate(1/sqrt(x~2-1),x);

(%01) log (2v/x%2 — 1 + 2x)
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02. Metody integrovani

S =Ih(x+vVx2+1)+c xeR. (tabulkovy integral).

(%il) integrate (1/sqrt(x~2+1),x);
(%o01) asinh x

o Oba vysledky jsou spravné, protoze argument sinus hyperbolicky je definovan jako
y = argsinhx = In (x + V/x2 + 1), x € R (viz elementérnf funkce).

Metoda rozkladu.

Funkce F, G jsou primitivni k funkcim f, g na intervalu /, a, b € R, |a| + |b| > 0.
= aF + bG je primitivni k funkci af + bg na intervalu [ a plati:

° /[af(x) + bg(x)] dx = a/f(x)dx—|— b/g(x)dx = aF(x)+ bG(x)+c, x€l, ceR.

o V praxi pieme pfimo /[af(x) + bg(x)] dx = aF(x) + bG(x) + ¢
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02. Metody integrovani

dx _ sin” x4cos” x _ 1 _
O /sinzxc052>< - /5|n2><c052>< dx = /|:coszx + sm2 :| dx = tgx —cotgx +c,

XER,X#%”,kGZ,CER.

° /@dx:/@dx:/{x72+ﬂdx:’§72x+|n|x\+c,xeRf{O},CGR.

° /[2cosx+x3+xz—il} dx:2sinx+§+3arctgx+c,x€ R, c€R.

%il) integrate (1/(sin(x) 2*cos(x)~2),x);
%ol) tanx — -

(7
(
(%i2) integrate ((x-1)"2/%x,x);
(
(
(

%02) log x 4+ *5*% 74X
%i3) 1ntegrate(2*cos(x)+x“3+3/(x“2+1),x);
%03) 25inx—|—3atanx—&—)‘74
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02. Metody integrovani

Metoda per partes.

Funkce u, v maji spojité derivace v/, v/ na intervalu /.

= o /u(x) V/(x) dx = u(x) v(x) —/u'(x) v(x)dx, x € I.

o [uv] =vv+u/. = o uv:/[uv]’:/u’v+/uv’.:> ° /uv’:uvf/u’v.

o Metodu per partes mizeme pouzit nékolikrat za sebou, ale musime davat pozor, abychom
se opétovnym pouzitim nevratili k plivodnimu integrélu.

o Metoda per partes se pouziva pomérné Casto. Je vhodna k integrovani funkcf
P(x)e™, P(x)cosax, P(x)sinax, P(x)InQ(x), P(x)arctgQ(x),

kde P(x), Q(x) jsou redlné polynomy, a € R, a # 0.

u=1

° /Inxdx: {u,:lnx X} :xlnx—/dx:xlnx—x+c,XG(O;oo), ceR.
vi=1 vV =X
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02. Metody integrovani

u'=1
° /arctgxdx = {
v =arctgx

' 0 u =X
° /xsmxdx: { .
V' =SsIn X

u =x
° /xcosxdx: [ ,
V' =COSs X

1+x2

u =X
O } :xarctgx—/lexx2 = xarctg x —
v =

1

2

0+4+2x dX

/

1+x2

:xarctgx7%|n|1+xz| +c=xarctgx —Inv1+x2+ ¢, x €R,

u=1

vV = —COsXx

u=1

v =sinx

] = fxcosx+/cosxdx = —XCoS X + sinx + c,

x € R,

] :xsinx—/sinxdx:xsinx—|—cosx+c,xe R,

c €R.

c €R.

cE€R.

(%il)
(u)

u:x; v:integrate(cos(x),x);
X

sin x

u*v-integrate (v,x) ;

X sin x + cos x

integrate (x*cos(x) ,x);

X sin x + cos x

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02. Metody integrovani

u'=nx"t n ax n—1 ox n ax
=x"e—n[x""teXdx =x"e*—nl,_1, n € N.

° /,,:/X”exdx: {u/:x):’ 5
v =¢ v =€
= o Ioz/xoexdx:/exdx:e’urc,
0 h =xe&—lly=xe*—e*+c,
o h=x?e¥-2llh =x?e*-2[xeX —e| + c =x?eX —2xe* +2e* +c,

o I3 =x3eX -3/, = x3 e~ —3[X2ex —2x eX +2ex} +c=x3eX —3x%2eX +6xeX —6eX +c.

(%il1) I(n,x):=integrate(x " n*xexp(x),x)$
I(0,x); I(1,x); I(2,x); I(3,x); I(4,x); I(5,x);

(%02) e*

(%03) (x —1)e*

(%04) (x? —2x +2) e~

(%05) (x3 —3x2 + 6x — 6) &

(%06) (x* — 4x3 + 12x% — 24x + 24) X

(%07) (x5 — 5x* 4+ 20x3 — 60x% — 120x + 120) &
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02. Metody integrovani

Metoda substituce.

Funkce F je primitivni k funkci f na intervalu /,

x = p(t) ma derivaci na intervalu J, p(J) C I.
= F(¢(t)) je primitivni k funkci f(p(t)) - ¢'(t) na J a plati:

° /f(so(f)) /() dt = /f(X)dx: F(x)+c=F(p(t)) +c ted cer.

I, J jsou intervaly, x = ¢(t) : J — | ma derivaci ¢'(t) # 0 na J,
funkce F(t) je primitivni k f(p(t)) - ¢/(t) na J.

= F(¢7%(x)) je primitivni k funkci f(x) na intervalu / a plat:

o /f(x)dx _ /f(go(t)) P (t)dt = F(t) + ¢ = F(p~(x)) - c. x € I, c € R.

o V prvnim pripadé nemusime pouzit inverzni substituci,

ale v druhém ptipadé musime pouzit inverzni substituci t = p~*(x).
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02. Metody integrovani

(]

. Subst. x =sint
/sm3tcostdt:{ ubst. X =i

(x)
A

teR 3 Pl _M+ R R
dx = costdt | xe(— 11>} / dx = 3+1+C_ 4 En BEL, EE T
Subst. t = f(x) dt — D €
— { dtff'(x)dx} =[5 = In|t| 4+ c=In|f(x)|+ ¢, x € D(f), c € R.

X

/%dt: {S“bSt'X:f(t)] = [& =In|x|+c=In|f(t)|+c, t € D(f), cER.

[ Subst. t = x3

dx = f'(t)dt

[Subst. t=x3+1|x€R dt 1 1
=3zInft[+c=3In|x 1 c,xER, ceR.
dt = 3x%dx teR} 3 It + | T ‘+ = =
[ Subst. t = x3

dt = 3x%dx

x€R] _ 1[4 _1 _ 1 3
teR]_g/tQH—§arctgt+c—§arctgx +c,xeR, ceR.

x€R—{x1}] _ 1 [ dt _ 1 1 1y [xX=1
teR,{ﬂ}]—i A =3 3in|G+e= '”’X3+1

x€R—{£1l}, ce R

dt = 3x%dx
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02. Metody integrovani

o [e5xdx — Subst. 5x =t
5dx = dt

x€R
teR

:/et%:%/etdt:éet+c:%e5x+c,x€R,ceR.

Provést substituci t ve wxMaxima znamena:

e Zvolime substituci a pouzijeme diff k vytvoreni rozdilu dt

(oznaleni del(t)), pak vyjadfime dx pomoci dt pouzitim pfikazu solve.

o Vyjadrime vysledek rovnice pomoci %[1] a nahradime del (x) pomoci d&l(t)
v integrandé.

o Pouzijeme subst k transformaci celého integrandu s proménnou t a pak vypocteme
integral nezapominaje na to, ze se oCekava pouze koeficient del(t).

o Do vysledného integralu dosadime za t hodnotu x.
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02. Metody integrovani

INTEGRAND : (%e” (5*x))*diff (x);

e>* del(x)

solve (diff (t)=diff (5*x),del(x));
[del(x) = 2]

ARRE
del(t
del(x) = )
subst (rhs (%) ,del (x), INTEGRAND)$ subst(t,5*x,%);
e’ del(t)
5

integrate (coeff (%,del(t)),t);

et

5
subst (5%x,u,%);

eSx

5
integrate (e~ (5%x) ,x);

&5

5
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02. Metody integrovani

s | Subst. t=Inx
O/XdX—|: dt:dTX

teR

XG(O;QO):|

1
u'== 2

* | =Inx— [Inxdx.
v =Inx X

(Rovnice s integralem jako nezndmym parametrem.)

= 2/m7xdx:|n2x+2c. = o /'%‘dx: x4 ¢, x>0, ceR.
f(x) ma na intervalu / primitivni funkci F(x), redlné &islo a, b € R, a # 0.

o /f(at+b)dt: {S“bSt'X:"’”ﬂ :/L)dx = P | o Flatib) 4 o

dx = adt &l &l

. /f(t—i—b)dt: [ e :/f(x)dx: F(x)+¢ = F(t+b) + ¢ pro a= 1.

. /f(—t)dt _ [Subs;;(i:_;” = _/f(x)dx =—F(x)+c=—F(—t)+cproa=—1
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05. Urcity integral

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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01. Zakladni pojmy

o P¥i vySetfovani riemannovsky integrovatelné funkce f na (a; b), nepotfebujeme kazdé
déleni DE€D,.p)-
Sta&i se omezit na normalni posloupnosti déleni {D},~, C D(a;py, ti- pro které plati
lim wu(Dy) = 0.
k—o0

Potom pro kazdou volbu bodd T plati
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a
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01. Zakladni pojmy

o P¥i vySetfovani riemannovsky integrovatelné funkce f na (a; b), nepotfebujeme kazdé
déleni DE€D,.p)-
Sta&i se omezit na normalni posloupnosti déleni {D},~, C D(a;py, ti- pro které plati
lim wu(Dy) = 0.
k—o0

Potom pro kazdou volbu bodd T plati
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a

y f(t)=yni=12,..., k

K K ko
St(f, D) = ) f(t;) - Axi = 2= =1 SH(f,Di) = 3o M- Axi = 37 5 = G2

i=1 i=1 i=1 i=!

i1
xdx 1 e
./oT = 7 (dalsi strana).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04

01. Zakladni pojmy

1
/& =1 Funkece f(x) = 5. X € (0; 1) je rostouci, spojita, f € Ro.1y-
0

o Normalni posloupnost déleni {Dy},~; C D1y, pfitemz Dy = {i},'(:o pro k € N.

o Proi=1,2,... koplati Ax; =1, m; = f(xi—1) = 5L, M; = f(x) = 5.

k k (0+k—1)k
_ _ 1 1 Otl4ed(k—1) &SR 4 1 g
SD(vak)*_Zlmi'AXi*ZI'T'; T T Ee T ik T 1wk
1= 1=
k k 1 124tk _ B 1,
— I — — —
S(ka)—ZlMi'AXf—ZlT'k—T = = ak — 17Tk
= i=
1
= o [ X% — |im Sp(f,Di) = lim Sy(f,D) = lim (1 £2)=1
0 2 k— o0 D( ’ k) k— o0 H( ’ k) k— o0 (4 4k) &
o zvolme T = {t,-};;l jako stredy intervald (x;_1; X;), i = 1,2 k
: lpi=1l | i 2i
tj. &= 2(52 + 1) = 22, pak f(t;) = 2L a plati
k k. (1+2k—1)k
_ _ 2i—1 1 _ 1434-4(2k=-1) _ —H— _ 1
ST(f, Dk) = Z f(t,') - Ax; = 2 ’4k C R = 712 = 4i2 = 7o
i=1 i=1 1
= o [ X% — |im Sy(f,D)) = lim =1
/0 2 k—o00 T( ’ k) k—>oo4 4
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02. Zakladni vlastnosti

o Geometricky pfedstavuje Riemanniv uréity integral na intervalu (a; b) plochu krivoéarého
lichobézniku uréenou funkci f a intervalem (a; b).

Pod osou x (tj. pro f zaporné) je tato oblast zdporna.
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02. Zakladni vlastnosti

o Geometricky pfedstavuje Riemanniv uréity integral na intervalu (a; b) plochu krivoéarého
lichobézniku uréenou funkci f a intervalem (a; b).

Pod osou x (tj. pro f zaporné) je tato oblast zdporna.

Funkce f, g € Ry, Cislo c € R.

= cf,f +g,|f|, 3 fg € Risby a plati:

° /cf )dx = c/f ° /ab[f(x) +g(x)] dx = /;‘(x)dx 4 /abg(x)dx.

Pokud inf {g(x),x € (a; b)} > 0, resp. sup {g(x),x € (a;b)} <0, pak i l,f € Riab)-
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02. Zakladni vlastnosti

Funkce f, g € Riap)-

o f(x) >0 pro vSechny x € (a; b). = o /f(X)dXZO.

a b b
o g(x) > f(x) pro vSechny x € (a;b). = o /g(x) dx > /f(x) dx.

a
V.

Additivnost integralu.

Funkce f € R(j.jmeno), | C R je ohranieny interval, body a, b, c € I jsou libovolné.

= o /a[;(x)dx_/ai‘(x)dx+/cl}(x)dx.

Y /b: /:’ /bc y{ﬁj: /bc’ /; /:: /:: /bc+ /:

a
—

f

A N

A

IR

a<c<b a<b<c b<a<c b<c<a c<a<b

Aditivnost Riemanova integralu miZeme ilustrovat na vektorech.
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03. Metody integrovani

Vypocet Riemanova integralu (Newton-Leibniziiv vzorec).

Funkce f € R(,.), funkce F je primitivni k funkci f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)K_
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03. Metody integrovani

Vypocet Riemanova integralu (Newton-Leibniziiv vzorec).

Funkce f € R(,.), funkce F je primitivni k funkci f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)}b_

a

(%il) integrate(f(x),x,-1,1);

1
(%o1) /_f(x)dx

1
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03. Metody integrovani

(%i2) f£(x):=x"2$ F:integrate(f(x),x);
X3

® %

(%i3) integrate (f(x),x,-1,1);

(%03) %

(%i4) subst(1,x,F)-subst(-1,x,F);

(%o04) %

(%i5) float (subst(l,x,F)-subst(-1,x,F));

(%05) 0.6666666666666666

(%i6) float(integrate(f(x),x,-1,1));

(%06) 0.6666666666666666

(%i7) bfloat (integrate(f(x),x,-1,1));

(%07) 6.666666666666667b — 1
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03. Metody integrovani

(%i2) f(x):=cos(x)*sin(x)$ F:integrate(f(x),x);
;) —=
%i3) integrate (f(x),x,1,2);

0 cos1®>  cos2?
%03) =35 g

(

(

(%i4) subst(2,x,F)-subst(1l,x,F);
(%os) wsii _ cos2®
(%i5) float(integrate(f(x),x,1,2));

(%05) 0.05937419607911741

(%i6) float (subst(2,x,F)-subst(l,x,F));
(%06) 0.05937419607911741

(%i7) bfloat (subst(2,x,F)-subst(1l,x,F));
(

%o7) 5.937419607911738b — 2

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04

03. Metody integrovani

1 1
o/%z{mx@ —Ihl-In1=0 (?17).
1 -1

o Funkce = neni definovdna v bodé 0.

X=X =

o Funkce £ neni omezena na intervalech (—1;0) a (0;1).

o V tomto smyslu integral nemiizeme vypocditat.

(%i2) f£(x):=1/x$ F:integrate(f(x),x);

(F) —logx

(%i3) integrate (f(x),x,-1,1);
Principal Value

(%03) 0

(%i4) subst(l,x,F)-subst(-1,x,F);

(%04) —log(—1)
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03. Metody integrovani

o Urcité integraly se obecné pocitaji pomoci neurcitych integrali.

o Metodu per partes a substituéni metody mizeme upravit a pfimo pomoci nich vypocitat
urcity integral.

Po substituci se nemusime vracet k plivodnim proménnym.

Metoda per partes.

u ', v,v' € Rigpy. = o /bu(x) v/(x)dx = {u(x) V(X)}b - /abu’(x) v(x)dx.

a a

27 a - o 27
/ x?sinxdx = {”,*X e ] = [—x2cosx} +/ 2x cos x dx
v 0
0 0

=sinx |v =—cosx
u=2x |u=2 27 2
o e ]Z{—4W2-1+02-1}+[2xsinx} —/ 2 sin x dx
Vi =COSX |V =sInx 0 0

—4w2+[4w-0—2-0-o} — {—2COSXK7T:—47T2— {—2-1+2~1} e
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03. Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,

I je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 3, ¢(a) = a, ¢(B) = b.
b

B
= f(p)¢’ € Ry aplati o /f(x) dx = / fle(t)]¢(t)dt. (MaZeme pouZit obéma sméry.)

a
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03. Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,
| je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 8, p(a) = a, ¢(B) = b.

b B
= f((p)(p’ € Ryaplati o /f(x) dx = / f[‘ﬂ(t)]QO/(t)df- (Miizeme pouZit obéma sméry.)
a «
— x2 Stulsi, e =ciin X€< L1) l=sin3 VI—x2=+/1—sin’t = Vcos? t = |cos t| = cos t
/ \/ﬁdX dx = cos tdt < %%> —1=sin(-3%) cost > 0 pro vsechnyte(—i it
4 H 2 3 e
= / Wcosz tdt = / W% dt = %/ W[l + cos 2t| dt = %{t—f— sinat t}_i
T2 T2 = b
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03. Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,
| je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 8, p(a) = a, ¢(B) = b.

b B
= f(p)¢’ € Ry aplati o /f(x) dx = / fle(t)]¢(t)dt. (MaZeme pouZit obéma sméry.)
a «@
/1 o2 Subst. x =sint xe( 1;1) l1=sin% V1I—x2=1/1-sin’t =cos?t = |cost| = cost
/ 1=x dX dx =costdt|te (—%5;%) —1:sin(2—%) cost > 0 pro viechny t € (—5; 5
Z 3 3 . 3
:/ cothdt:/ Iteos2t g — %/ [1+ cos2t|dt = %{t—f— —S'”ft} :
-3 -3 =% -7
=iz +8r - (-3 +26)] =4[3+0-(-3+0)| =} 7=3
: Subst t?+1[te(-10)|xe(1;2)[t=2 5 >
. 2 o ubst. x = —1; X ; = — X = _ 1 .
° /_ltsm(t +1)dt = [ dx =2dt|te (0;2) |xe(1;5) t:—1>—>x:2} - 2/2$deX
5
:%[—cosx} Z%[—COS5+COSQ} = cos2ocosy
2
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

aceR mneN, m#n.

a+2m 27 27 . o
/ sin? (nx) dx = / sin (nx) dx = / 1_%(2'”) dx = [% - 5'"2(.32”}
a 0 0

0

_ {%_sin(ZnQTr)_g_'_%} _ [w—0—0+o] _

a+2m 27 2 (2 ) o
2 - 2 . 1+cos (2nx _ | x sin 2nx
° / cos (nx)dx—/O cos (nx)dx_/0 = ldx = {5—&—72,2”}
a

0
_ [2% + sin(i:»ZTF) _ g _ si4nn0} _ {W-I-O—O—O] —
a+2m 27T 27T
° / sin (mx)sin (nx)dx = [ sin(mx)sin(nx)dx = / Cos(mx_"x)gcos(mXJ“”X) dx
a 0 0
_ |:sin (m=n)x  sin (m+n)><:|27r _ |:sin (m—n)2w  sin(m4n)2w  sin0 + sin 0 :| -0
2(m—n) 2(m+n) |4 2(m—n) 2(m+n) 2(m—n) 2(m+n) :

° /.Hziﬂn (mx) cos (nx)dx = /02Trsin (mx) cos (nx) dx = /Wsin (mx) cos (nx) dx = 0.

a —m
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

%il) f(x,n):=sin(n*x)~2;

%ol) f(x,n) :sin (nx)?

%i2) integrate(f(x,n),x,0,2%%pi);
%02) — sin (4#4"37471‘"

%i3) integrate (f(x,n),x,a+0,a+2%*%pi);
%o03) S (2a4n’3—23n B 5in((2a+47r)r;):(—2a—4r)n

(

(

(

(

(

(

(%i4) ratsimp(%o3);
(%04) — sin ((2a+4m)n)—sin (2an)—4mn
(

(

(

(

(

(

4n
%i5) integrate(f(x,4),x,0,2*%pi);

%05) T

%i6) integrate (f(x,4) ,x,a+0,a+2%*%pi);
%06) sin (8136)783 sin (8a)—8a—167

16
%i7) ratsimp (%) ;
%08)
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

(%i1) f£(x):=sin(x)$
wxdraw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
color=blue, explicit(f(x),x,0,2%%pi),border=false,
rectangle ([1,0],[2,£f(2)]),color=black,
label (["P1",1.5,0.2]),
rectangle ([4,f(4)],[5,0]),color=black,
label (["P2",4.5,-0.2]));

0.5 |-

-0.5 -
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

b
o Pripomerime, ze /f(x) dx urcuje oblast ohranicenou f(x) a osou x.
a

(%il) f£(x):=sin(x)$
wxdraw2d (grid=true,xrange=[0,2*%pi],yrange=[-1,1],
Xaxis=true,yaxis=true,
title="Area Bounded by f(x) on [0,pi/2]",
fill_color=red,filled_func=true,filled_func=f(x),
explicit (0,x,0,%pi/2),filled_func=false,
color=blue,explicit (f(x),x,0,2*%pi));

Area Bounded by f(x) on [0,pi/2]

0.5 -

-0.5
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

(%i1) f£(x):=sin(x)$
wxdraw2d (grid=true,xrange=[0,2*%pi] ,yrange=[-1,1],
Xaxis=true,yaxis=true,
title="Area Bounded by f(x) on [0,2pi]",
fill color=red,filled func=true,filled func=f(x),
explicit (0,x,0,2*%pi),filled_func=false,
color=blue,explicit (f(x),x,0,2*%pi));

Area Bounded by f(x) on [0,2pi]

0.5 |-

-0.5
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

(%i1) f£(x):=sin(x)$ g(x):=x/(2x*%pi)$
wxdraw2d (grid=true ,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,2*%pil ,yrange=[-1,1],
title="Area bounded between f(x) and g(x).",
fill color=red,filled func=true,filled_ func=f(x),
explicit (g(x),x,0,2*%pi),
filled_func=false,color=blue,key="f(x)",
explicit (f(x),x,0,2%%pi),color=brown,key="g(x)",
explicit(g(x),x,0,2%%pi));

Area bounded between f(x) and g(x).

f
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04. Integrovani sudych a lichych funkci

(%il) f(x):=sin(x)$ g(x):=cos(x)$
wxdraw2d (grid=true ,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,2*%pil ,yrange=[-1,1],
title="Area bounded between sin(x) and cos(x).",
fill_color=red,filled_func=true,filled_func=f(x),
explicit(g(x),x,%pi/4,5%%pi/4),
filled_func=false,color=blue,key="f(x)",
explicit (f(x),x,0,2%%pi),color=brown,key="g(x)",
explicit(g(x),x,0,2%%pi));

Area bounded between sin(x) and cos(x).
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Dékuji za pozornost.

\Qs L‘& Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima \%s 0‘9

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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