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Uvod do wxMaxima

NS N

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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Zakladni pojmy

o wxMaxima je dialogové rozhrani pro systém pocitacové algebry Maxima.

o wxMaxima je distribuovan pod licenci GPL.

o Program Ize zkompilovat v riiznych OS (Windows, GNU/Linux, MacOS X, ...).
o xMaxima je grafické rozhrani pro Maxima napsané v Tcl/Tk.

e Maxima patfi mezi Open Source programy s otevienym zdrojovym kédem.

o Predkompilovany program pro GNU/Linux a Windows je k dispozici zdarma na webové
strance SourceForge https://sourceforge.net/projects/maxima/files/.

o Po spusténi prostredi wxMaxima se na obrazovce objevi okno s menu v horni ¢asti.

o Pod menu se nachazi prostor, kde mizeme zadavat prikazy a kde se zobrazuji vystupy.
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Zakladni pojmy

e

o Ptikazy zaddvame na samostatné radky (vstupni fadky).

Jejich realizace je zajist&na sou€asnym stisknutim klaves [Shift]a [Enter| nebo kliknutim
v menu na ikonu B (Send the current cell to maxima).

o Vstupni radky jsou uvedeny jako (%il).
e Vystupni radky jsou uvedeny jako (%o1).

o Cisla pro vstupni ¥adek a prisludny vystupni ¥adek jsou stejna a na zakladé nich se
mizeme odvolavat na obsahy téchto radkda.

(%il) First input line.
(%o0l) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.
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Zakladni pojmy

o Ptikazy se provadéji na novych samostatnych radcich (vystupnich fadcich).

o Prtikazy na vstupnich fadcich mohou byt ukonéeny symbolem ; nebo symbolem $,
ktery potlacuje zobrazenf pfislusného vystupu.

%il) solve (0=x+2,x);
%o0l) [x = —2]

%i2) %hil;

%02) solve(0 = x +2,x)
%i3) %ol

(
(
(
(
(
(%03) [x = —2]
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Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v riznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.
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Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v riznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.

(%03) [x = f%x = 0]

Vystup (%o3) z predchoziho okna miizeme:

o Kopirovat pomoci [Ctrl C|a [Ctrl V], resp. kopirovat jako text (Ize pouZit napt. pro
editor rovnic MSWord): x=-2/3,%=0,

o Kopirovat jako IATEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG. ..
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Zakladni pojmy

Vystup mizeme ulozit v riznych tvarech a nasledné pouzit v jinych programech.

(%03) [x=—2,x=0]

Vystup (%o3) z predchoziho okna miizeme:

o Kopirovat pomoci [Ctrl C|a [Ctrl V], resp. kopirovat jako text (Ize pouZit napt. pro
editor rovnic MSWord): x=-2/3,%=0,

o Kopirovat jako IATEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Kopirovat jako MathML, obrazek, RTF, SVG. ..

Prostredi wxMaxima ma dobre propracovany help pro uZzivatele, ktery najdete v menu Help.
Help otevieme i stisknutim klavesy F1.

Névod najdeme i na strance
https://maxima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.
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Zakladni prikazy

o Pomoci apropos zjistime presny nazev prikazu pomoci ¢asti jeho nazvu.

(%il) apropos("plot")
(%o01) [barsplot,boxplot,contour_plot,get_plot_option,gnuplot,. . .

o Prikaz describe vypiSe popis zadaného prikazu

(%il) describe (plot2d)$
- - Function: plot2d
plot2d (<expr><,<range_x><,<options><)
plot2d (<expr_<>=<expr_<>,<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([parametric,<expr_x><,<expr><_y,<range><],<options><)
plot2d ([discrete,<points><],<options><)
plot2d ([contour,<expr><],<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([<type_<>,...,<type_n><],<options><)
There are 5 types of plots that can be plotted by ’plot2d’:

1. Explicit functions. ’plot2d’
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Zakladni prikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.
o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.
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Zakladni prikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.
o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.

o Nasledujici prikazy Fesi rovnici 2x + 3x> = 0 s nezndmou proménnou x.

(%il) a:2$ b:3% solve(a*x+b*x"2=0,x);
(%o1) [x = —2,x=0]
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Zakladni prikazy

o Vyrazy se zadavaji pomoci béznych znakii operaci, relaci a funkci.

o Argumenty funkci a prikazi jsou v zavorkach.

e Symbol nasobeni * musi byt zadan!

o Umocnéni se zadava znakem ~ nebo dvojici **.

e Symbol : se pouziva k prirazeni hodnoty napravo do vyrazu nalevo.

o Nasledujici prikazy Fesi rovnici 2x + 3x> = 0 s nezndmou proménnou x.

(%il)

(%o01)

a:2% b:3% solve(a*x+b*xx"2=0,x);
[x =—%,x=0]

o Pomoci prikazu kill miZeme z paméti odstranit proménné se vSemi jejich prirazenimi
a vlastnostmi.

(%il)

(%i2)

kill(a,b)
/* removes all bindings from the arguments a,b */
kill(all) /* removes all items on all infolists */
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Zakladni prikazy

o V menu a podmenu [Display equations]|miizeme zménit zobrazeni vystupnich

tadk( na tvary [in 2D] (implicitni tvar), [as 1D ASCII| +nebo [as ASCII Art].

e Nastaveni vystupu mizete zménit také prikazem set_display.

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$

(%o1) x/sqrt(x?+1) /* as 1D ASCII x/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$
X
%) ccccoc=es= /* as ASCII Art x*/
2
sqrt(x + 1)
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Prace s cCisly a zakladni konstanty

o Maxima dokaze pracovat s readlnymi Cisly v numerickém nebo symbolickém tvaru.

o Zplisob zapisu realnych &isel Ize nastavit v menu pomoci prepinace
[Numeric Output|mezi numerickym a symbolickym zobrazenim.

o Nastaveni proménné numer urcuje zplsob zobrazeni.
o Standardné se zobrazuje 16 &islic (véetné desetinné ¢arky).

o Presnost zobrazeni je definovana proménnou fpproc a ovliviiuje zobrazeni
pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje zdy stejné.
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Prace s cCisly a zakladni konstanty

o Maxima dokaze pracovat s readlnymi Cisly v numerickém nebo symbolickém tvaru.

o Zplisob zapisu realnych &isel Ize nastavit v menu pomoci prepinace
[Numeric Output|mezi numerickym a symbolickym zobrazenim.

o Nastaveni proménné numer urcuje zplsob zobrazeni.
o Standardné se zobrazuje 16 &islic (véetné desetinné ¢arky).

e Presnost zobrazeni je definovana proménnou fpproc a ovliviiuje zobrazeni
pomoci bfloat. Vystup float zobrazuje zdy stejné.

o Standardné se komplexni ¢isla zadavaji v algebraickém tvaru (rectform). Pomoci pfikazu
polarform je mizeme prevést do trigonomického (exponencilniho) tvaru.

(%il) z:1+%i;

) i+l

(%i2) polarform(z)+rectform(z);
(%02) V2e T +itl
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Prace s cCisly a zakladni konstanty

o Ciselné konstanty e, m, i (imaginarni jednotka) maji prefix %, tj. %e, %pi, %i.

To plati' i kdyz jsou soucasti nebo vysledkem vypocti.
o Maxima ma preddefinované konstanty inf, minf pro redlnad nekonecna oo, —oo.
e Maxima méa preddefinovanou konstantu infinity pro komplexni nekonecno.

o Logické konstanty true a false predstavuji pravdu a nepravdu.

%il) %hpithi+iie;
%o0l) ™+ %i+%e
%i2) [minf ,inf];
%02) [—00, 0]

%i3) infinity;

(
(
(
(
(
(%o03) infinity
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Prirazeni a funkce

o Maxima obsahuje mnohem vice funkci nez standardni programovaci jazyky.

Jsou to nejen samotné funkce, ale také rzné funkce na jejich podporu.
o Operator : pouzivame k pFifazovani hodnot nebo vyrazli proménnym.

o Funkce definujeme pomoci prirazeni :=.

(%il) f£(x):=x"2+2%x+3;

(%01) f(x):=x*>+2x+3

(%i6) £(x);f(y);f(x+1);
£(-2);£(1);

(%02) x%+2x + 3

(%03) y*>+2y+3

(%04) (x+1)>+2(x+1)+3
(%05) 3

(%06) 6
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Prace s vyrazy

Mnohokrat pottebujeme zménit podminky pouze lokalné pro konkrétni vypocet bez zmény
globalniho nastaveni. Za timto iéelem ma Maxima velmi efektivni prikaz ev.

o Ptikaz ev umoznuje definovat specifické prostredi v ramci jednoho prikazu.

o Po zadani prikazu ev(a,bl,b2,..., bn) se vyhodnoti vyraz a pri splnéni podminek b1,
b2, ..., bn.

e Témito podminkami mohou byt rovnice, pfitazeni, funkce, prepinace (logicka nastaven).
Priklad ukazuje priklad Ffeseni kvadratické rovnice pomoci prikazu solve.

o Proménné a, b, ¢ po provedeni prikazu ev nemaji prirazené hodnoty.

(%il) ev(solve (a*x"2+b*x+c=0,x),a:2,b:-1,c=-3);
(%01) [x = %,x =—1]
(
(

%i2) solve(a*x"2+b*x+c=0,x);

%02) [X _ Vb2_233C+b,X _ \/b2—2;13c—b]
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Prace s vyrazy

Substituovat vyrazy mizeme pomoci prikazii subst(a,b,c) a ratsubst(a,b,c).

Viyraz a bude nahrazen vyrazem b a nasledné dosazen do vyrazu c.

P¥i pouziti pfikazu subst musi byt b nejjednodussi ¢asti (atomem) resp. kompletnim
podvyrazem vyrazu c.

V prikladu nenf podvyraz x+y dplny (chybi z).

Ptikaz ratsubst vysledny vyraz také upravi.

(%i2) subst(x+y,a,a”2+b~2); ratsubst(x+y,a,a”2+b"2);
(%ol) (y+x)2 + b2

(%02) y? 4 2xy + x? + b?

(%i4) subst(a,x+y,x+y+z); ratsubst(a,x+y,x+y+z);
(%03) z+y+x

(%04) z+ a
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Limity a derivace

V menu najdeme funkce pro fedeni zakladnich problém@ matematické analyzy
(limity, derivace, integrély, soucty fad, ...).

Limity vypocteme pomoci ptikazu 1limit.

o Posledni parametr uréuje smér jednostrannych limit, m& hodnoty plus nebo minus
a je volitelny.

Pokud neni zadan, Maxima pocita limitu jako komplexni.

o Pfikazem limit (f(x),x,a) vypolitdme limitu lim f(x).
X—a

o Ptikazem limit (£ (x),x,a,plus) vypocitame limit lim f(x).

x—at
(%i4) 1limit(1/x,x%,0); limit(1/x,x,0,plus);
limit(1/x,x,0,minus); limit(1/x,t,0);
(%o1) infinity
(%02) oo
(%03) —o0
(%o04) %
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Grafy funkci

Graf funkce mizeme vyli¢it nékolika zplsoby.

o Nejjednodussi zpiisob je zvolit v menu podmenu |[Plot 2d ...|

o Zvolime-li [Format=gnuplot], funkce se vykresli pfikazem plot2d do nového okna
pomoci programu Open Source Gnuplot.
Gnuplot se automaticky nainstaluje spolu s Maxima.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot])$

s —
cos()
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Grafy funkci

Grafy funkci nejsou zobrazeny v redlném poméru os x a y, ale jsou optimalizované pro
obrazovku.

o Pro spravné zobrazeni mizeme pouzit napf. parametr same_xy.

(%i1l) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot],[same_xy]l)$
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Grafy funkci

Zvolime-li [Format=wxmaxima];

e Maxima vykresli graf pomoci ptikazu plot2d do nového okna.

o Obrazek miZeme ulozit pouze do postscriptu.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, xmaximal])$
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Grafy funkci

Zvolime-li [Format=inline]:

e Maxima nakresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do svého prostredi.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

St

cos(x) —|

(%ol) S ;
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Grafy funkci

Zvolime-li [Format=inline]:

e Maxima nakresli graf pomoci pfikazu wxplot2d do svého prostredi.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

St

cos(x) —|

(%ol) S ;

Prikazy plot2d a wxplot2d maji stejnou syntaxi a mnohem vice parametrd.

o Parametry zjistime napriklad pfikazem describe (plot2d).
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Grafy funkci

Graf funkce mizeme vykreslit nékolika zpiisoby.

Vyhodnéjsi je pouzit pfikazy wxdraw2d nebo draw2d a vystup pfesmérovat na Gnuplot.

Tyto prikazy maji mirné odliSnou syntaxi nez wxplot2d, plot2d.
Parametry tisku jsou jednodussi a prehlednéjsi.

Vykreslovana funkce musi byt v ptrikazu explicit, parametric nebo implicit.

(%i1l) wxdraw2d (explicit((sin(x)),x,-2,2))$

1
0.8
0.6 -
04 -
02+

0L
02 L
04 L
0.6 -
08 L
1 I I I I I I I

(%01) 2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
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Posloupnosti a rady

Posloupnosti mizeme v Maxima vytvorit nékolika zpisoby.
o Posloupnosti mizeme vytvorit napriklad prikazem makelist nebo prikazy cyklu for. .do.

o Prtikaz makelist vytvori seznam, ktery miZeme zobrazit i jako celek i po clenech.

(%i2) S1l:makelist (2*n~2-1,n,1,10);
S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
(s1) [1,7,17,31,49,71,97,127,161,199]
(s2) [7,31,71,127,199]
(%i4) S1[1]1;S2[1];S1[10];
(%03) 1
(
(%05) 199
(%i6) S1[12];
inpart: invalid index 12 of list or matrix.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
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Posloupnosti a rady

o Posloupnost je vygenerovana i se svymi vzory a poté se vykresli pomoci draw2d.

o Usporadané dvojice jsou v hranatych zavorkach a poté jsou zobrazeny jako body v roviné.

(%i1) Sil:makelist([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

(s1) [[1,3],[2,1],[3, 31, 14, &1, 15, 31, [6, 1, [7, 1. 8, 31, [9, 351 [10, 3311

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,11] ,yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

B
e
e
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Posloupnosti a rady

o Pomoci pikazu for..do vypReme n&kolik &lenti posloupnosti {2n? — 1}~ .

(%i1) (for n:1 thru 15 do (a_n: 2*n~2-1, print(a_n)) )$
1
7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287
337
391
449
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Posloupnosti a rady

Soucet fady mizeme vypocitat pfikazem sum.

Tento piikaz naleznete v menu a podmenu [Calculate Sum...]|

o Pomoci prikazu sum vypocitdme konecny i nekoneény soucet.

(%il) sum(2*n~2-1,n,1,8);
(%o1) 400

o Maxima dokaze vypocitat presny soucet nékterych nekonecnych rad.

(%i2) sum(1/k"2,k,1,inf);
sum (1/k"2,k,1,inf) ,simpsum;

(%ol) 21 ()
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Realné funkce

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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Zakladni pojmy

o Binarni relace f mezi mnoZinami A# () a B # () je kazdé f C A x B.
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o Binarni relace f mezi mnoZinami A# () a B # () je kazdé f C A x B.

o Pokud pro kazdé x € A existuje nejvySe jedno y € B takové, ze [x; y] €f, pak se relace f
nazyvé funkce (zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, oznadeni f: A — B.

Zapisujeme [x; y] € f nebo y = f(x).

e xcA Vzor, nezavisla proménna, argument.

o yeB Obraz, zavisla proménna, hodnota funkce.

o D(f)={xe€A yeB:[x;ylef} Defini¢ni obor funkce f (mnoZzina vzoril).
o H(f)={yeB,3xeD(f): [x;y]ef} Obor hodnot funkce f

(mnoZina obrazi).
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Binarni relace f mezi mnozinami A # () a B # () je kazdé f C A x B.

Pokud pro kazdé x € A existuje nejvyse jedno y € B takové, Ze [x; y]€f, pak se relace f
nazyvé funkce (zobrazeni) z mnoziny A do mnoziny B, oznadeni f: A — B.

Zapisujeme [x; y] € f nebo y = f(x).

x€EA Vzor, nezavisla proménna, argument.

yeB Obraz, zavisla proménna, hodnota funkce.

D(f) ={x€A,yeB: [x;y]lef} Defini¢ni obor funkce f (mnoZzina vzoril).
H(f) ={yeB,3xeD(f): [x;y]ef} Obor hodnot funkce f

(mnoZina obrazi).
Relace a funkce jsou mnoziny usporadanych dvojic.

f = g predstavuje ekvivalenci [x; y]€f < [x;y] € g,
tj. D(f) = D(g) a pro vSechny x € D(f) plati f(x) = g(x).
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Zakladni pojmy

o Vxi, €A x1 #x = f(x1) # f(x)

Funkce f je injekce, resp. prostd funkce (rizné vzory maji riizné obrazy).
o VyeBdxcA y=1f(x)

Funkce f je surjekce, resp. funkce na mnozinu B (kazdy obraz ma vzor).

o f jeinjekce a surjekce soucasné (prostd funkce na mnozinu B)

Funkce f je bijekce (injekce a surjekce).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Zakladni pojmy

o Vxi, €A x1 #x = f(x1) # f(x)

Funkce f je injekce, resp. prostd funkce (rizné vzory maji riizné obrazy).
o VyeBdxcA y=1f(x)

Funkce f je surjekce, resp. funkce na mnozinu B (kazdy obraz ma vzor).

o f jeinjekce a surjekce soucasné (prostd funkce na mnozinu B)

Funkce f je bijekce (injekce a surjekce).

A (G) (@) () A () (@) (9 2N OXOSOXOREOXOKO,

f f fs fa

EQOOO® 200060 OO ZHOROXO,

A={2. 53[0, 64 h={a2, B3 1) A={a2. 361,12 f={a2,[6:3] 1)

Nenfi funkce Je injekce. Je surjekce. Je bijekce.

(je relace).
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Zakladni pojmy

Funkce f: A— B, g: C — D, H(f) C C.

o Funkce F = g(f): A — D, ktera prifadi kazdému x € A hodnotu z = g(y) = g(f(x)) €D,
kde y = f(x), se nazyva slozeni (kompozice) funkei f a g.
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Zakladni pojmy

Funkce f: A— B, g: C — D, H(f) C C.

o Funkce F = g(f): A — D, ktera prifadi kazdému x € A hodnotu z = g(y) = g(f(x)) €D,
kde y = f(x), se nazyva slozeni (kompozice) funkei f a g.

o Funkce f se nazyva vnitrni slozka.

o Funkce g se nazyva vnéjsi slozka.

QX@
cle)
R
i
O,
GCK@
QOO
0)elo)
QIO
©

f= {[3; 1] 5 [b; 1] 5 [C; 3] ) [d; 5]}v 8= {[1;&] ) [2;7] ) [3;ﬁ] ) [4;[7)] ) [5;/))]}'
slozeni F = g(f) = {[a; o], [b; o], [c; 8], [d; 5]}
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Zakladni pojmy

Funkce f: A— B, C C A.

o Zobrazeni h: C — B takové, ze pro vsechny x € C plati f(x) = h(x), se nazyva zazeni
(restrikce) f na mnozinu C, oznaleni h = f|c.
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Zakladni pojmy

Funkce f: A— B, C C A.

o Zobrazeni h: C — B takové, ze pro vsechny x € C plati f(x) = h(x), se nazyva zazeni
(restrikce) f na mnozinu C, oznaleni h = f|c.

Funkce f: A — B je bijekce.

o Zobrazeni g: B— Atakové, ze [y;x] € g & [x;y] € f,
tj. x = g(y) & y = f(x), se nazyva inverzni funkce k f, oznadeni g = f~1.
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Zakladni pojmy

Funkce f: A— B, C C A.

o Zobrazeni h: C — B takové, ze pro vsechny x € C plati f(x) = h(x), se nazyva zazeni
(restrikce) f na mnozinu C, oznaleni h = f|c.

Funkce f: A — B je bijekce.

o Zobrazeni g: B— Atakové, ze [y;x] € g & [x;y] € f,
tj. x = g(y) & y = f(x), se nazyva inverzni funkce k f, oznadeni g = f~1.

Mnozina A je ekvivalentni s mnozinou B, pokud existuje bijekce f: A — B, oznadeni A ~ B.

A= A je prazdna.
5 5 L } A je konecna.
A~N,={1,2,...,n}, neN A je spocitatelné koneéna.
A~ N A je spocitatelné nekonecna.
} A je nekonecna.
AZDaAAN,aAgN A je nespoditatelna.
A= () nebo A~ N, nebo A~ N A is spocitatelna.
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Zakladni pojmy

o N={1,2,3,....n,n+1,...} P¥irozena Cisla.
o Z={m—n,mneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Cel3 ¢&isla.

o Q= {%,mEZ,n € N} Racionalni ¢&isla.

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou racionélnich &isel (s nenulovym jmenovatelem) je opét
raciondlni &islo. Racionalni &islo (zlomek) mize mit nékolik riiznych vyjadrent.
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N={1,2,3,....,n,n+1,...} P¥irozena Cisla.
Z={m—nmneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Cel3 ¢&isla.
Q= {%,mEZ,n € N} Racionalni ¢&isla.

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou racionélnich &isel (s nenulovym jmenovatelem) je opét
raciondlni &islo. Racionalni &islo (zlomek) mize mit nékolik riiznych vyjadrent.

I=R—-Q Iracionalni ¢&isla.

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou iracionalnich ¢isel mize byt iracionalni i racionalni.

R = (—00; 0) Reélna ¢isla.

Mnozina R je nekonecnd, ale vSechny jeji prvky, tzn. &isla, jsou koneénd (pocet prvki
mnoziny R nelze vyjadfit &islem).
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N={1,2,3,....,n,n+1,...} P¥irozena Cisla.
Z={m—nmneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Cel3 ¢&isla.
Q= {%,mEZ,n € N} Racionalni ¢&isla.

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou racionélnich &isel (s nenulovym jmenovatelem) je opét
raciondlni &islo. Racionalni &islo (zlomek) mize mit nékolik riiznych vyjadrent.

I=R—-Q Iracionalni ¢&isla.

Soucet, rozdil, soucin a podil dvou iracionalnich ¢isel mize byt iracionalni i racionalni.

R = (—00; 0) Reélna ¢isla.

Mnozina R je nekonecnd, ale vsechny jeji prvky, tzn. &isla, jsou koneénd (pocet prvki
mnoziny R nelze vyjadfit &islem).

R* = RU {—00, 00} Rozsifend mnozina redlnych Eisel.
oo—i—oo:oo,aj:oo::too,oo-oo:oo,b-oo:%:oo, %:Opro a,beR, b > 0.

Nedefinujeme co — 00, 00 -0, &2, F, § pro a€R (neuréité vyrazy).
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Posloupnosti (realnych cisel)

Funkce f, D(f) = N } Posloupnost, pro n€ N zna&ime a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a1,a,383,...,3p,...} ={an} e,
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Posloupnosti (realnych cisel)

Funkce f, D(f) = N } Posloupnost, pro n€ N zna&ime a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a1,a,383,...,3p,...} ={an} e,

o f~ N  Posloupnost f je spolitatelnd (nekonecnd).

o a,cf Clen posloupnosti predstavuje [n; f(n)],
tedy soucasné vzor (pofadi n) a obraz a, = f(n).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02 01 02 03 04 05 06 07 08

Posloupnosti (realnych cisel)

Funkce f, D(f) = N } Posloupnost, pro n€ N zna&ime a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a1,a,383,...,3p,...} ={an} e,

o f~ N  Posloupnost f je spolitatelnd (nekonecnd).

o a,cf Clen posloupnosti predstavuje [n; f(n)],
tedy soucasné vzor (pofadi n) a obraz a, = f(n).

Posloupnost (redlnych &isel) je kazda posloupnost {a,} -, kde a,€R, tj. f: N — R,

n=1
D(f) C R.
o Explicitni zadan: Obecné vyjadreni a, = f(n), neN.
ap = n?, n€ N definuje posloupnost {a,},; = {n?} _ ={1,4,9,16,...}.
o Rekurentni zadani: Zadani a; a zadani a,, n€ N pomoci predchozich ¢lend.

a=1 a1 =a,+2n+1 neN
definuje posloupnost {a,} -, = {n2}:ozl ={1,4,9,16,...}.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,,};“;l, a,€R, ¢isla a,beR.

o VneN:a<a, a je dolIni ohrani¢eni,  {a,} =, je ohrani¢ena zdola.
o VneN:a,<b b je horni ohranicent, {a,,};’il je ohranicena shora.
o {an} <, je ohraniena zdola a shora {an} 2 je ohranigena.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

02 01 02 03 04 05 06 07 08

Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,,};“;l, a,€R, ¢isla a,beR.

o VneN:a<a, a je dolIni ohrani¢eni,  {a,} =, je ohrani¢ena zdola.
o VneN:a,<b b je horni ohranicent, {a,,};’il je ohranicena shora.
o {an} <, je ohraniena zdola a shora {an} 2 je ohranigena.

VneN: a, < a Rostouci. . .
C Ostfe monoténni.

an > ant1 Klesajici.

7 s oo
VneN: a, < api1 Neklesajici. Monoténni posloupnost {a,},—;.

AARVAN

an > ant1 Nerostouci.

an = ant1 Konstantni (stacionarnf).
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,,};“;l, a,€R, ¢isla a,beR.

o VneN:a<a, a je dolIni ohrani¢eni,  {a,} =, je ohrani¢ena zdola.
o VneN:a,<b b je horni ohranicent, {a,,};’il je ohranicena shora.
o {an} <, je ohraniena zdola a shora {an} 2 je ohranigena.

VneN: a, < a Rostouci. . .
C Ostfe monoténni.

an > ant1 Klesajici.

7 s oo
VneN: a, < api1 Neklesajici. Monoténni posloupnost {a,},—;.

AARVAN

an > ant1 Nerostouci.

an = ant1 Konstantni (stacionarnf).

o Posloupnost {a,}.-; ={3,1,3,5,7,9,...} neni monoténni.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;, a,€R.

o Pokud je {kn} <, C N rostouci posloupnost (pfirozenych &isel, indexi), pak se {ax,} -,

nazyva podposloupnost (vybrana posloupnost z) {a,} ;.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;, a,€R.

o Pokud je {kn} <, C N rostouci posloupnost (pfirozenych &isel, indexi), pak se {ax,} -,
nazyva podposloupnost (vybrana posloupnost z) {a,} ;.

Podposloupnosti {a,} -, = {2n— 1}, ={1,3,5,7,9,11,13,.. .} jsou napfiklad:

o {atro; =A{amte; ={a2 as,3,...} ={3,7,11,...} = {4n— 1} .
o {an, ={2n—112, e {a),={2n—1}2,. o {101,109,235,637,..}.

(%i2) a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);

(%02) [1,3,5,7,9,11,13]

(%i3) makelist(a(2*n),n,1,7);

(%03) [3,7,11,15,19,23,27]

(%i4) makelist(a(2%n),n,2,7);

(%o04) [7,11,15,19,23,27]

(%i5) print(a(51),a(b55),a(118),a(319))%$
101 109 235 637
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Posloupnosti (realnych cisel)

Pro kazdé okoli O(a) existuje nekone¢né mnoho ¢lent a, € O(a),
pak se a€ R* = RU {+o0} nazyvad hromadny bod posloupnosti {a,} ;.

o MnoZinu viech hromadnych bodii posloupnosti {a,} -, zna&ime E.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Pro kazdé okoli O(a) existuje nekone¢né mnoho ¢lent a, € O(a),
pak se a€ R* = RU {+o0} nazyvad hromadny bod posloupnosti {a,} ;.

o MnoZinu viech hromadnych bodii posloupnosti {a,} -, zna&ime E.

sup E = limsup a, Limes superior (horni limita)
n—o0o . o0
posloupnosti {an}, ;.
Existuji vzdy.
inf E = liminf a, Limes inferior (dolni limita)
n— o0 . oo
posloupnosti {an}, ;.
supE =inf E = lim a, Limita {a,} .~ (mnoZina E m4 jediny prvek).

n—oo

Posloupnost {a,} ;.

o Posloupnost {a,}-, ma alespofi jednu hromadnou hodnotu.

o Pokud lim a, existuje, pak je jedina.
n— o0
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Posloupnosti (realnych cisel)

3 lim a, = acR Existuje kone¢na limita, . .
”—>DO o0 T s {an},—; konverguje,
{an},=, konverguje k &islu a, OC
o0 {an}n:1 _>
{an}n:1 — a.

3 lim a, = +oo Existuje nekonecna limita,
n—oo

{an} < diverguje do +oo,
{an},<, diverguje,

{an}:i1 7.

{an}o; — +oo.

A lim a, Neexistuje limita,
n—o00

{an} < osciluje.

Posloupnost {ap} < ;.

o Zména koneéného poétu (pfidani, vynechani, vyména poradi atd.) ¢lent posloupnosti
{an} 2, nema vliv na konvergenci nebo divergenci této posloupnosti.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;.
o {an},2; —- = o {a,},—, je ohraniena.

o {an},; je monoténni. = o {a,}>°, — acR*".
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;.

o {an},2; —- = o {a,},—, je ohraniena.
o {an},; je monoténni. = o {a,}>°, — acR*".
09 = 0. = o L= o0 pro g > 0.
L= lim n9 = lim n"® = lim1=1.= o L=1 proqg=0.
n—o0 n—oo n— o0
- 11 _ _
nIer;OF—g—O. = oL=0 prog<0(—g>0).
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;.

o {an},2; —- = o {a,},—, je ohraniena.
o {an},; je monoténni. = o {a,}>°, — acR*".
09 = 0. = o L= o0 pro g > 0.
L= lim n9 = lim n"® = lim1=1.= o L=1 proqg=0.
n—o0 n—oo n— o0
nlrgoﬁzézo. = oL=0 prog<0(—g>0).

Geometricka posloupnost.

q" — oc. = o L=o00proqg> 1
qg"=1"=1. = olL=1 prog=1.
L= lim g"{ qg"— 0. = o L=0 proqge(0;1).
n—oo
"=q¢*=1,¢q"=¢*'=-1. = o7 pro g = —1.
"=q¢** 500, q"=¢*"! 5 —c0. = o P pro g < —1.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,} ;.

@ a,>0 neN. = o lim y/a,=

lim
n—00 n— 00 n

221 (pokud limity existujf).
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,

e i ann _ S
o a,>0,neN. = o nl|_>moo./a,, nl;ngo 2:L (pokud limity existuji).
. . 0 pro a<1
ap, >0, neN, lim y/a, =acR*. = Ima:{ '
° n=0, NE vnl—>oo n < °nl>oo n proa>1.
. . 0 roa<l1,
o a,>0,neN, lim 21 =3eR*. = o lim a,,:{ P
n—oo 9n n—o0o o0 pro a > 1.
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Posloupnosti (realnych cisel)

Posloupnost {a,}

e a,>0,neN. = o lim ya,= n|l>ngo 211 (pokud limity existujf).

n— o0 n
0 proa<l1
ap, >0, neN, lim y/a, =acR*. = Iima:{ '
° an =0, ne " hmoo VO < Yl oo proa>1.
. . 0 roa<l1,
o a,>0,neN, lim 21 =3eR*. = o lim a,,:{ P
n—oo 9n n—o0o o0 proa>1.

4

Diilezité limity. a,beR, a>0.
o lim V/nl = cc. o lim yn=1 o lim ya=1.

n—o0 n—oo n— o0
TR - f b\" _ b : E 1) —

° nIl_)moo o = oo. ° nll)n;o (1+2)" =eb ° nll)ngcn(\/g 1) =Ina

o lim 2 =0. o lim (1+1)"=e. o lim n(ve—1)=Ine=1.
n—o00 n— o0 n— o0

o Cislo e se nazyva Eulerovo é&islo. Jeho hodnota je priblizné 2,718 281 827.
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Pokud je {an} -, posloupnoco)st,

pakse Y a,=a;+a+ - -+ a,+--- nazyvd (nekonecna Ciselna) fada.
n=1
o Ciselné fady Gzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem scitani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.
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Pokud je {an} -, posloupnoco)st,

pakse Y a,=a;+a+ - -+ a,+--- nazyvd (nekonecna Ciselna) fada.

n=1

o Ciselné fady Uzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem sc¢itani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.

o0
Y ap=ata+ta+--+ax +akr1+ akio+ Azt

n=1
k oo
sk:Z a; (k-ty &aste¢ny soulet) re= Z a;i (k-ty zbytek)
i=1 i=k+1
[e'S) o o0
o {si}iy ={s1,%,53,...} ={sn},-1 posloupnost Castecnych soucti fady Y a,.

n=1
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Pokud je {an} -, posloupnost,

pakse Y a,=a+a +---+a,+ - nazyva (nekoneéna Ciselna) fada.

n=1

o Ciselné fady Uzce souvisi s posloupnostmi a zobecnuji pojem sc¢itani na nekonecny pocet
s¢itancl. Jednoduchym prikladem jsou zlomky a periodicka cisla.

o0
Y ap=ata+ta+--+ax +akr1+ akio+ Azt

n=1
k oo
sk:Z a; (k-ty &aste¢ny soulet) re= Z a;i (k-ty zbytek)
i=1 i=k+1
o0 o0 e
o {si}iy ={s1,%,53,...} ={sn},-1 posloupnost Castecnych soucti fady Y a,.
00 - n=1
o Vztah mezi ) a, a posloupnosti {s,},~; je vzajemné jednoznacny.
n=1
@ 51 =a; =S+ ar. @ a1 = 51 — Sp, kde s = 0.
@ SO = a1 +ap =51+ ap. @ a) =5 — 5].
@ S3=a; +ax+ a3 =S + as. @ a3 = S3 — 5.
@esp,=ar+a+---+ap-1+a,=5,_1+ an. @ a,=5,—5S,_1, heN.
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Ciselné rady

Rada 3"

n=1

()" =1-1+1-141-1+1—-1+---.

(%il)

a(n):=(-1)"(n+1)$

rec:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]1),1i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-1.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec)$
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(o] o0
lim s, = s€R* (pokud existuje) se nazyva soucet fady > a,, oznaleni ) a, =s.
n— o0

n=1 n=1
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o0 o0
lim s, = s€R* (pokud existuje) se nazyva soucet fady > a,, oznaleni ) a, =s.

n— o0

d lim s, =s€eR

n—o0

3 lim s, = o0
n—oo

3 lim a,
n— o0

n=1

Existuje konecna limita,

oo

> a, konverguje k souctu s,
n=1

o0 o0
> ap —> s, resp. >, a,=Ss.

n=1 n=1
Existuje nekonecna limita,

o0
> a, diverguje do +oo,
n=1

o0 o0
> ap — to0, resp. . a, = to0.

n=1 n=1
Limita neexistuje,

oo
> a, osciluje.
n=1

n=1

o0
> a, konverguje,
n=1

o0
> ap —.
n=1

o0
> ap diverguje,

n=1
o0

> ap, /.

n=1
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o0
e Zména kone¢ného poctu (pridani, vynechani, vyména pofadi atd.) élend fady > a, nema
n=1
vliv na jeji konvergenci nebo divergenci.

o Ale ma vliv na jeji soucet.
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o0
e Zména kone¢ného poctu (pridani, vynechani, vyména pofadi atd.) élend fady > a, nema
n=1

vliv na jeji konvergenci nebo divergenci.

o Ale ma vliv na jeji soucet.
”

Harmonicka rada.

Y i=1434+3+2+1+- =00
n=1

n

o0
o Y l=w0 (Harmonicka fada ma nekoneény soucet).

o0
o Y1l oo (Harmonicka fada diverguje do nekonecna).
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Pro nekonecné rady neplati nékterad pravidla, napfiklad. asociativni zdkon:

= 1 Q-1 +(1-1)+(1-1)+:---=0+0+0+---=0,
n;(*l)ﬂ—{1+(—1+1)+(—1+1)+-~- —14040+ - =1,
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Pro nekonecné rady neplati nékterad pravidla, napfiklad. asociativni zdkon:

> 7{(1—1)+(1—1)+(1—1)+-- =0+0+0+---=0,

S (~1)m =

n=1

1+(-14+1)+(-14+1)+--- =14040+---=1.

|
N
<
\,

Geometricka rada

an 1_ Zoq =14qg+q*+- iq pro viechny g€ (—1;1).

) 1
0 > g = lim sy 5= (14 q+-+qrl)t =1 5T g
—1 n—0o 9

=1, ool _ o e S=o00 prog>1.

g—1 g—1 =
1+414+1+1+4---— o0. = e S=00 prog=1.
=

S=3 gl = lim s, = e = o S=1L proge(-11).
= —14+1-141-14---. = o7 pro g = —1.

1 _n—1
%,%%O,q"flﬁioo.ﬁ o 7 pro g < —1.
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sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

1
1
21
3
sum: sum is divergent.
#0: sq(g=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);
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sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

1
1
21
3
sum: sum is divergent.
#0: sq(g=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);

e V nasledujicim pfikladu staci ménit na zac¢atku hodnotu q.

(%i1)

q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=light_red,reca,
label ([concat ("g=",string(q)),3,3.5]),
color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$
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Nutnd podminka konvergence.

oo
°o > a, —. = o lim a,=0.
n=1

n— o0

o lim a, # 0 (limita neexistuje nebo je nulova).
n—oo

o0
= o Y a, /> (osciluje nebo — +00).

n=1
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Nutnd podminka konvergence.

o0
°o > a, —. = o lim a,=0.
=3 n—00

o lim a, # 0 (limita neexistuje nebo je nulova).
n—oo 5%
= o Y a, /> (osciluje nebo — +00).

n=1

o0
Harmonickd ¥ada - 1 diverguje do nekone¢na.

n=1
o0 o0
o Y a =Y i=14+3+3+7+1+ = o lim a,= lim {=0.
n=1 n:ln n—o00 n—oo 1
— 1 1
Geometricka fada ) 5; pro g = 5 konverguje do 2.
n=1
o0 o0
o Ya=YA2=1+L+14+14+... =L =1=2 o lima,= lim £ =0
n 2" 2 4 8 = 5 ’ n—oo " n—oo 2" '

n=1 n=1
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oo oo
Rada Y a,, a, > 0, ne N (nezaporné ¢leny) méa vzdy soucet 0 < s = )" a, < 0.

n=1 n=1
Srovnavaci kritérium. 0<a,<b, neN.
oo oo
o > b, —. = o Y a; —
n=1 n=1
o0 o0
° > a; — oo. = o > b, — 00.
n=1 n=1
Limitni tvar. 0<a,<b, neN.
oo oo
H an __
nI|_>mOOb—n_p,0<p<oo. ° > a, —. & e Y by —.
n=1 n=1
o o
° a, — 00. S e b, — oo.
n=1 n=1

N
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d'Alembertovo (podilové) kritérium.

° %§q<1,n€N, kde g€ (0;1). = o Yy a, —
" n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
lim 22 =p. o p<l. = o Y a, —.

an
n—o00 n=1

o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
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d'Alembertovo (podilové) kritérium.

° %§q<1,n€N, kde g€ (0;1). = o Yy a, —
" n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.
" n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
lim 22 =p. o p<l. = o Y a, —.

a,
n—o00 W n=1
OO
o p>1l.= o > a, /. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
o0 o0 1
o Yoa,= >, n— 00, ale lim 21 = |im 2t =1
— — n—oo 9n n—oo 7
n=1 n=1
= o 1 a P 2 i
° E— = —, ale lim 22 = |im 2 = |im 2 = |lim 2 — =1.
,12::1 n ,12::1 s n—oo 49n n—oo n—oo (M11)? n—soo M+2n+1
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Cauchyho (odmocninové) kritérium. a, >0, neN.

o Va,<q<1 neN, kde qe(0;1). = o > a, —.
n=1

o0
o 1 < /a,, neN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

o0
nILmOO,"/a,,:p. o p<l. = o > a,—.

n=1

o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.
n=1
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Cauchyho (odmocninové) kritérium. a, >0, neN.

o V/a,<q<1 neN, kdeqe(0;1). = o > a,—
n=1

o0
o 1 < /a,, neN. = 0 Y a; — 0.
n=1

Limitni tvar. a, >0, neN.

oo
lim va,=p. op<l.= o > a,—

n— oo n=1
o0
op>1l= o > a,/. Pro p = 1 neumime rozhodnout.

o0 o0
e Y ap=y n— 00, ale Iim Va, = lim /n=1.

— — n— o0

n=1 nfl

. 1

° a, = —, ale lim (/a lim /4 = lim % = lim =1

X_: n Z n n’ n—00 Vn? n—00 \f\f

n=1 n— oo n— o0
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d'Alembertovo podilové kritérium:

o0

f a™t oal a _ a __ a"
on[)n;om;_nln;on+l_;_0<l- :>°,;lﬁ—>proa>0.
Cauchyho odmocninové kritérium:

S n
o lim /2 = |lim -2 =2 =0< 1. = o 2 s proa>0.
n— 00 ! n—oo Vn! e ,,2_:1 n! P

(%i5) an(n,a):=a"n/n!$ a:2$% limit(an(n,a),n,inf ,plus);
limit(an(n+l,a)/an(n,a),n,inf,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%03) 0

(%04) 0O

(%05) 0
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oo oo oo oo
o Pokud Y a, — a > |as| —, pak > a, konverguje absolutné, oznaleni > a, A

n=1 n=1 n=1 n=1

o Pokud Z a, — a Z |an| /. pak Z a, konverguje relativné, oznaceni Z a, —
n=1 n=1

oo
, an€R, ne N maji vzdy souéet 0 < s = > |a,| < 0.
=1

oZ|a,,\—> tj. Z|a,,|—> = oZa,,—).
n=1
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oo o0 oo oo
o Pokud Y a, — a > |as| —, pak > a, konverguje absolutné, oznaleni > a, A

n=1 n=1 n=1 n=1

o Pokud Z a, — a Z |an| /. pak Z a, konverguje relativné, oznaceni Z a, —
n=1 n=1

=
, an€R, ne N maji vzdy soucet 0 < s = > |a,| < .

n=1

oZ|a,,\—> tj. Z|a,,|—> = oZa,,—).
n=1

Leibnizovo kritérium.

oo
= o 3 (~1)"la, —.

n=1

0 a,>0, neN, {a,} 2, je nerostouci. }

o lim a,=0.
n—00

o Rada > (—=1)"*ta,, kde a, > 0 nebo a, < 0 se nazyva fada se stfidavymi znaménky.
n=1
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)/H»l R

Lo DT R, (Anharmonick3 ¥ada.)

Leibnizovo kritérium:
o a,=1>0 neN, {a};2; = {2} je klesajici (nerostouci).

. o 1_ 1 _
o Ilim a,= lim -===0

n—oo n— 00
(oo} oo
—1 n+1
= 0 Ya =) &

n=1 n=1

Il
—_
I
N|—=
+
W=
I
Bl
_|_
_|_
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(Anharmonicka fada.)

Leibnizovo kritérium:
o a,=1>0 neN, {a};2; = {2} je klesajici (nerostouci).

o lima,= lim=<1=0.
n—o00 n—oo 1 €e

° > (_ln)nﬂ =1-Z+1-Z1+... 4 % + -+ =In2 (Anharmonicka rada).
n=1

o > l=1+14%+1+- 41+ . =00 (Harmonicka fada).
n=1
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.

o H(f)CR  Reélné funkce.
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.
o H(f)CR Reélna funkce.
Explicitné: o y =f(x), xeD(f) (Analyticky vzorec).
Parametricky: o fix=o(t), y=1(t), teJ, JC R (Pomocné funkce p,1).
Implicitné: o f: F(x,y) =0, podminky pro [x;y] (Implicitni rovnice).
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f) — H(f).
o D(f)CR Funkce realné proménné.
o H(f)CR Reélna funkce.
Explicitné: o y =f(x), xeD(f) (Analyticky vzorec).
Parametricky: o fix=o(t), y=1(t), teJ, JC R (Pomocné funkce p,1).
Implicitné: o f: F(x,y) =0, podminky pro [x;y] (Implicitni rovnice).

Funkce f: y = |x|, x€R.

Funkci f: y = |x|, x€ R mizeme naptiklad definovat:
Explicitné: oy =1Vx2, resp. @ y = max{—x, x}.
Parametricky: o x=1t, y=1|t|, tER, resp. @ x=1t,y= V2, teR.
Implicitné: 0y?—x2=0,y>0, resp. o y—|x|=0.
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).
o VxeA: a<f(x) a je dolni ohrani¢eni,  f je ohranicend zdola
o VxeA: f(x)<b b je horni ohraniceni,  f je ohranic¢ena shora na mnoziné A.

o f je ohranicena zdola a shora f je ohranicena
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o VxeA: a<f(x) a je dolni ohrani¢eni,  f je ohranicend zdola

o VxeA: f(x)<b b je horni ohraniceni,  f je ohranic¢ena shora na mnoziné A.
o f je ohranicena zdola a shora f je ohranicena

o neni ohranicena zdola na mnoziné A f je neohranicena zdola

@ neni ohranicena shora na mnoziné A f je neohranicena shora na mnoziné A.
@ neni ohrani¢ena na mnoziné A f je neohranicena
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o VxeA: a<f(x) a je dolni ohrani¢eni,  f je ohranicend zdola

o VxeA: f(x)<b b je horni ohraniceni,  f je ohranic¢ena shora na mnoziné A.
o f je ohranicena zdola a shora f je ohranicena

o neni ohranicena zdola na mnoziné A f je neohranicena zdola

@ neni ohranicena shora na mnoziné A f je neohranicena shora na mnoziné A.
@ neni ohrani¢ena na mnoziné A f je neohranicena

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o A# D(f). Lokalni vlastnost na mnoziné A.

o A= D(f). Globélni vlastnost (na defini¢nim oboru).

e f:y =sinx je ohranicend, tzn. ohrani¢enad na D(f) = R.

o f:y = x> je neohraniena (zdola nebo shora), f je ohrani¢ena napt. na (0; 1).
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o inf f(A) =inf {f(x),x€A} LokalIni infimum } -
o sup f(A) = sup {f(x),xe A} Lokalni supremum na mnozne A
o inf f(x) = inf {f(x),x€D(f)} Globalni infimum

defini¢nim oboru).
sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)}  Globalni supremum } (ma definiénim oboru)
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o inf f(A) =inf {f(x),x€A} LokalIni infimum } sins A
o sup f(A) = sup {f(x),xe A} Lokalni supremum na mnozne A
o inf f(x) = inf {f(x),x€D(f)} Globalni infimum

defini¢nim oboru).
sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)}  Globalni supremum } (na definiénim oboru)

Funkce y = f(x), x€ D(f), mnozina A C D(f) a bod xp € A.

(
(

o VxeA: f(x) < f(x) Minimum.
f(xo0) > f(x) Maximum. Extrémy
o VxEA, x # xo: f(x0) < f(x) Ostré minimum. }Ostré S——— na mnoziné A.
f(x0) > f(x) Ostré maximum.
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

o inf f(A) =inf {f(x),x€A} LokalIni infimum } sins A
o sup f(A) = sup {f(x),xe A} Lokalni supremum na mnozne A
o inf f(x) = inf {f(x),x€D(f)} Globalni infimum

defini¢nim oboru).
sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)}  Globalni supremum } (na definiénim oboru)

Funkce y = f(x), x€ D(f), mnozina A C D(f) a bod xp € A.

(
(

o VxeA: f(x) < f(x) Minimum.
f(xo0) > f(x) Maximum. Extrémy
o VxEA, x # xo: f(x0) < f(x) Ostré minimum. }Ostré S——— na mnoziné A.
f(x0) > f(x) Ostré maximum.

A C D(f), A# D(f) e Lokalni extrémy na mnoziné A.

A = D(f) o Globalni (absolutni) extrémy (na definiénim oboru).
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Funkce

o Vxi,xEA, x1 < x: f(x1) < f(x2) Rostouci. }OstFe monoténn.
f(x1) > f(x2) Klesajici. Vi o
o onotonni
o Vx1,x €A, x1 < x2: f(x1) < f(x2) Neklesajici. na mno¥iné A,
f(x1) > f(x2) Nerostouci.
e Vxi, X2 EA: f(x1) = f(x2) Konstantn.
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Funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) a mnozina A C D(f).

Vx1, X €A, x1 < xo: f(x Rostouci. . ,
e T 1<t Fa) <fle) _ " ¢ Ostte monoténni.
f(x1) > f(x2) Klesajici. Vi
onoténni
V. A o f <f Neklesajici. vy
o Whasg €A 2 < 0gt flba) < Tba) et na mnoziné A.
f(x1) > f(x2) Nerostouci.
e Vxi, X2 EA: f(x1) = f(x2) Konstantn.
y . y f y y
flx) o fl) 1)
X2
f(x2) F(x2) fa) () T —e—e———e—1f
f(x1) f(x3) f f(a) f(xa) f
[ x 2 x3 X [ xax x3 X [ 1 2 x5 x X [ xexs x X [ xx x3 X
f(x1) < f(x) < f(xs) f(x1) > f(x2) > f(xs) F(a) < fOe) = f(xs) < f(xa) f0xa) > f(x2) = f(x5) > f(xa) () = f(x) = f(xs)
Rostouci funkce  Klesajici funkce Neklesajici funkce Nerostouci funkce Konstantni
funkce
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f).
o VxeD(f): —xeD(f), f(x)= fF(—x) Suda funkce.
f(x) = —f(—x) Licha funkce.
o VxeD(f): x £ peD(f), f(x)="f(x=£p), peR—{0} Periodickéd funkce, p je perioda.
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f).

o VxeD(f): —xeD(f), f(x)= fF(—x) Suda funkce.

Licha funkce.

o VxeD(f): x £ peD(f), f(x)="f(x=xp), peR—{0} Periodickd funkce, p je perioda

y -
perioda

perioda perioda
f

y
perioda
f(

C S ERARA

/ 0 \x- 0 X \
f(—x) f(x) f(—x)
( D(f)

x+2p

Suda funkce Licha funkce Periodicka funkce
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), | C D(f) je interval, body x1,x2 €/, x1 < .

o P¥imka p(x) = ;;2::1 f(x1) + )’:2_:;11 f(x2), x € R spojuje body [x1; f(x1)] a [x2; f(x2)].

o Vx el x1 <x<x: f(x)<p(x) Konvexni
f(x) < p(x) Ostre konvexni .
L, na intervalu /.
o VxEl, x1 < x<xp: f(x)>p(x) Konkdvni
f(x) > p(x) Ostre konkavni
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Funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), | C D(f) je interval, body x1,x2 €/, x1 < .

o Pfimka p(x) = 2=Xf(x1) + Z=5-f(x2), x € R spojuje body [x1; f(x1)] a [x2; F(x2)]-

X2—X1 xX2—X1

o Vx el x1 <x<x: f(x)<p(x) Konvexni
f(x) < p(x) Ostre konvexni .
L, na intervalu /.
o VxEl, x1 < x<xp: f(x)>p(x) Konkdvni
f(x) > p(x) Ostre konkavni

Funkce y = f(x), x€ D(f),

xo € D(f) se nazyva inflexni bod f (f ma inflexi v bodé xp),
pokud existuje okoli Os(xp) takové, ze funkce f:

o f jena Oy (x0) = (X0 — 0; xp) ostfe konvexni } { f je na O5 (xp) ostie konkavni.

o f je na OF (x0) = (xo; xo + ) ostfe konkavni f je na Of (xo) ostfe konvexni.
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o Funkce y = f(x), xeD(f), I C D(f) je interval, body x1,x2 €/, x1 < xo.

o P¥imka p(x)

f(x2)

y

Xp—X
X2—X1

X—X1
X2—X1

f(Xl) —|—

bei F(e)]

[ai F(xa)]

f(x2), x € R spojuje body [x1; f(x1)], [x2; f(x2)]-

beifOe)l _p
[ f(x)]

[xai F(xa)]

X1 X X2

Konvexni funkce
f(x) < p(x), x1 < x < x

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

X1 X X2

Konkavni funkce
f(x) > p(x), x1 < x < x
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Funkce

o Funkce y = f(x), xeD(f), I C D(f) je interval, body x1,x2 €/, x1 < xo.

o Pfimka p(x) = 2=Xf(x1) + Z=5-f(x2), x € R spojuje body [x1; f(x1)], [x2; f(x2)].

Xp—X1 X2 —X1
y y
i f(x2 i f(xe
F) [e: f(x)] F) b Fix] be; f(x)] ?
f(x)
f(x2) — p(x)
p(x) p(x) Fa) — Fo)
i b Fx)]
f(x1) f(x)
X1 X X2 X1 X X2
Konvexni funkce Konkavni funkce
f(x) < p(x), x1 < x < x f(x) > p(x), x1 < x < x
y f y f y ; y y
I X I X x I % [ %
Konvexni Ost¥e konvexn{ Konvexni = take konkavni Konkavni Ost¥e konkavni
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Elementarni funkce |

7 s

Elementarni funkce se nazyva kazda funkce vytvorend pomoci operaci s¢itani, odecitani,
nasobeni, déleni nebo pomoci skladani funkci ze zakladnich elementarnich funkei:

o y=1, °o y=x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.
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Elementarni funkce |

7 s

Elementarni funkce se nazyva kazda funkce vytvorend pomoci operaci s¢itani, odecitani,
nasobeni, déleni nebo pomoci skladani funkci ze zakladnich elementarnich funkei:

o y=1, °o y=x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.

Polynom stupné n

for y = ap + a1x + axx® + -+ + ap,x", kde ap, a1, ...,a,€R, ne NU {0}, a, # 0.

e fy: y = ag, ag # 0 se nazyva konstantni funkce.
@ fiiy=ap+ aix, a; # 0 se nazyva linearni funkce.

o fiy =ap+aix + apx?, ap # 0 se nazyva kvadraticka funkce.
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fo(x) _ 30+31X+32X2+~~-+anx”
(X) T bg+bix+box24---4bypx™!

kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

o
<
I
N
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Racionalni lomena funkce

fo(x) _ agtaixtapx®4-tax”

kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

o
<
I
N

(x) = botbixtbox?+ e Fbpxm !

v

Mocninna funkce

fry=x",kdereR, r #£0.
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Racionalni lomena funkce

fo(x) _ agtaixtapx®4-tax”

fry= 700 = Dorbox bt b kde f,, f,, jsou polynomy stupnt n, me N U {0}.

v

Mocninna funkce

fry=x",kdereR, r #£0.

Exponencialni funkce se zidkladem a > 0

f:y=a" xeR.

o Nejdilezitéjsi je f: y = exp x = e* se zdkladem e (Eulerovo &islo).
o Graf se nazyva exponencialni kfivka a prochazi body [0;1] a [1; a].

o Grafy funkci y = a~, y = a~* jsou symetrické podle osy y.
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Elementarni funkce |

Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1

f:y =log,x, x€(0;00).

o Logaritmicka funkce y = log, x, x € (0; o) je inverzni k exponencialni funkci y = a*,
x €RR se stejnym zdkladem a >0, a# 1 (y = log, x & x = a”).

o Proa>0,a#1plati: x = a"°8* pro x > 0.
x = log, a* pro xeR.
o Graf se nazyva logaritmicka kfivka a prochazi body [1;0] a [a;1].

o Grafy funkei y =log, x a y = log,-1 x jsou symetrické podle osy x.
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Elementarni funkce |

Logaritmicka funkce se zakladem a > 0, a # 1

f:y =log,x, x€(0;00).

o Logaritmicka funkce y = log, x, x € (0; o) je inverzni k exponencialni funkci y = a*,
x €RR se stejnym zdkladem a >0, a# 1 (y = log, x & x = a”).

o Proa>0,a#1plati: x = a"°8* pro x > 0.
x = log, a* pro xeR.
o Graf se nazyva logaritmicka kfivka a prochazi body [1;0] a [a;1].
o Grafy funkei y =log, x a y = log,-1 x jsou symetrické podle osy x.
e a=10. = Dekadicky logaritmus, oznacenf logx = log;, X.

e a=e. = Prirozeny logaritmus, oznacenf In x = log, x.

exp(x)=%e"x a log(x) (pfirozeny logaritmus) maji zaklad e.

o Pokud chceme vypocitat logaritmus s jinym zakladem, napiiklad. log, x, musime pouzit
konstrukci log, x = Inx/ In 2.
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o Sinus y =sinx = |AAL|: R— (-1;1).

o Kosinus y = cosx = |OA,|: R — (—1;1).

o Tangens y=tgx=20X —|TJ|: R—{%+km keZ} = R.

o Kotangens y = cotgx = X = |CK]: R —{km,keZ} — R. )
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Sinus y =sinx = |AAL|:
Kosinus y = cosx = |OA«|:
Tangens y=tgx=20X —|TJ|:
Kotangens y = cotgx = 2% = [CK]:

R — (—1;1).

R — (—1;1).
R—{%+kmkeZ} - R.
R—{km, keZ} - R.

x€(3;m)

x€(3£;2m)

Cislo 7 se nazyvéa Ludolfovo. Jeho hodnota je priblizné 3,141592 654.

Kruznice s polomérem r = 1 ma obvod 27.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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Elementarni funkce |l

o V programu Maxima maji goniometrické funkce tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty goniometrickych funkci musi byt zadany v radianech.

o Pokud chceme pouzit stupné, musime je nejprve prevést na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)
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Elementarni funkce |l

o V programu Maxima maji goniometrické funkce tvar sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty goniometrickych funkci musi byt zadany v radianech.

o Pokud chceme pouzit stupné, musime je nejprve prevést na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)

o Pro zjednoduseni prace s goniometrickymi funkcemi mazeme pouzit prikazy
trigsimp, trigrat, trigexpand, trigreduce a balicky atrigl, ntrig nebo spangl,
které obsahuji dalsi podporu pro praci s goniometrickymi funkcemi.

o Balicky nacteme do systému pomoci prikazu load.
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Elementarni funkce |l

Souctové vzorce pro sinus a kosinus.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.
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Elementarni funkce |l

Souctové vzorce pro sinus a kosinus. x,yE€R.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.

Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

o Arkussinus y = arcsin x: (-1;1) —» (Z; 2).
o Arkuskosinus y = arccos x: (—1;1) — (0; 7).
o Arkustangens y = arctg x: R—(-%:%3).

o Arkuskotangens y = arccotg x: R — (0; 7).

o Ke goniometrickym funkcim neexistuji inverzni funkce, protoze nejsou injektivni. Je nutné
je vhodné zizit.
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o Cyklometrické funkce maji tvar asin(x), acos(x), atan(x), acot(x).

o Na tomto misté mizeme zminit funkci atan2(x,y) definovanou vztahem arctgf.

(%i4) asin(1l);asin (1) ,numer;

acos (1);acos (1) ,numer;

(%ol) 7

(%02) 12.570796326794897

(%01) 0

( ) 0.0

(%i7) atan2(2,4);atan(1/2);atan(1/2) ,numer;
(%05) atan(3)

(%06) atan(3)

(%o07) 0.4636476090008061

Souctové vzorce pro cyklometrické funkce.

e arcsinx +arccosx = 3 pro x€(—1;1). e arctgx + arccotgx = 5 pro x€R.
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Elementarni funkce |l

Hyperbolické funkce jsou:

o Hyperbolicky sinus y =sinhx = €52 = ezgejlz R — R.

o Hyperbolicky kosinus ~ y = coshx = €&~ = ezetl: R — (1; 00).

o Hyperbolicky tangens  y =tghx = Sthx — € —e _. R — (-1;1).

o Hyperbolicky kotangens y = cotghx = Shx — €£e . R _ {0} — R — (~1;1).
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Elementarni funkce |l

Hyperbolické funkce jsou:

o Hyperbolicky sinus y =sinhx = €52 = e22xe;1: R — R.

o Hyperbolicky kosinus  y = coshx = £ — €41, R, (1. 00).

o Hyperbolicky tangens y =tghx =Smhx —c—e ' R (—1;1).

o Hyperbolicky kotangens y = cotghx = Shx — €£e . R _ {0} — R — (~1;1).

o Hyperbolické funkce maji podobné vlastnosti jako goniometrické funkce.

Souctové vzorce pro sinus a kosinus hyperbolické.

. . . S 12 cosh2x—1
o sinh(x = y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y. o sinh® x = =X,
_ - ' 2 cosh2x+1
o cosh (x = y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y. o cosh® x = Coshoxts,
o sinhxtcoshx = £=8" + e = febx, o cosh? x —sinh? x = 1.
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Elementarni funkce |l

Moivreiv vzorec. xXER, neN.

o (cosh x =+ sinh x)" = cosh nx = sinh nx

o Hyperbolické funkce jsou sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) a k nim inverzni
hyperbolometrické funkce jsou asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).

%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1l),numer;

(

(%o1) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1l);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%o05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052
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Elementarni funkce |l

Hyperbolometrické funkce jsou inverzni ke hyperbolickym funkcim:
o Argument sinus hyperbolicky
y =argsinhx =In(x+vx2+1): R—R.
o Argument kosinus hyperbolicky
y = argcoshx = In (x + vx2 — 1): (1;00) — (0; 00).
o Argument tangens hyperbolicky
y = argtghx = 3 In 1£%: (-1;1) = R.

o Argument kotangens hyperbolicky
y = argcotghx = 3 In XtL: R—(-1;1) - R — {0}.

(%i3) ash(x):=log(x+sqrt(x~2+1))$
a:2$ asinh(a)-ash(a),numer;

(%03) 0.0
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Limita funkce

PYi vysetfovani funkce je potreba charakterizovat jeji lokalni vlastnosti v riiznych
intervalech a v okolich dilezitych bodu.
Funkce f nemusi byt definovana v bodé, kolem kterého ji vySetrujeme.

Bod a€ R* se nazyva hromadny bod mnoziny A C R,
pokud pro kazdé okoli O(a) existuje x€ O(a) N A, x # a.

http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb
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Limita funkce

o P¥i vysetrovani funkce je potteba charakterizovat jeji lokalni vlastnosti v riiznych
intervalech a v okolich dilezitych bodu.

o Funkce f nemusi byt definovana v bodg€, kolem kterého ji vySetfujeme.

Bod a€ R* se nazyva hromadny bod mnoziny A C R,
pokud pro kazdé okoli O(a) existuje x€ O(a) N A, x # a.

Nasledujici definice pomoci posloupnosti se nazyva ve smyslu Heineho.

Funkce f ma v bode a€ R* limitu b€ R*, oznaceni lim f(x) = b, pokud:

xX—a

e a je hromadny bod mnoziny D(f).

o Provdechny {x,} =, C D(f), xo # a, {xn} o, — a plati {f(x,)} =, — b.

Pokud Ii_n)w f(x) = b, pak existuje (alespofi jedna) {x,} -, — a, x,€ D(f) — {a}
a plati lim f(x) = lim f(x,).
X—a n— o0
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Limita funkce

Limitu mizeme charakterizovat pomoci okoli O(a) a O(b).

Funkce f ma v bode a€ R* limitu b€ R*, oznadeni lim f(x) = b, pokud:

X—ra

e a je hromadny bod mnoziny D(f).

o Pro kazdé okoli O(b) existuje okoli O(a) takové, ze
pro vSechny x € O(a), x # a plati f(x) € O(b).
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Limita funkce

Limitu mizeme charakterizovat pomoci okoli O(a) a O(b).

Funkce f ma v bode a€ R* limitu b€ R*, oznadeni lim f(x) = b, pokud:

X—ra

e a je hromadny bod mnoziny D(f).

o Pro kazdé okoli O(b) existuje okoli O(a) takové, ze
pro vSechny x € O(a), x # a plati f(x) € O(b).

acR. Limita ve vlastnim bodé a.
aeR*. {
a=*oo. Limita v nevlastnim bodé a.
lim f(x) = b.
x—a beR. Vlastni (kone¢na) limita.
beR*. {
= +00. Nevlastni (nekonecnd) limita.

lim f(x) = b, kde a€ R*, beR.

X—a

= o Existuje O(a), ve kterém je funkce f ohranicena.
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Limita funkce

a€ R* je hromadny bod mnozin D
VxeO(a), x #a o f(x)=g(x
o f(x) < g(x

f) a D(g), O(a) je okoli.

= o lim f(x) = lim g(x) pokud existuji.
X—ra xX—a

= o lim f(x) < lim g(x) pokud existuj.
X—ra

X—a

~— | ~— — =S

VxeO0(a), x #a o f(x)<g(x). = o lim f(x) < lim g(x) pokud existuji.
X—ra

X—a

a€R* je hromadny bod mnozin D(f), D(g) a D(h), O(a) je okoli.
o Vxe0(a), x # a: h(x) < f(x) < g(x).
o lim h(x) = l@ag(x) = b, kde be R*.

X—a

} = o Existuje lim f(x) = b.
X—ra

lim s — .
X—00
e 0o je hromadny bod defini¢niho oboru D(f) = R — {0} funkce f: y = =2,
o x>0.=-l<ix<cl 0= im i< |im 8 < |im 1 =0.= |im X =0

X—00 X—00 x—00 X X—00
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Limita funkce

Limita sloZzené funkce.

Funkce y = f(x), y = g(x), H(f) € D(g), a, b,c€ R*, O(a) je okoli.

° )I(Ta f(x) = b, Ji_r\:bg(u) =c.
o VxeO0(a), x # a: f(x) # b, } = o XIi_rgg(f(x)) = JiLnbg(u) =c.

resp. o g(b) =c.

Subst. u = f(x)

X —a, u—b. = Jlnbg(u)'

Substituce u = f(x). = Iig1 g(f(x)) =

<
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Limita funkce

Limita sloZzené funkce.

Funkce y = f(x), y = g(x), H(f) € D(g), a, b,c€ R*, O(a) je okoli.

° )I(Ta f(x) = b, Ji_r\:bg(u) =c.
o VxeO0(a), x # a: f(x) # b, } = o XIi_rgg(f(x)) = JiLnbg(u) =c.

resp. o g(b) =c.

. : Subst. u=f .
Substituce u = f(x). = lim g(f(x)) = { ;jaf’ uﬁ();” = Llllnbg(u).
lim f(x) = b, lim g(x) =c, a, b,ce R*, re R. = (Pokud maji vyrazy smysl.)
X—ra X—a
o lim [F(x)| = )Xlinaf(x)‘ — |b]. o lim [r-F(x)] = r-lim f(x)=r-b.
o lim [f(x) ® g(x)] = lim f(x) ®X|@ag(x) =b®c, kde ® je 4, —, -, resp. /.

Pokud néktery z vyrazii nema smysl, neznamena to, Ze limita neexistuje.
Limitu musime vypocitat jinym zplisobem.
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Limita funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod a€R.
° f_(X) = f(x)|D(f)ﬂ(foo;a) = f(X)‘{XGD(f), x<a} Zazeni funkce f nalevo.

o f(x)= f(X) p(F)n(aioe) = F(X)|ixen(r), a<x} Zuzeni funkce f napravo.

Jednostranna limita

o lim f(x)= lim f~(x) Limita sleva.
xX—»a— X—a

o lim f(x) = lim f*(x) Limita zprava. } funkce f v bodé a.
x—at X—ra

° Ii_rp f(x) (Oboustrannd) limita funkce 7 v bodé a.
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Limita funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod a€R.
° f_(X) = f(x)|D(f)ﬂ(foo;a) = f(X)‘{XGD(f), x<a} Zazeni funkce f nalevo.

o f(x)= f(X) p(F)n(aioe) = F(X)|ixen(r), a<x} Zuzeni funkce f napravo.

Jednostranna limita

o lim f(x)= lim f~(x) Limita sleva.
xX—»a— X—a

o lim f(x) = lim f*(x) Limita zprava. } funkce f v bodé a.
x—at X—ra

° Ii_rp f(x) (Oboustranna) limita funkce f v bodé a.

(%i3) 1limit(1/x,x,0,minus);limit(1/x,x,0,plus);
limit (1/x%,x,0);

(%01) —o0

(%02) o0

(%03) infinity /* Complex inf */

Pokud a€ R, be R*, pak plati: o lim f(x) =b. < o lim f(x)= lim f(x) = b.

x—a x—a~ x—at
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Limita funkce

Y mie g !
by Y‘L"} f(x) = b
by i) =n b
0 2 X 0

04 05 06 07 08

Al

(a;0)

(—o0; a)

(—o0; a)

E— >«
lim f(x)# lim f(x)

x—a— x—+at

Jednostranné limity

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

E— >«
lim f(x)= lim f(x)

x—a— x—rat

Oboustranné limity
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Limita funkce

by lim f(x)= by
b lim f(x) = by
o £ x—a
a
(—o03 ) (a20)

E— >«
lim f(x)# lim f(x)

x—a— x—+at

Jednostranné limity

Dalezité limity. a,beR, a>0.

01 02 03

04 05 06 07 08

(a;0)

(—o0; a)

E— >«
lim f(x)= lim f(x)

x—a— x—rat

Oboustranné limity

H X X
o lim¥X =1, o lim (1+2)" =eb. o lim (1+1) =e
x—0 X x~>oo( +X) x~>oo( +x)
o lim aresinx — 7 o lim /1 + bx = eb. o lim/1+x=e.
x—0 X x—0 x—0
o lim /x=1. o lim x(y/a—1)=Ina. o lim x(y/e—1)=Ine=1
X—r 00 X—>00 X—r 00
o lim Ja=1. o lim <=1 =1na o lim &=L —=1lne=1
X—00 x—0 x—0 X

beerb@frcatel

.sk

http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Limita funkce

PF¥i vySetfovani funkce f je dilezité prezkoumat jeji vlastnosti i v jinych nez vlastnich bodech:
o Prox — +o0.

o V okoli O(a) bodii a€ R, pro které plati lim f(x) = %oco nebo lim f(x) = *oc.

X—a~ x—at
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Limita funkce

PF¥i vySetfovani funkce f je dilezité prezkoumat jeji vlastnosti i v jinych nez vlastnich bodech:
o Prox — +o0.

o V okoli O(a) bodii a€ R, pro které plati lim f(x) = %oco nebo lim f(x) = *oc.

X—a~ x—at

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod aeR.

e Pfimka x = a se nazyva asymptota bez smérnice (vertikalni) grafu f,

pokud lim f(x) = oo nebo lim f(x) = £oo (alespon jedna z limit je nekoneéna).
x—a~ x—a

o PFimka y = kx + g se nazyva asymptota se smérnici grafu f,
pokud _Iirp [f(x) — (kx + q)] = 0 nebo Ii_}m [f(x) — (kx + q)] = 0.

Specidlné asymptota y = g se nazyva horizontalni asymptota,
tj. k=0a lim f(x)=gnebo lim f(x)=gq.
X—>—00 X—>00

v
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Limita funkce

01 02 03 04 05 06 07 08

0 a \ 0 a 0
X =a X=a

|

Y| x=a y
\\
X X
0 a 0
f

Priklady asymptot bez smérnice.

Px

X x+h

piy=kx+gq

Asymptota se smérnici a.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

X =a

Vertikalni asymptota y = q.
Horizontalni asymptota x = a.
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Limita funkce

o PFimka y = kx + g je asymptota se smérnici grafu f.
& o Existuji lim M =k lim [f(x)— kx] =q, k,gER.
+o0 +oo

X

X— X—
lim fd=(bta) _ iy [y 9] =g, = lim 9 =
X—00 X—00 X—00
Jim [f(x) = (kx+q)] = Jim [(f(x) —kx) —q] =0. = lim [f(x) — k3] = q.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Limita funkce

o PFimka y = kx + g je asymptota se smérnici grafu f.
& o Existujf _lim 09—k, lim [f(x)— kx] = q, k,qER.

x—+oo X x—+oo
i f)—(kxtq) fx) _ o _4q] — L )
Xli)mOO Y Xll)mOO [ % k X] 0. é Xli)moo = k.
lim [f(x) — (kx + q)] = lim [(f(x) — kx) — q] = 0. = lim [f(x) — kx] = q.
X—00 X—00 X—00 )
_ 2 4x+1
Funkce f(x) = =5, x € R.
o ke lim O _ fim 220l _ i SCTAE) o Zhts or040 1
x—+oo X x—+oo X2 x—+oo 8x> x—+oo 3 3 4
— R _ _ g 234 x+1 X
¢ 9= A IR0 —hd = lim [355E 4
_ 20 +x+1 _ 2X°7 _ +1 _ _1
= Jim [Pt -5l = im gr = dim [sa]=¢d

v _x i v o .1
o Pfimka y = 7 + 3 je asymptota se smérnici 7.
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Spojitost funkce

o Pojem limity funkce f v bodé a (zce souvisi se spojitosti funkce f v bodé a.
o Spojitost je také lokalni zaleZitosti v néjakém okoli O(a).

Nasledujici definice spojitosti pomoci posloupnosti se nazyva ve smyslu Heineho.

Funkce f je spojita v bodé a€ D(f), pokud:

o Provdechny {x,}=; C D(f), {xn},oy — a plati {f(x,)} <, — f(a).

o Pokud je a€ D(f) izolovan bod, pak funkce f je spojitd v bodé a.

oo

(Pak existuje jeding {x,} -, ={a}o; — a.)
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Spojitost funkce

o Pojem limity funkce f v bodé a (zce souvisi se spojitosti funkce f v bodé a.
o Spojitost je také lokalni zaleZitosti v néjakém okoli O(a).

Nasledujici definice spojitosti pomoci posloupnosti se nazyva ve smyslu Heineho.

Funkce f je spojita v bodé a€ D(f), pokud:

o Provdechny {x,}=; C D(f), {xn},oy — a plati {f(x,)} <, — f(a).

o Pokud je a€ D(f) izolovan bod, pak funkce f je spojitd v bodé a.
(Pak existuje jeding {x,} -, ={a}o; — a.)

Spojitost miizeme charakterizovat pomoci okoli O(a) a O(f(a)).

Funkce f je spojitd v bodé ac D(f), pokud:

o Pro kazdé okoli O(f(a)) existuje okoli O(a) takové, ze
pro vSechny x € O(a) plati f(x) € O(f(a)), tj. f(O(a)) C O(f(a)).
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Spojitost funkce

Je-li a€ D(f) hromadny bod, pak se definice spojitosti shoduje s definici limity.

Funkce y = f(x), x€ D(f), a€ D(f) je hromadny bod D(f).

o Funkce f je spojitd v bodé a. & e lim f(x) = f(a).

X—a

Funkce f, g jsou spojité v bodé ac D(f) N D(g), reR.
= o |f|, oftg, orf, ofg, o é pro g(a) # 0 jsou spojité v bodé a.

Spojitost slozené funkce.

o Funkce f je spojita v bodé a€ D(f).
o Funkce g je spojita = o Funkc.e F =g(f) )

v bodé b = f(a)e D(g). je spojita v bodé a.
o H(f) C D(g).
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Spojitost funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod a€ D(f).

° fa_(X) = f(x)|D(f)ﬂ(foo;a> = f(X)|{x€D(f), x<a} Zazeni funkce f nalevo.
o (%) = f(X)|p(f)n(aice) = F(X)|ixeD(f), a<x} Zuzenfi funkce f napravo.
o 1, (x) spojitéd v bodé a Spojitost zleva. Jednostranna spojitost

o f;7(x) spojitd v bodé a Spojitost zprava. funkce f v bodé a.

o f(x) spojitd v bodé a (Oboustranna) spojitost funkce f v bodé a.
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Spojitost funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod a€ D(f).

° fa_(X) = f(x)|D(f)ﬂ(foo;a> = f(X)|{x€D(f), x<a} Zazeni funkce f nalevo.
o (%) = f(X)|p(f)n(aice) = F(X)|ixeD(f), a<x} Zuzenfi funkce f napravo.
o 1, (x) spojitéd v bodé a Spojitost zleva. Jednostranna spojitost

o f;7(x) spojitd v bodé a Spojitost zprava. funkce f v bodé a.

o f(x) spojitd v bodé a (Oboustranna) spojitost funkce f v bodé a.

Funkce y = f(x), xe D(f), bod a€ D(f), mnozina A C D(f).

o Funkce f je spojita v bodé ae D(f).
= o Existuje O(a), ve kterém je f ohranicena.

o Funkce f je spojitd na mnoziné A C D(f).
= o Funkce f nemusi byt ohrani¢ena na A.

Funkce f se nazyva spojita na mnoziné A C D(f), pokud je spojitd v kazdém bodé ac A.
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o | = (a; b) je uzavreny interval. = o f(I) je uzavfeny interval.

o [ nenf uzavieny interval. = o (/) maze byt intervalem libovolného typu.

Yy y y y y
m i
Jo
s T f
: ! f ‘1 |
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Spojitost funkce

Funkce f miize byt nespojitad pouze v hromadném bodé a€ R (bod nespojitosti).

o Odstranitelna nespojitost
Existuje Ii_r}n f(x) =beR, b # f(a).

o Neodstranitelnd nespojitost I. typu
Existuji lim f(x)=b"€R
e } b= # bT.

3 Iim+ f(x) = bt R Funkce f je nespojita

X—a v bodé aeR.
Rozdil ¢ = b™ — b~ se nazyva
skok funkce f v bodé a. Obraz f(a) miZe,

o Neodstranitelna nespojitost Il. typu ale nemusi existovat.

Aspoi jedna X|_|>n;7 f(x) } neexistuje

nebo lim f(x) nebo je nekonecna.
x—at

Asymptotickad nespojitost,
alespon jedna z jednostrannych limit je nekonecna.
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Y| lim f(x) = f(a) Y| lim f(x) =00
Jm, fx) 3 Jim, £} = —eo
f(a) f(a)
f X
ol / a| 0
Odstranitelna Neodstranitelna Neodstranitelna Neodstranitelna
nespojitost. nespojitost |. typu. nespojitost Il. typu. nespojitost Il. typu.

(asymptoticka nespojitost).

Cauchyho véta o nulovém bodé.

o Funkce f je spojita na (a; b).

} = o Existuje c€(a; b) takové, ze f(c) = 0.
o f(a)-f(b) <O.
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Diferencialni pocet

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05

Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

f(xo+Ax)
f(xo+Ax) — f(xo)
f
Z )
T P p y Xo
f(x0) —— i
—
d Ax
«
0 ) Xo Xo+Ax X
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

o Q—>P. = o Ax—0.
f(xo+Ax)
Mrarirlts) = o) / o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
y
o p Z ¢y f(x0) o a— ¢, otga—tgp.
d | - Ax o PQ — dp (PQ sméfuje k tecng).
0 5 Xo Xo+Ax X
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) je spojita.
o Body P = [xp; f(x0)], @ = [xo+Ax; f(xo+Ax)] lezi na grafu f.

o PFimka PQ ma smérnici tga = W.
o Telnak f vbodé P mitvar dp: y — f(xo) =tgp - Ax,

kde tgp = £= f( o) je jeji smérnice.

o Q—>P. = o Ax—0.
f(xo+Ax)
Mrarirlts) = o) / o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
y
o p ? ¢y f(x0) o a— ¢, otga—tgp.
d | - Ax o PQ — dp (PQ sméfuje k tecng).
0 5 Xo Xo+Ax X

f(xo+Ax)—f(x0) .

o TeCna ma smérnici tgp = lim tga = lim =
a—@ Ax—0 X

Geometricky vyznam derivace funkce v bodé. — Smérnice tecny.
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) ma derivaci v bodé x, € D(f),

oznaleni f'(xp), resp. y'(xo) nebo f'(xp) = dfd(f’), resp. y'(xo) = dyd(:O) pomoci diferenciéld,
pokud existuje o lim w = {SUbSt' h:X_XO} = lim M = '(x0).
X—Xp 0 X —xp, h—0 h—0

o '(x0)ER. Vlastni (kone¢nd)

deri f v bodé xo.
o f'(xg) = 0o aneb f’(xg) = —oo.  Nevlastni (nekoneéna) } srivace T v bode %0
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), x€ D(f) ma derivaci v bodé x, € D(f),

oznaleni f'(xp), resp. y'(xo) nebo f'(xp) = dfd(f’), resp. y'(x0) = dyd(:O) pomoci diferenciéld,
pokud existuje o lim w = {SUbSt' h:X_XO} = lim M = '(x0).
X—X0 0 X —xp, h—0 h—0

o '(x0)ER. Vlastni (kone¢nd)

deri f v bodé xo.
o f'(xg) = 0o aneb f’(xg) = —oo.  Nevlastni (nekoneéna) } srivace T v bode %0

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod x, € D(f).

o Existuje f'(xp) € R (konecnd). = o f je spojita v bodé xo.

Spojitost funkce f v bodé xp nezaruéuje existenci f’(xp).

Funkce f: y = |x| je spojitd v bodé xo = 0.

o Ale neexistuje f/(0) = Iimo f
X—
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Derivace realné funkce

f'(x0) predstavuje geometricky smérnici te¢ny ke grafu f v bodé xo.
o '(x0) € R. Tecna d: y = f(x0) + ' (x0)(x — x0) se smérnici f'(xp).

o f'(xp) = %00 a f je spojitd v bodé xg.
Teéna d: x = xg bez smérnice (vertikalnf).
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Derivace realné funkce

f’(x0) pfedstavuje geometricky smérnici tecny ke grafu f v bodé xg.
o '(x0) € R. Tecna d: y = f(x0) + ' (x0)(x — x0) se smérnici f'(xp).
o f'(xp) = %00 a f je spojitd v bodé xg.

Teéna d: x = xg bez smérnice (vertikalnf).

Vypodteme derivaci funkce f(x) = In(x + vx2 +1).

(%i1) f(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01) f(x) :=log(x +v/x2 + 1)

(%i3) f_1(x):=diff (£(x),x);f_1(x);
(%02) f_1(x) := Lf(x)
( 4
(
(

X
+1
%03) Vx241
Vx2+1+x

%i4) ratsimp(£f1(x));

0 Vx2+14+x
404) xV/x2+14x2+1
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo € D(f).
o ' (x0) = lim w Derivace zleva.
x—bx; 0 Jednostranné derivace
funkce f v bodé xq.

- 100)= fm
0

F(x)—F :
fx)=flx) Derivace zprava.
X—X0

o '(xp) = lim %ﬁgm) (Oboustranna) derivace funkce f v bodé xp.
X—>X0

http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb
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Derivace realné funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo € D(f).

o ' (x) = lim fd=f(q) Derivace zleva.
— X—Xp s .
x— Jednostranné derivace
o f{(x) = lim fx)=f(x) Derivace zprava. funkce £ v bodé xo.
+ x—xt X0
0
o f'(x0) = Xli_r:lo %ﬁgw) (Oboustranna) derivace funkce f v bodé xp.

Funkce y = f(x), x€ D(f), mnozina A C {xo € D(f), f'(xo) is finite}, A # 0.

o Pak y = f/(x), x€ A je funkce
a nazyva se derivace funkce f na mnoziné A, oznaleni f' = %, resp. y' = j—i

Funkce y = f(x), x€ D(f), mnozina A C D(f).
o Vxg€A: f'(x0) €R (konelnd derivace). = o Funkce f je spojita na mnoziné A.

Exponencialni funkce f: y = e*, xeR.

X h
. (" -1 .
= = |im &= (eh ) — e |lim
h—0 h—0

xth _ ox h_ .
= € -1 —eX.1 = e pro véechny x€R.

o [ = lim ¢
in
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Derivace realné funkce

Derivace zakladnich elementarnich funkci.

o [c]'=0 proxeER, ceR. o [x]' =1 pro x€R.
o [x") = nx""! proxeR, neN. o [x7]) = ax?! prox >0, acR.
o [eX] =e® proxeER. o [a¥] =a"Ina pro xeR, a> 0.
o[lnx]’:% pro x > 0. o[logax]’*xIna prox >0,a>0,a#1.
e [sinx]’ = cosx prox€R. e [cosx]' = —sinx pro x € R.
° [tgx]’—COSZ prox#@,kez ° [COth]l:_sinlzx pro x # km, ke Z.
o [arcsinx] = 11_X2 pro x&€(=1;1). e [arccosx] = — 11_X2 pro x €(—1;1).
o [arctgx] = H% prox€R. o [arccotgx]’ = 71+1X2 pro x € R.
° [sinh X]/ = COShX pro x€ER. e [coshx]’ = sinhx pro x € R.
o [tghx]' = W pro xER. o [cotghx] = —ﬁ pro x # 0.
o [argsinhx]’ = \/Xii“ pro xER. o [argcoshx] = \/1271 pro x > 1.
r_ 1 ]
o [argtghx]' = = proxe(=1;1). 4 [argcotgh x]’ = 2 pro x€R — (—1;1).

Pro praktické potreby je treba vzorce se naucit nazpamét.
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Derivace realné funkce

P¥i praktickém vypoctu derivaci pouzivame riizné vzorce a pravidla.

Pravidla pro derivace.

Funkce f, g maji derivace f’, g’ na mnoziné A # (), bod xp €A, &islo ceR. =
o (cf)(x0) = cf'(x0), o (cf) =cf'.
o (F£2)(%) = Flx) £ (%), o (Figl =Fftg.
o (f2) () = F(x0)g(x0) + F(0)g’ (o). o (fg) = flg+fg'
[é] (Xo)g(xgg(;ggxo)g x0)  for g(x0) #0, A [é} g

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05

Derivace realné funkce

P¥i praktickém vypoctu derivaci pouzivame riizné vzorce a pravidla.

Pravidla pro derivace.

Funkce f, g maji derivace f’, g’ na mnoziné A # (), bod xp €A, &islo ceR. =
o (cf)(x0) = cf'(x0), o (cf) =cf'.
o (f£g)(x)="(x)=*g(x) o (ftg)=rF+g.
o (fg)'(x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g’(x0), ° (fg) =f'g+fg
|: ] (Xo)g(xgg(;ggxo)g x0)  for g(x0) #0, A [é} _ g

Funkce f, g, h maji derivace f’, g’, h’ na mnoziné A # (.
o [fghl" = [(fg)h]" = (fg)'h + (fg)h" = [f'g + fg'|h + fgh’ = f'gh+ fg'h + fgh'.
Funkce f ma derivaci f'(x) # 0 na mnoziné A # .

/ 1 -f(x)—1-f'(x 0—f'(x
° [ﬁ} - (f)z(x> = Z(X() - f%x)'
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Derivace realné funkce

Derivace inverzni funkce.
Funkce y = f(x), x€/ je bijekce, | C R je interval, xo €/ je vnitini bod.
o f je spojita na /.

o f'(xp) # 0 je konecna.

} = o Existuje [f 1] (y0) = f,(lxo)

_ 1
xo=f—1(y0) = ()
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Derivace realné funkce

Derivace inverzni funkce.
Funkce y = f(x), x€/ je bijekce, | C R je interval, xo €/ je vnitini bod.
o f je spojita na /.

o f'(xp) # 0 je konecna.

} = o Existuje [f 1] (y0) = f,(lxo)

_ 1
xo=f—1(y0) = ()

Funkce f: y = €¥, x€ R je spojitd a rostouci, f'(x) = e* £ 0 pro x€R.
o flix=lIny, ye(0;00).

1

o [Iny] =[f"(y) = ,n%x) = [el], =L = % pro y €(0; 00).

elny

=&
x=Iny x=Iny

Funkce f: y =sinx, x€ (—g; g) je spojita a rostoucf,

f'(x) = cosx = \/l—sT> 0 pro x € (—g; %)

o flix=arcsiny, ye(-1;1).

3 / 1 1 1
o J[arcsiny] = —— = =—L
[sin x] x=arcsin y COSX | x=arcsin y \/1—sin? x

Xx=arcsin y
1

_ _ 1 .
- \/1—[sinarcsiny]2 - V1—y? pro yE(—l, 1)
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Derivace realné funkce

Derivace slozené funkce.

Funkce u = f(x), xe D(f), y = g(u), ue D(g) takové, ze H(f) C D(g),
sloZzena funkce y = F(x) = g(f(x)), x&€ D(f).

o xp€D(f), ug = f(xo).
PR b= o Flloo) = ()Y = £(£Co0)) - ).

o '(x0), g'(up) jsou konecné.
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Derivace realné funkce

Derivace slozené funkce.

Funkce u = f(x), xe D(f), y = g(u), ue D(g) takové, ze H(f) C D(g),
sloZzena funkce y = F(x) = g(f(x)), x&€ D(f).

} = o F/(x) = [g(f(x0))] = &'(f(x0)) - f'(x0)-

o XoED(f), up = f(Xo).

o '(x0), g'(up) jsou konecné.

/

[ex'“a]/ e¥"?.[xIna) =a"-Ina, x€R, a>0, a # 1.
]"=emJalnx] =x7- 2 =ax>"!, x >0, acR.
e X'”X}/ e xInx] = x*-[1-Inx+x- L] =x*[1+Inx], x > 0.

|-
elnxa]/ [ ealnx

I'=

nx)

)]" = cos (sin (sin x)) - [sin (sin x)]’

= cos (sin (sin x)) - cos (sin x) - [sin x]" = cos (sin (sin x)) - cos (sin x) - cos x, x € R.

x€D(f), f(x) > 0, existuje f'(x). = [Inf(x)]" = Z&.
= o f'(x) = f(x) - [Inf(x)]" (Logaritmicka derivace funkce f).
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

o Casto pottebujeme danou funkci f aproximovat jinou jednodussi funkci g tak, aby rozdil
|f(x) — g(x)| byl co nejmensi.
o VeétSinou postaci lokalni sblizovani v néjakém okoli O(xp) bodu xo € D(f).

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod xp € D(f), kone€na f’(xp).

o df(xp,x — x0) = f'(x0) - (x — x0), xER.

} Diferencial funkce f v bodé xg.
o df(xp, h) = f'(x0) - h, heR.

Potom se funkce f nazyva diferencovatelna v bodé xg.
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

o Casto pottebujeme danou funkci f aproximovat jinou jednodussi funkci g tak, aby rozdil
|f(x) — g(x)| byl co nejmensi.
o VeétSinou postaci lokalni sblizovani v néjakém okoli O(xp) bodu xo € D(f).

Funkce y = f(x), x€ D(f), bod xp € D(f), kone€na f’(xp).

o df(xp,x — x0) = f'(x0) - (x — x0), xER.

} Diferencial funkce f v bodé xg.
o df(xp, h) = f'(x0) - h, heR.

Potom se funkce f nazyva diferencovatelna v bodé xg.

Funkce f: y = x, x€R, bod xo€ R, f'(xg) = 1 (konecna).
o dx = df(xo,h) = f'(x) - h=1-h=h, heR.
Funkce y = f(x), x€ D(f), bod xo € D(f), f'(x0) € R (kone¢na).

o df(xo) = df(x0, h) = f'(x0) - h = f'(x0) - dx, heR. = o f'(xg) = 2L resp. ' =

[e R
-

o
3
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

Nejlepsi lokalni linearni sblizovani.
Funkce y = f(x), x€ D(f) je diferencovatelna v bodé xo € D(f).
o Aproximace funkce f v okoli O(xp) bodu xg
pomoci teény d: y = f(xp) + f'(x0)(x — x0) = (x0), x € O(x0)
je nejlepsi ze vSech saproximaci pomoci linedrni funkce (pfimky).
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

Nejlepsi lokalni linearni sblizovani.
Funkce y = f(x), x€ D(f) je diferencovatelna v bodé xo € D(f).
o Aproximace funkce f v okoli O(xp) bodu xg
pomoci teény d: y = f(xp) + f'(x0)(x — x0) = (x0), x € O(x0)
je nejlepsi ze vSech saproximaci pomoci linedrni funkce (pfimky).

Vypoctéte priblizné /1, 06.
o Oznatme f(x) = /x = x¥/®, x>0, xp = 1. o f(x)=1(1)=1.
o f/(x)=[xY0] = ix75/6 = 6ﬁ’X>0' o f'(x0) =f'(1)=1.

o Necht O(1) je takova, ze 1,06 € O(1).
_ = _ x—1 _ 6+x—1 __
= o Ux=Ff(x)=f1)+ (1) (x—1) =145z = 8= = x>
= o ¥/1.06 = £(1.06) ~ 10645 _ 606 _ 7 0],

Pfesné /1,06 = 1,0097588, chyba vypoctu < 0,00025.
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Diferencial funkce a derivace vyssich rada

(%i9)

(%08)

c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff(f(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float (p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$
=149

¢’=1.06 f(1.06) = 1.0097588 approx 1.01
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Diferencial funkce a derivace vyssich rada

(%i9) c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff (£(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$

(%08) % +1
¢’=1.06 (1.06) = 1.0097588 approx 1.01

Proménna fpprintprec:8 nastavi vystup na 8 dislic.
Aproximace funkce f ma smysl pouze pro x blizko bodu xp.

(%i18) h(.9)$h (1.1)$h(1.2)$h(1.5)$h(2.0)$h (4)$h (9)8h (30)$h (64)$
c=0.9 £(0.9) =0.98259319 approx 0.98333333
c=11 £(1.1)=1.0160119 approx 1.0166667
c=12 f(1.2) =1.0308533 approx 1.0333333
c=15 f(1.5)=1.0699132 approx 1.0833333
c =20 f(2.0)=1.122462 approx 1.1666667
c=4 f(4)=1.259921 approx 1.5
c=9 f(9)=14 422496 approx 2.3333333
c=30 f(30)=1.7627344 approx 5.8333333
c=64 f(64)=2.0 approx 11.5
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

Funkce y = f(x), x€ D(f) je diferencovatelna, pak (pokud existuji):

o y="Ff(x)=FfM(x), xcA C D(f), Ay # 0.
Derivace prvniho fadu (prvni derivace) f na mnoziné A;.

o y=[f(x)] =F"(x)=F(x), x€A C Ay, A #0.
Derivace druhého fadu (druha derivace) f na mnoziné A,.

o y=[f"(X)] =f"(x)=fO(x), x€As C Ay, As # 0.
Derivace tretiho fadu (tfeti derivace) f na mnoziné As.

o y=[f (X)) = fN(x), xEA, C Ap_1, A, # 0.
Derivace n-tého radu (n-ta derivace) f na mnoziné A,.

Specidlné: o y = f(x) = fO(x), x€ D(f). Nulové derivace (0-ta derivace) f.

n-ta derivace funkce f v bodé xp € D(f) (pokud existuje):

i o FOG) D Gg) L A g+h)— AT ()
("] f( )(Xo)—xll_)n?(oT—illTO h ,XEAn,nEN.

Funkce f("=1) musf byt definovana v né&jakém okoli O(xo).
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Diferencial funkce a derivace vyssich rada

Vypolet (", ne N miize byt obecn& velmi pracny.
Funkce y = x¥, x€R, kde ke N.
o [ =k(k—1)---(k—n+1)x*", xeRpron=1,2,... k,
[xK = kxk =1, [XK) = k(k — 1)x*2, [xK]"" = k(k — 1)(k — 2)x*=3, ..., [x¥]®) = k1.
° [Xk](”) =0, xeRpron=k+1,k+2,k+3,...,
[Xk](k+1) — [k!]’ =0, [Xk](k+2) _ [Xk](k+3) — [0]/ =0, ...

(%i9) f(x,k):=x"k;fn(x,k,n):=diff (£f(x,k),x,n)$
fn(x,k,1);fn(x,k,2);fn(x,k,k);
fn(x,5,1);fn(x,5,2);fn(x,5,5);fn(x,5,6);

(%01) f(x, k) := x*

(%03) kxk1

(%04) (k — 1)kx*2

(%05) dd7xk

(%06) 5x*

(%o07) 20x3

(%08) 120

(%09) 0
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

Funkce y = eX, x€R. = o [eX](" =X, xER pro véechny n =0,1,2,3,....

Funkce y =sinx, xeR. Funkce y = cosx, x€R.

o [sinx] = cosx, o [cosx] = —sinx,
[sin x]"” = [cosx]" = —sinx, [cosx]” = [—sinx]’ = — cos x,
[sin x]"" = [cos x]"" = — cos x, [cos x]"" = [~ cos x]” = sin x,
[sin x]*) = [cos x]"" = sinx, [cos x]™ = [sinx]"”" = cos x,
[sin x]®) = [cos x]®*) = cos x, ... [cos x]®) = [cos x]*®) = —sinx, ...

o [sinx]™ = [sinx]("**) pro n€ NU{0}, o [cosx](" = [cosx]("*) pro n € NU {0},
[sin x]?%) = (—1)sin x, [cos x]?K) = (—1)k cos x,
[sin x]*—1) = (~1)k*1cos x, k € N. [cos x]?k=1) = (—1)ksinx, k € N.
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Diferencial funkce a derivace vysSich radi

Funkce y = eX, x€R. = o [eX](" =X, xER pro véechny n =0,1,2,3,....

Funkce y =sinx, xeR. Funkce y = cosx, x€R.

o [sinx] = cosx, o [cosx] = —sinx,
[sin x]"” = [cosx]" = —sinx, [cosx]” = [—sinx]’ = — cos x,
[sin x]"" = [cos x]"" = — cos x, [cos x]"" = [~ cos x]” = sin x,
[sin x]*) = [cos x]"" = sinx, [cos x]™ = [sinx]"”" = cos x,
[sin x]®) = [cos x]®*) = cos x, ... [cos x]®) = [cos x]*®) = —sinx, ...

o [sinx]( = [sinx]("¥ prone NU{0}, o [cosx]™ = [cosx]("**) pro n € N U {0},
[sin x]?%) = (—1)sin x, [cos x]?K) = (—1)k cos x,
[sin x]*—1) = (~1)k*1cos x, k € N. [cos x]?k=1) = (—1)ksinx, k € N.

Leibniztv vzorec.

Funkce f, g majl’ derivace na mnoziné A az do fadu ne N (véetné).
o [fg]™ = E (N Fr=Ngl) = (M) (g 4 (1) Fn=Dg®) 4 ... 4 (7)FO glm),
i=0
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Aplikace derivace funkce

Véty o stfedni hodnoté funkce (Rolleho, Lagrangeova) a |'Hospitalovo pravidlo patfi mezi
nejcastéjsi aplikace derivace v praxi.

o Funkce f je spojita na (a; b).
o f(a) = f(b).
o f'(x)€R* pro viechny x € (a; b).

= o Existuje ce(a; b): f'(c) =0,
c=a+0(b— a), kde 6€(0;1).

v

Lagrangeova véta o stredni hodnoté.

o Funkce f je spojita na (a; b).
o f'(x)€R* pro viechny x € (a; b).

} = o Existuje c€(a; b): f'(c) = %'
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Aplikace derivace funkce

Véty o stfedni hodnoté funkce (Rolleho, Lagrangeova) a |'Hospitalovo pravidlo patfi mezi
nejcastéjsi aplikace derivace v praxi.

o Funkce f je spojita na (a; b).
o f(a) = f(b).
o f'(x)€R* pro viechny x € (a; b).

= o Existuje ce(a; b): f'(c) =0,
c=a+0(b— a), kde 6€(0;1).

v

Lagrangeova véta o stredni hodnoté.

o Funkce f je spojita na (a; b).
o f'(x)€R* pro viechny x € (a; b).

} = o Existuje c€(a; b): f'(c) = %'

Oznacme b = a+ h, h€R, pro dostatecné malé h mizeme predpokladat a + 6h = a.
o h=b—a c=a+0(b—a)=a+6h 6€(0;1).
o f(b)—f(a)=Ff(a+h)—r(a)="r'(a+6h)-h heR, 6€(0;1).
o f(a+h)="f(a)+f'(a+0h)-h=f(a)+ f'(a)h=f(a)+df(a,h).
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Aplikace derivace funkce

Rolleho a Lagrangeova véty zaruéuji existenci c € (a; b).
Pomoci nich vsak takové body neumime najit a ani nedokazeme urcit jejich pocet.

y
f'(c) =0 f

() =0

o f'(c)=0
znamenad, ze tecna ke grafu funkce f
v bodé c je rovnobézna s osou x.
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Aplikace derivace funkce

Rolleho a Lagrangeova véty zaruéuji existenci c € (a; b).
Pomoci nich vsak takové body neumime najit a ani nedokazeme urcit jejich pocet.

y
f

f'(c)) =0 f
; : / f(b) 4

f(a) f(b)“/
t i &
f\m,\/

Fle) =0 e
0 a a c; b o  a C‘1 o b X
/ — —
o f'(c)=0 o f(c)= f(bg f(a)
—a
znamena, Ze tecna ke grafu funkce f znamena, ze tecna ke grafu funkce f
v bodé€ c je rovnobézna s osou x. v bodé ¢ je rovnobézna s primkou

spojujici body [a; f(a)] a [b; f(b)],
tj. f'(c) =tga.
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Aplikace derivace funkce

Neurcité vyrazy typu %, resp. = se Casto pocitaji pomoci |'Hospitalova pravidla.

L'Hospitalovo pravidlo. Funkce f, g, bod a€ R*, okoli O(a).

o f'(x)eR*, g'(x)€R* pro vSechny x € O(a), x # a.
lim 264 = peR*.

a6y im 0 — jim £0) —
X. i = o lim W = lim ) b.
o lim f(x) = %00, lim g(x) = £oo [L'H=]. } x—a € x—aé
xX—a xX—a
. o 0o
resp. o Xlina f(x) = l@ag(x) =0 [L'HY].
Z existence lim £% nevyplyv existence lim Fx)
x—va (%) x—a &'(X)

o Je velmi dilezité ovérit vsechny predpoklady I'Hospitalova pravidla.

Platnost predpokladu lim fl,(x) = be R* se ovéruje priibézné béhem vypoctu.
x—a 8'(X)

o L'Hospitalovo pravidlo miizeme pouzit i nékolikrat za sebou:

L) o FAX) = im0
Mgy = Wil e = il =25 = ) Eorep GIS
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Aplikace derivace funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo€ D(f), n€ N,
okoli O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0), ..., f(M(x0) ER (kone&né).

Tayloriiv polynom stupné n funkce f se stredem v bodé xqy je definovan jako

n / 1 n n
° T,,(X):kz 0l =) _ f(yg) 4 Flobbem) Ly A0 be) e ().
=0

Pro xp = 0 se nazyva Maclauriniiv polynom

k!

o To(x)= > L0 _ (o) 4 £Q@ux  F1OE L SO e ).
k=0
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Aplikace derivace funkce

Funkce y = f(x), xe D(f), bod xo€ D(f), n€ N,
okoli O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0), ..., f(M(x0) ER (kone&né).

Tayloriiv polynom stupné n funkce f se stredem v bodé xqy je definovan jako

n n n
° T,,(X):kz 0l =) _ f(yg) 4 Flobbem) Ly A0 be) e ().
=0

Pro xp = 0 se nazyva Maclauriniiv polynom

no (k) Xk 7(0)-x 1700)-x (M (0).x"
° T,,(x):k;)f O _ (o) 4 £Ox 4 O 4y FEO o 0(0),

Oznaéme h = x — xp, x = xop + h, h€ O(0).
D AR (x). x0)- " (x0)- (n)

o Talxo+h) = > LO0QH _ p(ypy 4 FCabh 4 FCa) iy PN e ).
k=0

Zbytek R,(x) = f(x) — T,(x) vyjadfuje chybu aproximace f pomoci T,(x).

o Ri(x)= f(n“)(X°+9((f1jr§°)p'(x_x°)n " xe O(xp), kde 6€(0;1). (Lagrangeiiv tvar.)
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Aplikace derivace funkce

Nejlepsi lokalni aproximace pomoci polynomii.

Aproximace f pomoci T,(x) stupné ne N ve sttedu xo € D(f):
o Ma lokalni charakter v okoli O(xp).

o Je nejlepsi ze vSech aproximaci pomoci polynomi stupné n.
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Aplikace derivace funkce

Nejlepsi lokalni aproximace pomoci polynomii.
Aproximace f pomoci T,(x) stupné ne N ve sttedu xo € D(f):
o Ma lokalni charakter v okoli O(xp).

o Je nejlepsi ze vSech aproximaci pomoci polynomi stupné n.

F(x)=v1+x=(x+1)3, xe(—1;00), x0 =0, f(x) = £(0) =

o f(x)=1(x+1)73 :ﬁ,x>—l. o f/(0) = 1.
o f'(x)=-2 L(x+1)73 :ﬁﬂo —il, o f"(0)= 2.
o f(x)=-3-(-2)-(x+1)"3 = ﬁ x>-1. e f"(0)=1
= o VIHx~ Ta(x) = £(0) + FQx 4 F1OE | O _ g 4 x 2 52 0(0).
~ To(x) = F(0) + ZOx L 1O _ 3 4 x_ 2 c0(0) s chybou Ry(x).
~ Ti(x) = £(0) + 20 — 1 4 x, x€0(0) s chybou Ry (x).
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Aplikace derivace funkce

Vypocitdme Taylortiv polynom T,(x) funkce f(x) = vx2 + 1.
@ Rucni derivovani je dost pracné.

(%i2) f£(x):=sqrt(x~2+1)$ print("f(x)=", f(x),
"o fo(x)=", diff(£f(x),x),
", £’ (x)=", ratsimp(diff (£(x),x,2)),

", £22°(x)=", ratsimp(diff (£f(x),x,3)))$
(0= VL, 1100 = e, 7(e) = 5, 1700 = el
(%i3) taylor (f(x),x,0,1);
14--.
0i4) taylor (f(x),x,0,2);
(%i4) taylor (£(x) )
145+
(%i5) taylzor(f(x),x,O,B);
i okl
0i6) taylor (£(x),x,0,4);
(%i6) taylor (£(x) )
1+5 —%F+:.--
(%i7) taylzor(f(x),x,OS,18);

X2 x x® _ 5x 70 21X | 33xM  420x1% | 71548
1+ T -8t 1t e 1024 T 2048 32768 T 65536 T

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 01 02 03 04 05

Vysetrovani pribéhu funkce

Dilezitou soucasti vySetfovani pribéhu funkce je urceni intervall, na kterych je tato funkce
monoténni.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro viechny x €/ existuje f'(x) € R (koneénad).

Funkce f je na | e Rostouci. < pro viechny x €/ plati o f'(x) > 0.
o Klesajici. <« e f'(x) <O0.
o Neklesajici. < e f'(x) > 0.
o Nerostouci. < e f'(x) <0.
o Konstantni. < o f'(x)=0.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 01 02 03 04 05

Vysetrovani pribéhu funkce

Dilezitou soucasti vySetfovani pribéhu funkce je urceni intervall, na kterych je tato funkce
monoténni.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro viechny x €/ existuje f'(x) € R (koneénad).

Funkce f je na | e Rostouci. < pro viechny x €/ plati o f'(x) > 0.
o Klesajici. <« o f'(x

o Neklesajici. o f'(x

e ©
T
—~

X X

— — — —
Il

=
o Nerostouci. &
o Konstantni. &

v
Nutna podminka existence lokalniho extrému.

Funkce y = f(x), x€ D(f), xo € D(f) je vnitfni bod D(f), existuje f'(xo).

o Funkce f ma v bodé xg lokalni extrém. = o f’(xg) =0.

o Funkce f mize mit lokalni extrém i v bodé, kde derivace neexistuje.

o f'(xp) = 0 nezarucuje existenci lokalniho extrému funkce f v bodé xo € D(f).
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Vysetrovani pribéhu funkce

o Pokud plati f/(xp) = 0, pak se bod xo € D(f) nazyvé stacionarni.
P¥i hledani lokalnich extréma funkce f musime prozkoumat:

o Vsechny body x € D(f), pro které plati f'(x) = 0.
o VSechny body x € D(f), ve kterych f’(x) neexistuje.

Pti hledani globalnich extrém( funkce f musime dodate¢né prozkoumat:

o Vsechny hraniéni body x € D(f).
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Vysetrovani pribéhu funkce

o Pokud plati f/(xp) = 0, pak se bod xo € D(f) nazyvé stacionarni.
P¥i hledani lokalnich extréma funkce f musime prozkoumat:
o Vsechny body x € D(f), pro které plati f'(x) = 0.
o VSechny body x € D(f), ve kterych f’(x) neexistuje.
Pti hledani globalnich extrém( funkce f musime dodate¢né prozkoumat:
o Vsechny hraniéni body x € D(f).
Funkce y = f(x), x€ D(f), xo € D(f), f'(x0) = 0, pro viechny x € O(xg) existuje f’(x).

e f'(x) > 0 pro x < xp (Rostouci nalevo). ) )
,( ) P ( o ) = o f(xp) je ostré lokalni maximum.
f'(x) <0 pro x > xo (Klesajici napravo).

(
f'(x) < 0 pro x < xp (Klesajici nalevo).
° 5 0 E ! ) }:> o f(xo) je ostré lokalni minimum.

(x)

(x)
f’(x) > 0 pro x > xp (Rrostouci napravo).
o f'(x) >0, resp. f'(x) < 0 pro x # xo. = o f(xp) neni extrém.
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Vysetrovani pribéhu funkce

PF¥i vysetfovani lokalnich extrémi funkce mizeme pouzit i druhou derivaci.

y = f(x), xeD(f), xo€D(f), f'(x0) =0, "’(x0) €R — {0} (konecnd nenulova).

Pokud '(x0) =0a e f’(x) <0.= o f(xo) je ostré lokalni maximum.

o ’(x0) > 0. = o f(xo) je ostré lokalni minimum.

f(x) =x3—6x>+9x -2, x€R.
o f/(x)=3x>—-12x+09, f’(x)=6x—12, x € R. o f/(x)=0. < x =1 nebo x = 3.
(1) =-6<0. =f(1)=1-6+9-2=2>0 je ostré lokalni maximum.
f"(3)=6>0. =1f(3)=27—-54+27—-2=-2<0 je ostré lokdIni minimum.
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Vysetrovani pribéhu funkce

PF¥i vysetfovani lokalnich extrémi funkce mizeme pouzit i druhou derivaci.

y = f(x), xeD(f), xo€D(f), f'(x0) =0, "’(x0) €R — {0} (konecnd nenulova).

Pokud '(x0) =0a e f’(x) <0.= o f(xo) je ostré lokalni maximum.

o ’(x0) > 0. = o f(xo) je ostré lokalni minimum.

f(x) =x3—6x>+9x -2, x€R.

o f/(x)=3x>—-12x+09, f’(x)=6x—12, x € R. o f/(x)=0. < x =1 nebo x = 3.
(1) =-6<0. =f(1)=1-6+9-2=2>0 je ostré lokalni maximum.
f"(3)=6>0. =1f(3)=27—-54+27—-2=-2<0 je ostré lokdIni minimum.

Pokud f'(xp) = f”(x0) = 0, pak funkce f muze, ale nemusi mit extrém v bodé xo.
o Funkce f(x) = x3, x€R nem4 extrém f(0) = 0 v bodé x = 0.
f'(x) = 3x2, f"(x) = 6x, f'(0) = f"(0) = 0.
[x>* < f(0)=0prox <0ax®>f(0)=0prox>0]

o Funkce f(x) = x* x€R mé& osté lokalni minimum f(0) = 0 v bod& x = 0.

f'(x) = 4x3, f"(x) = 12x2, f'(0) = f(0) = 0. [x* > £(0) = 0 pro vechny x # 0.]
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Vysetrovani pribéhu funkce

Funkce f je spojita na intervalu /, pro vSechny x € [ existuje f'(x) € R (kone¢na).

f je na /| o Konvexni. < " jenal o Neklesajici.
o Konkavni. & o Nerostouci.
o Ostre konvexni. < o Rostouci.
o Ostre konkavni. < o Klesajici.

Funkce f je spojitd na intervalu /, pro vSechny x € | existuje " (x) € R (kone¢na).
f jenal o Konvexni. < pro vsechny x €/ plati o ’'(x) > 0.

o Konkavni. = e f(x) <O.

o Ostre konvexni. < e f(x) > 0.

o Ostre konkavni. < e f(x) <0.

PF¥i vysetfovani konvexnosti a konkavnosti funkce f musime prozkoumat:

o Vsechny body x € D(f), kde je funkce f spojitd a pro které existuje "/ (x) = 0.
o VSechny body x € D(f), kde je funkce f spojitd a ve kterych f”(x) neexistuje.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 01 02 03 04 05

Vysetrovani pribéhu funkce

Nutna podminka pro existenci inflexniho bodu.

Funkce y = f(x), x€ D(f), xo € D(f) je vnitini bod D(f), existuje '(xp).
o xp je inflexni bod funkce f. = o f"(xp) = 0.

o Funkce f mize mit inflexi v bodé, kde druha derivace neexistuje.

Postacujici podminka pro existenci lokalniho extrému.
Funkce y = f(x), x€ D(f), xo€ D(f), f'(x0) €RR, pro vsechny x € O(xp) existuje f(x).

o (x) >0 pro x < xp (Konvexni nalevo).

= je inflexni bod f.
f"'(x) <0 pro x > xg (Konkavni napravo).} ® o J€ TTeqt 5o
f"(x) <0 < xp (Konkavni nalevo).
° F(x) pro x < xp (Kon avni nalevo) = o Xp je inflexni bod f.
f'(x) > 0 pro x > xp (Konvexni napravo).

o /(x) >0, resp. f”"(x) < 0 pro x # xo. = o Xp neni inflexni bod f.

y = f(x), xe D(f), xoe D(f), f"(x0) =0, ""(x0) €R.

o '(xp) # 0 (nenulovd). = e Xxp je inflexni bod .
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Vysetrovani pribéhu funkce
Predchozi vysledky miizeme zobecnit.

y = f(x), x€ D(f), bod xo € D(f), n€N.

f'(x0) = f"(x0) = -+~ = F"D(x) = 0, F("(x0) # 0.
o n=2k—1, { o f(n) x0) > 0. = o f je rostouci v bodé xp. }f(xo) nen{
keN (liché) . | o f("(x) < 0. = o f je klesajici v bodé xo.

(
(x0)
o n =2k, o f(W(x9) > 0. = o f(xp) je ostré lokalni minimum.
ke N (sudé). { (x0)

extrém.

o f(N(x0) < 0. = o f(xo) je ostré lokalni maximum.

y = f(x), xeD(f), bod xo € D(f), ne N.

f'(x0)€R, f'(x0) = = F"D(x) = 0, F(M(xg) # 0.
o n=2k+1, keN @ Xp je inflexni bod funkce f.
(liché) .

o n=2k, keN o f(W(xp) > 0. = o f je ostfe konvexni v bod& xo.
(sudé).

o f(W(x) <0. = o f je ostfe konkavni v bod& xp.

\
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Prabéh funkce

Vysetfit priebéh funkce f znamena urdit:

Defini¢ni obor D(f), body a intervaly spojitosti a nespojitosti.

Sudost, lichost, periodicita, ptipadné jiné specidlni vlastnosti.

Jednostranné limity v bodech nespojitosti, hranicnich bodech a v bodech +oo.
Nulové body, intervaly, na kterych je f kladnd a zaporna.

', stacionarni body, lokalni a globalni extrémy, intervaly, na kterych f roste, kles3 a je
konstantni.

f”, inflexni body, intervaly, na kterych je f konvexni a konkavni.
Asymptoty bez smérnice a asymptoty se smérnici.

Obor hodnot H(f) a nastinit graf funkce.

Vv

Graf ndm obvykle poskytne nejnazorné;jsi predstavu o pribéhu funkce. PFi jeho konstrukci
vyuzivame vSech zjisténych Gdaja.

Mnohokrat jsou ale nedostatecné, proto je musime doplnit vhodné zvolenymi funkénimi
hodnotami.
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Neurcity integral

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Zakladni pojmy

o Zavedeni pojmu derivace jsme motivovali Gkolem urcit okamzitou rychlost hmotného
bodu, ktery se pohybuje po primce.

o Problém mizeme obratit a hledat drahu hmotného bodu za predpokladu, ze zndme jeho
okamzitou rychlost v daném case.
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Zakladni pojmy

o Zavedeni pojmu derivace jsme motivovali Gkolem urcit okamzitou rychlost hmotného
bodu, ktery se pohybuje po primce.
o Problém mizeme obratit a hledat drahu hmotného bodu za predpokladu, ze zndme jeho

okamzitou rychlost v daném case.

Funkce f(x), x € | je definovéna na otevfeném intervalu / C R.
Funkce F(x), x € I se nazyva primitivni funkce k funkci f(x) na intervalu /, pokud pro
vSechny x € [ existuje derivace F'(x) a pro vSechny x € [ plati F'(x) = f(x).

Funkce F(x) je primitivni k funkci f(x) v intervalu /, ¢ € R (konstanta).

= o Funkce G(x) = F(x) + c je primitivni k funkci f(x) na intervalu /.

o Z definice vyplyva, ze primitivni funkce F je spojita na intervalu /.

Funkce F(x), G(x) jsou primitivni k funkci f(x) na intervalu /.

= o Funkce (F — G)(x) = F(x) — G(x) je konstantni na intervalu /.
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Zakladni pojmy

Vsechny primitivni funkce k dané funkci f(x), x € I na intervalu / se li$i od sebe pouze
konstantou a tvofi mnozinu {F(x) + ¢, c € R}, priemz F je libovolna primitivni funkce.
Tato mnozina se nazyva neurcity integral funkce f na intervalu / a oznacuje se

° /f(x)dx:{F(x)+c,x€I,cGR}:F(x)+c,x€/, ceR.

f(x), x € I je spojita na intervalu /.

= o Existuje /f(x)dx.

K integrovani se pouziva prikaz integrate.

(%il) ’integrate (1/(1+x72) ,x)

(%o1) /Xz—l+1 dx
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Zakladni pojmy

(%i1) f(x):=1/(1-x"2);
(%ol) =5
(%02) Iog)(;Jrl) _ Iog(;fl)

integrate (f(x),x);

@ Derivovani a integrovani jsou inverzni operace na intervalu /.

Funkce F je primitivni k funkci f na intervalu /, c € R.

pro vsechny x € [ plati:

. {/f(x)dx}lz [F(x)—l—c}/:

integrate (1/(1+x72) ,x);
atan x

diff (%,x);
1
x2+1
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Zakladni pojmy

Neurcité integraly zakladnich elementarnich funkci.

o/dx:/ldx:x+c
./dg:
oot

In|x|+ ¢ pro x # 0.

proa#0, x € R.

° /sinaxdx:—%—kc proa#0, x €R.

dx
o / > =
sin? ax

__cotg ax
a +c

proa;ﬁO,xGRx#%ﬂ,kEZ.

sinh? ax a

/
[t

pro x € R.

sinhaxdx:%Jrc proa#0, x €R.

— _cotghax 4 o pro a # 0, x # 0.

O/XadXZ%-i-C pro a# —1, x #0.

=In|f(x)|+ ¢ pro f(x) # 0
/ zlna—l—c proa>0,a#1, x€R.
/cosaxdx SN2 ¢ proa#0 x€R.
° / cogzxax - tgaax +c

proa;ﬁO,xGR,x#%,keZ.

° /coshaxdx:%Jrc proa#0, x € R.

dx __ tghax
U /cosh2 ax  a +c

proa#0, x € R.
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Zakladni pojmy

Neurcité integraly zakladnich elementarnich funkci.

° /de:az = %arctgg +c = —% arccotgg + o, proa#0, x €R.
d 1| 1 1 1 =

O/ijazz/z[xia_m}dxzzln ;((+Z + c, proa#O,XER—{a}.

° dx__ — arcsin X + ¢ = —arccos X + o, pro a >0, x € (—a; a).
FoRY; |al |4

o/\/%:|nyx+\/x2fa2‘+c, pro a > 0, x € (—oo0; —a) U (a; 00).
Xc—a
dx _ 2 2

° m—ln(XJr\/X +a)+c, proa>0, x € R.

v

o V tabulkach jsou uvedeny zakladni vzorce pro integrovani.
e Tyto vzorce lzce souvisi se vzorci pro derivace elementarnich funkci.

e Pro praktické ucely je tfeba si je zapamatovat.
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Metody integrovani

S =Ih(x+vVx2+1)+c xeR. (tabulkovy integral).

(%il) integrate (1/sqrt(x~2+1),x);
(%o01) asinh x

o Oba vysledky jsou spravné, protoze argument sinus hyperbolicky je definovan jako
y = argsinhx = In (x + V/x2 + 1), x € R (viz elementérnf funkce).

Metoda rozkladu.

Funkce F, G jsou primitivni k funkcim f, g na intervalu /, a, b € R, |a| + |b| > 0.
= aF + bG je primitivni k funkci af + bg na intervalu [ a plati:

° /[af(x) + bg(x)] dx = a/f(x)dx—|— b/g(x)dx = aF(x)+ bG(x)+c, x€l, ceR.

o V praxi pieme pfimo /[af(x) + bg(x)] dx = aF(x) + bG(x) + ¢
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Metody integrovani

Metoda per partes.

Funkce u, v maji spojité derivace v/, v/ na intervalu /.

= o /u(x) V/(x) dx = u(x) v(x) —/u'(x) v(x)dx, x € I.

o [uv] =vv+u/. = o uv:/[uv]’:/u’v+/uv’.:> ° /uv’:uvf/u’v.

o Metodu per partes mizeme pouzit nékolikrat za sebou, ale musime davat pozor, abychom
se opétovnym pouzitim nevratili k plivodnimu integrélu.

o Metoda per partes se pouziva pomérné Casto. Je vhodna k integrovani funkcf
P(x)e™, P(x)cosax, P(x)sinax, P(x)InQ(x), P(x)arctgQ(x),
kde P(x), Q(x) jsou redlné polynomy, a € R, a # 0.

=
° /Inxdx: {U, "X
vi=1

1
;} :Xlnx—/dX:XInx—X+c,XG(O;oo),CGR.

<
Il
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Metody integrovani

Metoda substituce.

Funkce F je primitivni k funkci f na intervalu /,

x = p(t) ma derivaci na intervalu J, p(J) C I.
= F(¢(t)) je primitivni k funkci f(p(t)) - ¢'(t) na J a plati:

° /f(so(f)) /() dt = /f(X)dx: F(x)+c=F(p(t)) +c ted cer.

I, J jsou intervaly, x = ¢(t) : J — | ma derivaci ¢'(t) # 0 na J,
funkce F(t) je primitivni k f(p(t)) - ¢/(t) na J.

= F(¢7!(x)) je primitivni k funkci f(x) na intervalu / a plat:

o /f(x)dx _ /f(go(t)) P (t)dt = F(t) + ¢ = F(p~(x)) - c. x € I, c € R.

o V prvnim pFipadé nemusime pouzit inverzni substituci,

ale v druhém ptipadé musime pouzit inverzni substituci t = p~*(x).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Metody integrovani

s | Subst. t=Inx
O/XdX—|: dt:dTX

u =Inx
o/lnxxdx—{, L
vi=>

teR

XG(O;”)} :/tdt:§+c: x4 ¢, x €(0;00), c € R.

1
u'== 2

* | =Inx— [Inxdx.
v =Inx X

(Rovnice s integralem jako nezndmym parametrem.)

= 2/m7xdx:|n2x+2c. = o /'%‘dx: x4 ¢, x>0, ceR.
f(x) ma na intervalu / primitivni funkci F(x), redlné &islo a, b € R, a # 0.

o /f(at+b)dt: {S“bSt'X:"’”ﬂ :/L)dx = P | o Flatib) 4 o

dx = adt &l &l

. /f(t—i—b)dt: [ e :/f(x)dx: F(x)+¢ = F(t+b) + ¢ pro a= 1.

. /f(—t)dt _ [Subs;;(i:_;” = _/f(x)dx =—F(x)+c=—F(—t)+cproa=—1
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Metody integrovani

P¥i integraci se Casto kombinuji riizné metody a ¢asto se musi pouzit nékolikrat za sebou.

Pokud pouzijeme riizné metody integrace, mizeme vypoditat riizné primitivni funkce.
(Spravnost FeSeni si mizeme ovéfit napt. derivovanim.)

dx Subst. x =sint|x € (—1;1) |dx =costdt, (sint) =cost >0 prote (—%;%)
° =
V1-x2 t=arcsinx |t € (—%; %) |V1—x2=+1—sin2t=cos?t=|cost| = cost
costdt __ — — ; .
/cost /dt—t+c—arc5|nx+c,xe(—l,l),CGR.

x € (-1;1)
€ (0;m)

dx = —sin tdt, —(cos t)’ =sint >0 pro t € (0; )
1—x2=+/1—cos®t=Vsin?t=|sint| =sint

dx Subst. x = cos t
o —
1—x2 t = arccos x

:/M:—/dt:—t+c:—arccosx+c,xe(—l;l), ceR.

sin t

Obé Yeseni jsou spravnd, protoze pro vsechny x € (—1;1) plati:
arcsin x + arccos x = g t.j. arcsin x = — arccos x + %
(VSechny primitivni funkce k dané funkci na intervalu se lisf o konstantu.)
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Urcity integral

N3l N3l

Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima
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Zakladni pojmy

o V této Casti se budeme zabyvat ur€itym integralem funkce, coz na rozdil od neurcitého

integralu neni funkce, ale konkrétni hodnota (¢éislo nebo +00).

e Urcity integral miizeme definovat nékolika zpUsoby.

o Definujeme jej pomoci integréalnich souctd a nazveme Riemanniiv (urdity) integral.
" Dem<P<H(n) f T He =S max ,ff
3% n n)<P< n n)=>3Y M;-Ax
De(n) =Y. m-Ax |[f g : A 2
i=1 .

X X X
Xo X1 X2 X3 Xn—3 Xn—2 Xn—1Xp 3 b Xo X1 X2 X3 Xn-3 Xn—2 Xn—1Xp
= Ax Ax Ax Ax =
Xg=4a [=X2X AxAx b= x,

o=a s s bex,
KFivocary lichobé&znik P uréeny nezdpornou funkci f na intervalu (a; b) a jeho aproximace

pomoci souctd Dp a Hp
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Zakladni pojmy
Funkce y = f(x), x € (a; b) je kladna spojita, body a, b € R, a < b.

Urgete plosny obsah mnoziny P = {[x;y] € R?, x € (a;b),0 < y < f(x)}.
Rozdélme (a; b) pomoci bodli a=x <x1 <% < - < X,_1 <X, =b, neN
) <an2; XN71>1 <Xn71; Xn>

b—a
P

na n podintervall (xo; x1), (x1; X2), (x2; x3),
stejné délky Ax =x1 —Xg =X — X1 =+ = X, — Xp_1 =
o m;=min{f(x), x € (xi—1; %)}, M; = max{f(x), x € (xi—1;x)} proi=1,2,...,n.

Pro mnozinu P pak plati:
i=1

m; - Ax = Dp(n) < P < Hp(n) = > M; - Ax.

-

1
Pokud zmensime Ax (zvétsime n), odhady Dp, Hp se zlepsi (nezhorsi se).
(Viz nasledujici slajd.)

]
o Pro Ax = % — 0, tj. n — oo bude platit

Dp(n) — P + Hp(n) (shora).

(zdola)
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Zakladni pojmy

Interval (a; b) je nedegenerovany, funkce y = f(x), x € (a; b) je ohraniena.

Déleni intervalu (a; b) se nazyva kazda kone¢nd mnozina bodi
n
D = {xo,x1, %2, ..., Xn} = {xi}/_o, n €N,
prokteré a=xp < x31 < X0 < -+ < Xp_1 < X, = b.
Body xo, x1, ..., X, se nazyvaji délici body (jednozna¢né urluji déleni D).
Délky intervald d; = (x;_1; x;), i = 1,2,...,n oznaujeme Ax; = X; — Xj_1.

Délku nejdelSiho z téchto intervald nazyvdme norma déleni D a oznalujeme p(D), tj.
M(D) = [MEPKL {AX,', | = ]_7 2, e I’l}.

Pro soucet délek intervalll dy, d, ..., d, plati
Axi+Ax+ -+ Ax, =X, — xg = b — a.

Mnozinu vsech déleni (a; b) oznaCujeme D;,.py = {D, D je déleni (a; b)}.
=inf{f(x), x € (xi—1;x)}, M; =sup{f(x), x € (x—1;x)}, i=1,2,....n
Dolni Sp(f, D) a horni Rlemannuv integralni soucet Su(f, D) funkce f pfi déleni D se

nazyvaji ¢isla Sp(f, D) = Z m; - Ax; a Sy(f, D) = Z M; - Ax;.
i=1 -1
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Zakladni pojmy

Cisla L
b b
/f(x)dx — sup {Sp(f, D), D € Dpyy ). /f(x)dx — inf {Sw(f, D), D € Doy}

nazyvame dolni a horni Riemannav (uréity) integral funkce f na intervalu (a; b)
(od a po b).

Tato Cisla vzdy existuji a plati

b b
m(b—a) < / f(x)dx < /f(x)dx < M(b — a),
Ja Ja
pricemz m = inf {f(x), x € (a;b)}, M = sup {f(x), x € (a; b)}.
Plati-li rovnost mezi dolnim a hornim Riemannovym integralem, pak tuto hodnotu

/a bf(x)dx - / bf(x) dx = / t;’(x)dx

nazyvame Riemanniv (uréity) integral funkce 7 na intervalu (a; b).

Funkci f nazyvame riemannovsky integrovatelna na (a; b) a oznacujeme f € Ry,.p).
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Zakladni pojmy

Integracni proménna nema vliv a misto x mizeme napsat libovolny symbol.

[1wex= [Fose= [fwou= [Fraz= [Feae

o Riemanniv (integralni) soucet funkce f pfi déleni D a volbé boda T,
pricemz T = {t1, o, ..., ta} = {ti, ti € (xi_1;x;)}1_; nazyvame &islo

n
ST(IC7 D) = Z f(t,') . AX,'.
i=1
o Funkce f ma nekonec¢né mnoho integralnich soucti pro dané déleni D.

Je-li y = f(x), x € (a; b) spojita, pak nabyva svych extrémii na (x;_1;x;), i =1,2,...,n.
Sp(f, D), Sy(f, D) predstavuji Riemannovy integralni souéty pro néjakou volbu bodd T.

—_—— e TR
X X% g n—3Xn—2Xn—1 Xn X X

Integralni soucty funkce f pfi déleni D a riiznych volbach bodi T
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Zakladni pojmy

o P¥i vySetfovani riemannovsky integrovatelné funkce f na (a; b), nepotfebujeme kazdé
déleni DE€D,.p)-
Sta&i se omezit na normalni posloupnosti déleni {D},~, C D(a;py, ti- pro které plati
lim wu(Dy) = 0.
k—o0

Potom pro kazdou volbu bodd T plati
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a
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Zakladni pojmy

o P¥i vySetfovani riemannovsky integrovatelné funkce f na (a; b), nepotfebujeme kazdé
déleni DE€D,.p)-
Sta&i se omezit na normalni posloupnosti déleni {D},~, C D(a;py, ti- pro které plati
lim wu(Dy) = 0.
k—o0

Potom pro kazdou volbu bodd T plati
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a

y f(t)=yni=12,..., k

K K ko
St(f, D) = ) f(t;) - Axi = 2= =1 SH(f,Di) = 3o M- Axi = 37 5 = G2

i=1 i=1 i=1 i=!

i1
xdx 1 e
./oT = 7 (dalsi strana).
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Zakladni pojmy

1
% = %. Funkece f(x) = 5. X € (0; 1) je rostouci, spojita, f € Ro.1y-
0
o Normalni posloupnost déleni {Dk};ozl C Dy0.1), pricemz Dy = {i},'(:o pro k € N.
o Proi=1,2,... koplati Ax; =, m; = f(xi—1) = 52, M; = f(x) = 5.
k k. (0+k—1)k
_ 014 (k=1 SR ke
SD(f’D"):_Zlmf'AX":ZI%'% 2k2( L = T =% =1 %
= 1=
- N T T T e R
Sh(f, Dk):ZIMf'AXf—ZlT'k:T 2k = ek =i Tk
= i=
1
dx _ ; _ o 1.1y _1
= o A % = klmm SD(f, Dk) = klmm SH(f, Dk) = lemm (Z + ﬂ) =z
o zvolme T = {t,-};;l jako sttedy intervalil (xi_1; x;), i:.1,2 k
tj. & = 2(52 + 1) = 22, pak f(t;) = 2L a plati
k k. (14+2k—1)k
2i 143+ +(2k—1 (aZe1k
St(f, D) = 3o f(8) - Bx = 35 Bt - § = 2= = —— = 4
= 1= 1
= o [ 2 = |im Sr(f,Dy) = lim 1 =1.
0 2 k—o0 ’ k—oo 4 4
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Zakladni vlastnosti

o Geometricky pfedstavuje Riemanniv uréity integral na intervalu (a; b) plochu krivoéarého
lichob&zniku uréenou funkci f a intervalem (a; b).

Pod osou x (tj. pro f zaporné) je tato oblast zdporna.
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Zakladni vlastnosti

o Geometricky pfedstavuje Riemanniv uréity integral na intervalu (a; b) plochu krivoéarého
lichob&zniku uréenou funkci f a intervalem (a; b).

Pod osou x (tj. pro f zaporné) je tato oblast zdporna.

Funkce f, g € Ry, Cislo c € R.

= cf,f +g,|f|, 3 fg € Risby a plati:

° /cf )dx = c/f ° /ab[f(x) +g(x)] dx = /;‘(x)dx 4 /abg(x)dx.

Pokud inf {g(x),x € (a; b)} > 0, resp. sup {g(x),x € (a;b)} <0, pak i l,f € Riab)-
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Zakladni vlastnosti

Funkce f, g € Riap)-

o f(x) >0 pro vSechny x € (a; b). = o /f(X)dXZO.

a b b
o g(x) > f(x) pro vSechny x € (a;b). = o /g(x) dx > /f(x) dx.

a
V.

Additivnost integralu.

Funkce f € R(j.jmeno), | C R je ohranieny interval, body a, b, c € I jsou libovolné.

= o /a[;(x)dx_/ai‘(x)dx+/cl}(x)dx.

Y /b: /:’ /bc y{ﬁj: /bc’ /; /:: /:: /bc+ /:

a
—

f

A N

A

IR

a<c<b a<b<c b<a<c b<c<a c<a<b

Aditivnost Riemanova integralu miZeme ilustrovat na vektorech.
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Metody integrovani

Vypocet Riemanova integralu (Newton-Leibniziiv vzorec).

Funkce f € R(,.), funkce F je primitivni k funkci f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)K_
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Metody integrovani

Vypocet Riemanova integralu (Newton-Leibniziiv vzorec).

Funkce f € R(,.), funkce F je primitivni k funkci f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)}b_

a

(%il) integrate(f(x),x,-1,1);

1
(%o1) /_f(x)dx

1
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Metody integrovani

o Urcité integraly se obecné pocitaji pomoci neurcitych integrali.

o Metodu per partes a substituéni metody miizeme upravit a pfimo pomoci nich vypocitat
urcity integral.

Po substituci se nemusime vracet k plivodnim proménnym.

Metoda per partes.

u ', v,v' € Rigpy. = o /bu(x) v/(x)dx = {u(x) V(X)}b - /abu’(x) v(x)dx.

a a

27 a - o 27
/ x?sinxdx = {”,*X e ] = [—x2cosx} +/ 2x cos x dx
v 0
0 0

=sinx |v =—cosx
u=2x |u=2 27 2
o e ]Z{—4W2-1+02-1}+[2xsinx} —/ 2 sin x dx
Vi =COSX |V =sInx 0 0

—4w2+[4w-0—2-0-o} — {—2COSXK7T:—47T2— {—2-1+2~1} e
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Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,

I je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 3, ¢(a) = a, ¢(B) = b.
b

B
= f(p)¢’ € Ry aplati o /f(x) dx = / fle(t)]¢(t)dt. (MaZeme pouZit obéma sméry.)

a

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04

Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,
I je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 8, p(a) = a, ¢(B) = b.

b B
= f((p)(p’ € Ryaplati o /f(x) dx = / f[‘ﬂ(t)]QO/(t)df- (Miizeme pouZit obéma sméry.)
a «
— x2 S, e =iin X€< L1) l=sin3 VI—x2=+/1—sin’t = Vcos? t = |cos t| = cos t
/ \/ﬁdX dx = cos tdt < %%> —1=sin(-3%) cost > 0 pro vsechnyte(—i it
4 H 2 3 e
= / Wcosz tdt = / W% dt = %/ W[l + cos 2t| dt = %{t—f— sinat t}_i
T2 T2 = b
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Metody integrovani

Metoda substituce.

f je spojitd na /, ¢’ je spojita na J, p(J) C I,
I je interval s hranicemi a, b, J je interval s hranicemi «, 8, p(a) = a, ¢(B) = b.

b B
= f(p)¢’ € Ry aplati o /f(x) dx = / fle(t)]¢(t)dt. (MaZeme pouZit obéma sméry.)
a «@
/1 o2 Subst. x =sint xe( 1;1) l1=sin% V1I—x2=1/1-sin’t =cos?t = |cost| = cost
/ 1=x dX dx =costdt|te (—%5;%) —1:sin(2—%) cost > 0 pro viechny t € (—5; 5
Z 3 3 . 3
:/ cothdt:/ Iteos2t g — %/ [1+ cos2t|dt = %{t—f— —S'”ft} :
-3 -3 =% -7
=iz +8r - (-3 +26)] =4[3+0-(-3+0)| =} 7=3
: Subst t?+1[te(-10)|xe(1;2)[t=2 5 >
. 2 o ubst. x = —1; X ; = — X = _ 1 .
° /_ltsm(t +1)dt = [ dx =2dt|te (0;2) |xe(1;5) t:—1>—>x:2} - 2/2$deX
5
:%[—cosx} Z%[—COS5+COSQ} = cos2ocosy
2
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Integrovani sudych a lichych funkci

Funkce f € Ry, je suda nebo lichd, pfi¢emz a < b.

= f(—x) € Ri_p;—ay a plat:

b —b —a =8
Subst. t = —x|x=b =—b
° /af(x)dxz[ A X:a:j;a] :f/ f(ft)dt:/f(ft)dt:/l):(fx)dx.

—a —b _
b —a —a
f je suda. = o /f(x) b = / f(—x)dx = / f(x)dx.
a —b b
b —a —a —a
fjelicha. = o /f(x)dx = / f(—x)dx = / [— f(x)]dx = —/ f(x) dx.
a —b b b
Suda funkce y . y .
NAYAV AT}
- AN | ‘a |
/;:;’(x) dx /;‘(X)dx /j)af(x)dx = —/abf(x)dx

Licha funkce
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Integrovani sudych a lichych funkci

Funkce f € R/_,.,), pfiCemz a > 0.

fjelicha. = o [ f(x)dx= dx+/f / dX+/f(X)dX=
. 0 0

fjesudd. = o /_}(x)dx:/_a( )dx+/ Q/Oaf x)dx.

T sin |x| je spojita Siek funtiee |y Y
° / sin |X| dx = [a pérlna‘ :13 ?—iﬁﬂ)}
-7 f
_ _ /:f(x)d -p
:2/ sin|x|dx:2/ sin x dx 7? 5X
0 0 2 a [ro=—r/ s
- /f(x)dx:2/of(x)dx /f(x)dx:O
=2[—cosx| =-2:(-1)+2:1=4, - -
0

Licha funkce

/ X33/ x2+sin? x dx [ integrand je spojita ]:0

S XA a licha funkce na (—1;1)
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Integrovani sudych a lichych funkci

f € Ry je periodickd s periodou p > 0, f(x) = f(x + kp) pro vechny x € (a; b), k € Z.
Dosadime-li x = p(t) =t — kp, pak t = x + kp, t € (a+ kp; b+ kp),
dt = dx, f(x + kp) € Riatkp:b+kp) 2 Plati:

° /:;‘(X)dx = [xintibﬂm] = /b+kpf(t+kp)dt— /b+kpf(t)dt— /bﬂq;f(x)dx.

x=a—t=a-+kp il il e

Funkce y = f(x) je periodicka s periodou p > 0, redlny bod a € R, pak plati:

p atp
o f € Rop) & o f € Rpzarpy a (pokud existuji) o /f(x) dx = f(x)dx
0

a

AR

l\:“ Va +plo [/ Va +2pp |/ ‘L:“a +3p

| p
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Dékuji za pozornost.

\Qs L‘& Matematicka analyza podporovana programem wxMaxima \%s 0‘9

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

	Obsah
	Úvod do wxMaxima
	Základní pojmy
	Základní príkazy
	Práce s císly a základní konstanty
	Prirazení a funkce
	Práce s výrazy
	Limity a derivace
	Grafy funkcí
	Posloupnosti a rady

	Reálné funkce
	Základní pojmy
	Posloupnosti (reálných císel)
	Císelné rady
	Funkce
	Elementární funkce I
	Elementární funkce II
	Limita funkce
	Spojitost funkce

	Diferenciální pocet
	Derivace reálné funkce
	Diferenciál funkce a derivace vyšších rádu
	Aplikace derivace funkce
	Vyšetrování prubehu funkce
	Prubeh funkce

	Neurcitý integrál
	Základní pojmy
	Metody integrování

	Urcitý integrál
	Základní pojmy
	Základní vlastnosti
	Metody integrování
	Integrování sudých a lichých funkcí


