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Wprowadzenie do wxMaxima

Nl T

Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima
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Podstawowe pojecia

o wxMaxima to interfejs dialogowy do systemu algebry komputerowej Maxima.
o wxMaxima jest rozpowszechniany na licencji GPL.

o Program mozna skompilowaé w réznych systemach operacyjnych (Windows, GNU/Linux,
MacOS X, ...).

e xMaxima to graficzny interfejs dla Maximy napisany w Tcl/Tk.
o Maxima jest jednym z programéw Open Source z otwartym kodem zrédtowym.

o Wstepnie skompilowany program dla systeméw GNU/Linux i Windows jest dostepny
bezptatnie na stronie SourceForge
https://sourceforge.net/projects/maxima/files/.

o Po uruchomieniu $rodowiska wxMaxima na ekranie pojawi sie okno z menu u gory.

o Pod menu znajduje sie miejsce, w ktorym mozemy wpisaé polecenia i gdzie wyswietlane sa
wyjscia.

.
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Podstawowe pojecia

o Polecenia wprowadzamy w osobnych liniach (liniach wejéciowych).

Ich realizacja jest zapewniona przez jednoczesne naciéniecie klawiszy [Shift] a [Enter]
lub klikajac w menu ikong ® (Send the current cell to maxima).

o Wiersze wejéciowe s3 wymienione jako (%il).
e Linie wyjSciowe s3 wymienione jako (%o1).

o Liczby dla linii wejSciowej i odpowiedniej linii wyjsciowej s3 takie same i na ich podstawie
mozemy odnies¢ sie do tresci tych wierszy.

(%il) First input line.
(%o0l) First output line.
(%i2) Second input line.
(%02) Second output line.
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Podstawowe pojecia

o Polecenia sa wykonywane na nowych oddzielnych liniach (liniach wyjsciowych).

o Polecenia w liniach wejsciowych moga by¢ zakonczone symbolem ; lub przez symbol $,
ktéry wstrzymuje wyswietlanie odpowiedniego wyjscia.

%il) solve (0=x+2,x);
%o0l) [x = —2]

%i2) %hil;

%02) solve(0 = x +2,x)
%i3) %ol

%03) [x = —2]

—~ o~ o~ o~ o~ —~
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Podstawowe pojecia

Mozemy zapisa¢ wynik w réznych formach, a nastepnie uzy¢ go w innych programach.
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Podstawowe pojecia

Mozemy zapisa¢ wynik w réznych formach, a nastepnie uzy¢ go w innych programach.

(%03) [x = f%x = 0]

Mozemy wypisaé (%03) z poprzedniego okna:

o Skopiuj za pomoca [Ctrl C|i[Ctrl V|lub skopiuj jako tekst (mozna uzyé¢ np. do edytora
réownan MSWord): x=-2/3,%=0,

o Skopiuj jako IBTEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Skopiuj jako MathML, Image, RTF, SVG. ..
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Podstawowe pojecia

Mozemy zapisa¢ wynik w réznych formach, a nastepnie uzy¢ go w innych programach.

(%03) [x = f%x = 0]

Mozemy wypisaé (%03) z poprzedniego okna:

o Skopiuj za pomoca [Ctrl C|i[Ctrl V|lub skopiuj jako tekst (mozna uzyé¢ np. do edytora
réownan MSWord): x=-2/3,%=0,

o Skopiuj jako IBTEX \ [x=-\frac{2}{3}\operatorname{, }x=0\],
o Skopiuj jako MathML, Image, RTF, SVG. ..

Srodowisko wxMaxima posiada rozbudowang pomoc dla uzytkownika, ktérg mozna znalez¢é w
menu Help. Pomoc mozna réwniez otworzyé, naciskajac klawisz F1.

Instrukcje mozna réwniez znalez¢ na stronie internetowe;j
https://maxima.sourceforge.io/docs/manual/maxima_369.html.
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Podstawowe polecenia

e Za pomoca apropos znajdujemy doktadna nazwe polecenia, uzywajac czesci jego nazwy.

(%il) apropos("plot")
(%o01) [barsplot,boxplot,contour_plot,get_plot_option,gnuplot,. . .

o Polecenie describe drukuje opis wprowadzonego polecenia.

(%il) describe (plot2d)$
- - Function: plot2d
plot2d (<expr><,<range_x><,<options><)
plot2d (<expr_<>=<expr_<>,<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([parametric,<expr_x><,<expr><_y,<range><],<options><)
plot2d ([discrete,<points><],<options><)
plot2d ([contour,<expr><],<range_x><,<range_y><,<options><)
plot2d ([<type_<>,...,<type_n><],<options><)
There are 5 types of plots that can be plotted by ’plot2d’:

1. Explicit functions. ’plot2d’
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Podstawowe polecenia

o Wyrazenia sa wprowadzane przy uzyciu wspoélnych znakéw operacji, relacji i funkcji.
o Argumenty funkcji i polecen podano w nawiasach.

o Nalezy poda¢ symbol mnozenia *!

o Potegowanie jest okreslone przez znak = lub pare *x*.

e Symbol : stuzy do przypisania wartosci po prawej stronie do wyrazenia po lewej stronie.
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Podstawowe polecenia

o Wyrazenia sa wprowadzane przy uzyciu wspoélnych znakéw operacji, relacji i funkcji.

o Argumenty funkcji i polecen podano w nawiasach.

o Nalezy poda¢ symbol mnozenia *!

o Potegowanie jest okreslone przez znak = lub pare *x*.

e Symbol : stuzy do przypisania wartosci po prawej stronie do wyrazenia po lewej stronie.

o Ponizsze polecenia rozwiazuja réwnanie 2x + 3x? = 0 z nieznana zmienna x.

(%il) a:2$ b:3% solve(a*x+b*x"2=0,x);
(%ol) [x=—%,x=0]
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Podstawowe polecenia

o Wyrazenia sa wprowadzane przy uzyciu wspoélnych znakéw operacji, relacji i funkcji.

o Argumenty funkcji i polecen podano w nawiasach.

o Nalezy poda¢ symbol mnozenia *!

o Potegowanie jest okreslone przez znak = lub pare *x*.

e Symbol : stuzy do przypisania wartosci po prawej stronie do wyrazenia po lewej stronie.

o Ponizsze polecenia rozwiazuja réwnanie 2x + 3x? = 0 z nieznana zmienna x.

(%il) a:2$ b:3% solve(a*x+b*x"2=0,x);
(%ol) [x=—%,x=0]

@ Za pomoca polecenia kill mozemy usunaé z pamieci zmienne wraz ze wszystkimi ich
przypisaniami i wtasciwosciami.

(%il) kill(a,b)
/* removes all bindings from the arguments a,b */
(%i2) kill(all) /* removes all items on all infolists */
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Podstawowe polecenia

o W menu i podmenu [Display equations| mozemy zmieni¢ wyswietl linie
wyjsciowe do ksztattéw (implicitny tvar), [as 1D ASCII|lub[as ASCII Art|

o Mozesz takze zmieni¢ ustawienia wyjscia za pomoca polecenia set_display.

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’none)$

(%il) x/sqrt(x~2+1);set_display(’ascii)$

(%o1) x/sqrt(x?+1) /* as 1D ASCII x/
(%i2) x/sqrt(x~2+1);set_display(’xml)$
X
%) ccccoc=es= /* as ASCII Art x*/
2
sqrt(x + 1)
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Praca z liczbami i podstawowymi statymi

o Maxima moze pracowac z liczbami rzeczywistymi zapisanymi w formie numerycznej lub
symbolicznej.

@ Sposéb zapisywania liczb rzeczywistych mozna ustawi¢ w menu za pomoca
przetacznika [Numeric Output| miedzy reprezentacja numeryczna a symboliczna.

o Ustawienie zmiennej numer okresla metode wyswietlania.
o Domyslnie wyswietlanych jest 16 cyfr (wliczajac kropke dziesietng).

o Precyzja wyswietlania jest definiowana przez zmienng fpproc i wptywa na wyswietlanie
za pomocg bfloat. Dane wyjsciowe float zawsze pokazuja to samo.
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Praca z liczbami i podstawowymi statymi

o Maxima moze pracowac z liczbami rzeczywistymi zapisanymi w formie numerycznej lub
symbolicznej.

@ Sposéb zapisywania liczb rzeczywistych mozna ustawi¢ w menu za pomoca
przetacznika [Numeric Output| miedzy reprezentacja numeryczna a symboliczna.

o Ustawienie zmiennej numer okresla metode wyswietlania.
o Domyslnie wyswietlanych jest 16 cyfr (wliczajac kropke dziesietng).

o Precyzja wyswietlania jest definiowana przez zmienng fpproc i wptywa na wyswietlanie
za pomoca bfloat. Dane wyjsciowe float zawsze pokazuja to samo.

o Domyslnie liczby zespolone sa wprowadzane w postaci algebraicznej (rectform). Za
pomoca polecenia polarform mozemy przeksztatci¢ je w postaé trygonometryczna
(wyktadnicza).

(%il) z:1+%1i;
(z) i+l
(%i2) polarform(z)+rectform(z);

(%02) V2eT +i+1
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Praca z liczbami i podstawowymi statymi

e State numeryczne e, m, i (jednostka urojona) maja przedrostek %, tj. %e, %pi, %i .

Obowiazuje to nawet wtedy, gdy s3 one czescig lub wynikiem obliczen.
o Maxima ma predefiniowane state inf, minf dla rzeczywistej nieskonczonosci oo, —oo.
e Maxima ma predefiniowang statg infinity dla nieskoficzono$ci zespolone;j.

o State logiczne true i false reprezentuja prawde i fatsz.

%il) %hpithi+iie;
%o0l) ™+ %i+%e
%i2) [minf ,inf];
%02) [—00, 0]

%i3) infinity;

(
(
(
(
(
(%o03) infinity
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Przypisania i funkcje

o Maxima zawiera znacznie wiecej funkcji niz standardowe jezyki programowania.

To nie tylko same funkcje, ale takze rézne funkcje je wspierajace.
o Uzywamy operatora : do przypisywania wartosci lub wyrazen do zmiennych.

o Funkcje definiujemy za pomoca przypisania :=.

(%il) f£(x):=x"2+2%x+3;

(%01) f(x):=x*>+2x+3

(%i6) £(x);f(y);f(x+1);
£(-2);£(1);

(%02) x%+2x + 3

(%03) y*>+2y+3

(%04) (x+1)>+2(x+1)+3
(%05) 3

(%06) 6
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Praca z wyrazeniami

Wiele razy musimy tylko zmieni¢ warunki lokalnie dla konkretnego obliczenia bez globalne
zmiany ustawien. W tym celu Maxima ma bardzo efektywne polecenie ev.

o Polecenie ev umozliwia zdefiniowanie okre$lonego sSrodowiska w ramach jednego polecenia.

o Po wprowadzeniu polecenia ev(a,bl,b2,...,bn) obliczane jest wyrazenie a, gdy
spetnione s3 warunki b1, b2, ..., bn.
o Warunkami tymi moga by¢ réwnania, przypisania, funkcje, przetaczniki (ustawienia
logiczne).
Przyktad pokazuje przyktad rozwiazania réwnania kwadratowego za pomoca polecenia solve.

e Zmienne a, b, ¢ po wykonaniu polecenia ev nie maja przypisanych wartosci.

%i2) solve (a*x~2+b*x+c=0,x) ;

%02) [X _ \/ b2—4ac+b = b274acfb]

- 2a ) 2a
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Praca z wyrazeniami

Wyrazenia mozemy zastepowacé za pomoca polecen subst(a,b,c) i ratsubst(a,b,c).

Wyrazenie a zostanie zastgpione wyrazeniem b, a nastepnie podstawione w wyrazeniu c.

Podczas uzywania polecenia subst b musi by¢ najprostsza czescig (atom) lub przez petne
podwyrazenie wyrazenia c.

W przyktadzie podwyrazenie x+y nie jest kompletne (brak z).

Polecenie ratsubst réwniez modyfikuje wynikowe wyrazenie.

%i2) subst(x+y,a,a”2+b"2); ratsubst(x+y,a,a"2+b"~2);
%01) (y + x)? + b?

%02) y? + 2xy + x% + b?

%i4) subst(a,x+y,x+y+z); ratsubst(a,x+y,x+y+z);
%03) z+y+x

%04) z+ a

(
(
(
(
(
(
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Granice i pochodne

W menu znajdujemy funkcje do rozwiazywania podstawowych probleméw analizy
matematycznej (granice, pochodne, catki, sumy szeregéw, .. .).

Granice obliczamy za pomoca polecenia 1imit.

Ostatni parametr okresla kierunek granic jednostronnych, ma wartoéci plus lub minus
i jest opcjonalne.

Jesli nie okreslono, Maxima oblicza granice jako granice zespolona.

Za pomoca polecenia 1imit (f(x) ,x,a) obliczamy granice lim f(x).
X—a

Za pomoca polecenia 1imit (f (x) ,x,a,plus) obliczamy granice Iim+ f(x).
X—a

(%i4) 1limit(1/x,x%,0); limit (1/x,x,0,plus);
limit(1/x,x,0,minus); limit(1/x,t,0);

(%o1) infinity

(%02) oo

(%03) —o0

(%o04) %
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Wykres funkcji mozemy narysowa¢ na kilka sposobdw.

Najprostszym sposobem jest wybranie z menu opgji podmenu |[Plot 2d ...|

Jedli wybierzemy [Format=gnuplot] funkcja zostanie wykreélona poleceniem plot2d w
nowym oknie za pomoca programu Open Source Gnuplot.

Gnuplot jest automatycznie instalowany wraz z Maxima.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot])$

s —
cos()
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Wykresy funkgji nie s3 wyswietlane w rzeczywistych proporcjach osi x i y,
ale s zoptymalizowane dla ekranu.

o Do poprawnego wyswietlenia mozemy wykorzysta¢ m.in. parametr same_xy.

(%i1l) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, gnuplot],[same_xy]l)$
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Wykresy funkcji

Jedli wybierzemy [Format=wxmaximal;

o Maxima rysuje wykres za pomoca polecenia plot2d w nowym oknie.

o Obraz mozemy zapisa¢ tylko w postscriptum.

(%il) plot2d([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,[y,-1.2,1.2],
[plot_format, xmaximal])$
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Wykresy funkcji

Jeéli wybierzemy [Format=inlinel:

o Maxima rysuje wykres za pomoca polecenia wxplot2d w swoim Srodowisku.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

St

cos(x) —|

(%ol) S ;

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Jeéli wybierzemy [Format=inlinel:

o Maxima rysuje wykres za pomoca polecenia wxplot2d w swoim Srodowisku.

(%il) wxplot2d ([sin(x),cos(x)],[x,-%pi,2*%pil,
[y,-1.2,1.21)%

T
sin(x)

cos(x) —|

(%ol) S ;

Polecenia plot2d i wxplot2d maja te sama sktadnie i znacznie wiecej parametréw.

o Parametry mozna znalez¢ na przyktad za pomoca polecenia describe (plot2d).
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Wykres funkcji mozemy narysowa¢ na kilka sposobdw.

Lepiej jest uzy¢ polecen wxdraw2d lub draw2d i przekieruj wyjscie do Gnuplot.

Te polecenia maja nieco inng sktadnie niz wxplot2d, plot2d.
Parametry drukowania s prostsze i bardziej przejrzyste.

Renderowana funkcja musi znajdowac sie w poleceniu explicit, parametric lub
implicit.

(%il) wxdraw2d (explicit((sin(x)),x,-2,2))$

1
0.8 -
0.6
0.4
0.2

0
02 L
04 L
06 L
08 L
1 I I I I I I I

(%01) 2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2
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Ciagi i szeregi

Ciagi w Maximie mozemy tworzy¢ na kilka sposobdw.

o Ciagi mozemy tworzy¢ na przyktad za pomoca polecenia makelist lub za pomoca
polecen cyklu for. .do.

o Polecenie makelist tworzy liste, ktéra mozemy wyswietli¢ zaréwno jako cato$¢, jak i
wedtug cztonkéw.

(%i2) S1:makelist (2*n~2-1,n,1,10);
S2:makelist (2*n~2-1,n,2,10,2);
(Ss1) [1,7,17,31,49,71,97,127,161,199]
(s2) [7,31,71,127,199]
(%i4) S1[1]1;82[1]1;S1[10];
(%03) 1
(
(%05) 199
(%i6) S1[12];
inpart: invalid index 12 of list or matrix.
-- an error. To debug this try: debugmode(true);
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Ciagi i szeregi

o Ciag jest réwniez generowany z jego wzorami, a nastepnie rysowany przy uzyciu draw2d.

o Uporzadkowane pary sa w nawiasach kwadratowych, a nastepnie pokazane jako punkty na
ptaszczyznie.

(%i1) Sil:makelist([n,(2*n-1)/(n+1)],n,1,10);

(51) ([ 3. [2.11.13.3]. [+ . [5, 2. 6. 2], 7. 21, [8, 31.19. ], 10, 2]

(%i2) draw2d(grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[0,11] ,yrange=[-0.5,2.5],
color=blue,explicit ((2*n-1)/(n+1),n,0.5,10.5),
point_type=7,color=red,points(S1))$

e
e
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Ciagi i szeregi

o Za pomocy polecenia for..do wymieniamy kilka elementéw ciagu {2n® — 1}:';1.

(%i1) (for n:1 thru 15 do (a_n: 2*n~2-1, print(a_n)) )$
1
7
17
31
49
71
97
127
161
199
241
287
337
391
449
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Ciagi i szeregi

Sume szeregu mozemy obliczy¢ poleceniem sum.
Mozesz znalez¢ to polecenie w menu a podmenu [Calculate Sum...]|

e Za pomoca polecenia sum obliczamy zaréwno sume skonczong, jak i nieskonczona.

(%il) sum(2*n~2-1,n,1,8);
(%o1) 400

o Maxima moze obliczy¢ doktadna sume niektérych nieskonczonych szeregdéw.

(%i2) sum(1/k"2,k,1,inf);
sum (1/k"2,k,1,inf) ,simpsum;

(%ol) 21 ()
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Funkcje rzeczywiste

Nl T

Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima
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Podstawowe pojecia

o Relacja binarna (dwuargumentowa) f miedzy zbiorami A # () i B # () to kazdy
fCAxB.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Relacja binarna (dwuargumentowa) f miedzy zbiorami A £ () i B # () to kazdy
fCAxB.

Jedli dla kazdego x € A istnieje co najwyzej jeden y € B taki, ze [x; y] € f, wtedy relacja f
nazywa sie funkcja ze zbioru A do zbioru B, oznaczenie f: AB.

Piszemy [x; y]€f lub y = f(x).

xXEA Argument funkgji (zmienna niezalezna).

yeB Wartosé¢ funkgji (zmienna zalezna).

D(f)={x€A,dyeB: [x;y]ef} Dziedzina funkgji f (zbiér argumentéw).
H(f) ={yeB,3xeD(f): [x;y]lef} Przeciwdziedzing funkcji f (zbiér wartosci).
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Relacja binarna (dwuargumentowa) f miedzy zbiorami A £ () i B # () to kazdy
fCAxB.

Jedli dla kazdego x € A istnieje co najwyzej jeden y € B taki, ze [x; y] € f, wtedy relacja f
nazywa sie funkcja ze zbioru A do zbioru B, oznaczenie f: AB.

Piszemy [x; y]€f lub y = f(x).

xXEA Argument funkgji (zmienna niezalezna).

yeB Wartosé¢ funkgji (zmienna zalezna).

D(f)={x€A,dyeB: [x;y]ef} Dziedzina funkgji f (zbiér argumentéw).
H(f) ={yeB,3xeD(f): [x;y]lef} Przeciwdziedzing funkcji f (zbiér wartosci).

Relacje i funkcje to zbiory uporzadkowanych par.

f = g reprezentuje réwnowazno$¢ [x; y]€f < [x; y]€g,
tj. D(f) = D(g) i f(x) = g(x) obowiazuje dla wszystkich x € D(f).

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Vx1, X0 EA: x1 # x0 = f(x1) # f(x2) Funkcja f jest iniekcja, lub réznowartosciowa
(dla kazdych dwdch réznych argumentéw przyjmuje rézne wartosci).

VyeB AxeA: y = f(x) Funkgcja f jest suriekcja lub “na" zbiorz B (dla kazdej wartosci
istnieje co najmniej jeden argument).

f to iniekcja i suriekcja w tym samym czasie (réznowartosciowa “na’)

Funkcja f jest bijekcja (iniekcja i suriekcja).
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Podstawowe pojecia

o Vxi, €A x1 #x = f(x1) # f(x) Funkcja f jest iniekcja, lub réznowartosciowa
(dla kazdych dwdch réznych argumentéw przyjmuje rézne wartosci).

o VyeBdxeA: y=1f(x) Funkcja f jest suriekcja lub “na" zbiorz B (dla kazdej wartosci
istnieje co najmniej jeden argument).

o f to iniekcja i suriekcja w tym samym czasie (réznowartosciowa “na”)

Funkcja f jest bijekcja (iniekcja i suriekcja).

A (@) (@) () A (@) (&) () 2JOJOJOGEOEENONOJO,

f f fy ‘ fi
Q0000 =z0000 2000 2N ORONO,

A={a2,[b6:3],[c:1],[c; 4]} h={[a2].[6:3].[c: 1]} A ={[22],[6:3],[c1],[d: 2}  fa={[22],[b:3],[c1]}

Nie jest funkcja Jest iniekgja. Je suriekcia.

Je bijekcia.
(jest relacja).
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Podstawowe pojecia

Funkcje f: A— B, g: C — D, H(f) C C.

o Funkcja F = g(f): A — D, ktéra przypisuje kazdemu x € A wartosé
z = g(y) = g(f(x)) €D, gdzie y = f(x), nazywa si¢ ztozenie (superpozycja)
funkcji f i g.
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Podstawowe pojecia

Funkcje f: A— B, g: C — D, H(f) C C.

o Funkcja F = g(f): A — D, ktéra przypisuje kazdemu x € A wartosé
z = g(y) = g(f(x)) €D, gdzie y = f(x), nazywa si¢ ztozenie (superpozycja)
funkcji f i g.

o Funkcja f jest nazywana wewnetrzna.

o Funkcja g jest nazywana zewnetrzna.

QX@
clo
QE
\
O
GGX@
QEE
clele

GO
-
[
=
=

y ¥

O

O
©

f={la1],[b:1],[c;3],[d; 5]}, g ={[L:a],[2:7],[3: B8], [4: 8], [5: B}
ztozenie F = g(f) = {[a; o], [b; o] , [c; B, [d; B]}-
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Podstawowe pojecia

Funkcja 7: AB, C C A.

o Funkcja h: C — B taka, ze f(x) = h(x) zachodzi dla wszystkich x € C, nazywamy
zawezeniem (ograniczeniem, restrykcja) f do zbioru C, h = f|c (funkcja czesciowa).
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Podstawowe pojecia

Funkcja 7: AB, C C A.

o Funkcja h: C — B taka, ze f(x) = h(x) zachodzi dla wszystkich x € C, nazywamy
zawezeniem (ograniczeniem, restrykcja) f do zbioru C, h = f|c (funkcja czesciowa).

Funkcja f: A — B jest bijekgja.
o Funkcja g: BA taka, ze [y;x] € g & [x;y] € f,
tj. x = g(y) & y = f(x), nazywa sie funkcja odwrotna k f, oznaczenie g = 1.
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Podstawowe pojecia

Funkcja 7: AB, C C A.

o Funkcja h: C — B taka, ze f(x) = h(x) zachodzi dla wszystkich x € C, nazywamy
zawezeniem (ograniczeniem, restrykcja) f do zbioru C, h = f|c (funkcja czesciowa).

Funkcja f: A — B jest bijekgja.
o Funkcja g: BA taka, ze [y;x] € g & [x;y] € f,
tj. x = g(y) & y = f(x), nazywa sie funkcja odwrotna k f, oznaczenie g = 1.

Zbiér A jest w przyblizeniu réwnowazny zbiorowi B, jedli istnieje bijekcja f: A — B,
oznaczenie A ~ B.
A=10 A jest pusty.

} A jest skonczony.
A~N,={1,2,...,n}, ne N A jest przeliczalnie skonczony.

A~ N A jest przeliczalnie nieskonczony.
AZDaAtN,aAgtN A jest neprzeliczalny.
A=0lub A~ N,lub A~ N A jest przeliczalny.

} A jest nieskonczony.
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Podstawowe pojecia

o N={1,2,3,....n,n+1,...} Liczby naturalne.
o Z={m—n,mneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Liczby catkowite.
o Q= {%, meZ,n e N} Liczby wymierne.

Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwéch liczb wymiernych (z niezerowym mianownikiem) jest
znowu liczba wymierna. Liczba wymierna (utamek) moze mie¢ kilka réznych wyrazen.
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Podstawowe pojecia

o N={1,2,3,....n,n+1,...} Liczby naturalne.

o Z={m—n,mneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Liczby catkowite.

o Q= {%, meZ,n e N} Liczby wymierne.
Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwéch liczb wymiernych (z niezerowym mianownikiem) jest
znowu liczba wymierna. Liczba wymierna (utamek) moze mie¢ kilka réznych wyrazen.

o I=R-Q Liczby niewymierne.
Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwdch liczb niewymiernych moze by¢ zaréwno niewymiern,
jak i wymierny.

e R=(—00;0) Liczby rzeczywiste.

Zbiér R jest nieskonczony, ale wszystkie jego elementy, tj. liczby sa ostateczne (liczba
elementéw zbioru R nie moze by¢ wyrazona liczba).
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Podstawowe pojecia

o N={1,2,3,....n,n+1,...} Liczby naturalne.
o Z={m—n,mneN}={0,+1,+2 ... ,+n,...} Liczby catkowite.
o Q= {%, meZ,n e N} Liczby wymierne.

Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwéch liczb wymiernych (z niezerowym mianownikiem) jest
znowu liczba wymierna. Liczba wymierna (utamek) moze mie¢ kilka réznych wyrazen.

o I=R-Q Liczby niewymierne.

Suma, réznica, iloczyn i iloraz dwdch liczb niewymiernych moze by¢ zaréwno niewymiern,
jak i wymierny.

e R=(—00;0) Liczby rzeczywiste.

Zbiér R jest nieskonczony, ale wszystkie jego elementy, tj. liczby sa ostateczne (liczba
elementéw zbioru R nie moze by¢ wyrazona liczba).

e R*=RU{—00,00} Rozszerzony zbiér liczb rzeczywistych.
@ 00+00=00, ato0==200, cO-00 =00, b-oo:%:oo, ézOdla a,beR, b>0.

o Nie definiujemy 0o — o0, 00 -0, 22, %, § for ac R (wyrazenia nieokreslone).
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Funkcja f, D(f) = N } Ciag, dla n€ N oznaczamy a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a,a,a3,...,3n,...} ={an} ;.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Funkcja f, D(f) = N } Ciag, dla n€ N oznaczamy a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a,a,a3,...,3n,...} ={an} ;.

o f~ N Ciag f jest przeliczalny (nieskoriczony).

o a,cf  Cztonek ciagu reprezentuje [n; f(n)],
to znaczy jednoczesnie argument (kolejnos¢ n) i wartos¢ a, = f(n).
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Funkcja f, D(f) = N } Ciag, dla n€ N oznaczamy a, = f(n),
f ={[n; f(n)],neN} tj. f={a,a,a3,...,3n,...} ={an} ;.

o f~ N Ciag f jest przeliczalny (nieskoriczony).
o a,cf  Cztonek ciagu reprezentuje [n; f(n)],
to znaczy jednoczesnie argument (kolejnos¢ n) i wartos¢ a, = f(n).
Ciag (liczb rzeczywistych) to dowolny ciag {an} -, gdzie a,€R, t.j. f: N = R, D(f) C R.

o Jawny wpis: Wyrazenie ogdlne a, = f(n), neN.

an = n?, n€ N definiuje ciag {an}n; = {n?} _, = {1,4,9,16,...}.
o Wpis rekurencyjny: Definicja a; i przypisanie a,, n€ N przy uzyciu poprzednich cztonkéw.

aa=1 a1 =a,+2n+1, neN

definiuje ciag {an} o = {nz}:il ={1,4,9,16,...}.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an} =, an€R, liczby a, beR.

o VneN: a<a, a dolna granica, {an} <, jest ograniczony od dotu.
o VneN: a,<b b gdrna granica, {an}o, jest ograniczony od géry.
o {an} 2, jest ograniczony od dotu i od géry {an} 2 jest ograniczony.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an} =, an€R, liczby a, beR.

o VneN: a<a, a dolna granica, {an} <, jest ograniczony od dotu.
o VneN: a,<b b gdrna granica, {an}o, jest ograniczony od géry.
o {an} 2, jest ograniczony od dotu i od géry {an} 2 jest ograniczony.

ST & < i, [ReEEE) } Silnie monoticzny.

an > ant1 Malejacy.

VneN: a, < a,y;  Niemalejacy. Ciag monotoniczny {a,},°;.

an > ant1 Nierosnacy.

ap = any1  Stata (stacjonarna).
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an} =, an€R, liczby a, beR.

o VneN: a<a, a dolna granica, {an} <, jest ograniczony od dotu.
o VneN: a,<b b gdrna granica, {an}o, jest ograniczony od géry.
o {an} 2, jest ograniczony od dotu i od géry {an} 2 jest ograniczony.

ST & < i, [ReEEE) } Silnie monoticzny.

an > ant1 Malejacy.

VneN: a, < a,y;  Niemalejacy. Ciag monotoniczny {a,},°;.

an > ant1 Nierosnacy.

ap = any1  Stata (stacjonarna).

o Ciag{an} o, =1{3,1,3,5,7,9,...} nie jest monotoniczny.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an} =, an€R.

o Jesli {kn} .o, C N jest ciagiem rosnacym (liczb naturalnych, indekséw), nastepnie
wywotywana jest {a, } -, podciag (wybrany ciag z) {a,} ;.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an} =, an€R.

o Jesli {kn} .o, C N jest ciagiem rosnacym (liczb naturalnych, indekséw), nastepnie

wywotywana jest {a, } -, podciag (wybrany ciag z) {a,} ;.

Podciagi {a,},—; = {2n—1},2, = {1,3,5,7,9,11,13,...} to na przyktad:

o {atro; =A{amte; ={a2 as,3,...} ={3,7,11,...} = {4n— 1} .
o {an, ={2n—112, e {a),={2n—1}2,. o {101,109,235,637,..}.

(%i2) a(n):=2*n-1$ makelist(a(n),n,1,7);

(%02) [1,3,5,7,9,11,13]

(%i3) makelist(a(2*n),n,1,7);

(%03) [3,7,11,15,19,23,27]

(%i4) makelist(a(2%n),n,2,7);

(%o04) [7,11,15,19,23,27]

(%i5) print(a(51),a(b55),a(118),a(319))%$
101 109 235 637
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Dla kazdego otoczenia O(a) istnieje nieskonczenie wiele elementéw a, € O(a),
wtedy to sie nazywa a€ R* = RU {£oc} punkt skupienia ciagu {a,} ;.

o Zbiér wszystkich punktéw skupienia ciggu {a,}, -, oznaczamy przez E.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Dla kazdego otoczenia O(a) istnieje nieskonczenie wiele elementéw a, € O(a),
wtedy to sie nazywa a€ R* = RU {£oc} punkt skupienia ciagu {a,} ;.

o Zbiér wszystkich punktéw skupienia ciggu {a,}, -, oznaczamy przez E.

sup E = limsup a, Limes superior (gérna granica)
n—o0o

ciagu {an} ;.
Zawsze istnieja.

inf E = liminf a, Limes inferior (dolna granica)
n— o0 . (e9)
ciagu {an},—;-
supE =inf E = lim a, Granica {a,} -, (zbiér E ma jeden element).
n—oo

Ciag {an}iil-

o Ciag {an} 2, ma co najmniej jedng wartos¢ skupienia.

o Je&dli lim a, istnieje, to jest unikalna.
n—oo
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

3 lim a, =a€R Istnieje skonczona granica, - o

e o . . . {an}n:1 jest zbiezna,

{an},_; jest zbiezna do liczby a, -

oo {a”}nzl =
{an}trey — a.

3 lim a, =+oc0 Istnieje nieskonczona granica,
n—oo

{an}2 jest rozbiezna do +oo,
{an} < jest rozbiezna,

{an}:i1 7.

{an}o; — +oo.

3 lim a, Nie istnieje granica,
n—o00

{an} < oscyluje.

Ciag {an}ny.

e Zmiana ostatecznej liczby (dodanie, pominiecie, zmiana kolejnosci itp.) elementéw ciagu
{an} 2, nie wptywa na zbieznos¢ lub rozbieznos¢ tego ciagu.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an}ny.

o {ant,2; — = o {an},-, jest ograniczony.

o {an} <, jest monotoniczny. = e {a,}.o; — a€R*.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an}ny.

o {ant,2; — = o {an},-, jest ograniczony.

o {an} <, jest monotoniczny. = e {a,}.o; — a€R*.

09 = 0. = o L=oodlag>0.
L= lim 8 = lim "= lim1=1= o L=1 dlag=0.
n—oo n— oo n— o0
lm L=L1=0 = ol=0 dlag<0(-q>0).
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

Ciag {an}ny.

o {ant,2; — = o {an},-, jest ograniczony.

o {an} <, jest monotoniczny. = e {a,}.o; — a€R*.

09 = 0. = o L=oodlag>0.
L= lim 8 = lim "= lim1=1= o L=1 dlag=0.
n—oo n— oo n— o0
lm L=L1=0 = ol=0 dlag<0(-q>0).

Ciag geometryczny.

q" — oc. = o L=ocodlag>1
qg"=1"=1. = olL=1 dlag=1
L= lim ¢"{ g" =0 = o L=0 dage(01).
n—oo
"=q¢*=1,¢q"=¢*'=-1. = o7 dla g = —1.
"=q¢** 500, q"=¢*"! 5 —c0. = o P dla g < —1.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

@ a,>0,neN. = o lim ya,= a;:l (jesli istnieja granice).

lim
n— oo n— oo
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

L i a1 (iogl Teniai .
@ a,>0,neN. = o nlngo,/an nILn;o o (jesli istnieja granice).

0 daa<l1

ap, >0, neN, lim y/a, =acR*. = Iima:{ '

° n=0, NE 'n—>oo\/>n < on—>oon dla a > 1.

0 daa<l1

an >0, neN, lim & = 3cR*. = lim a :{ '

° n > = n—oo 9n = ° n=scol o0 dla a > 1.
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Ciagi (liczb rzeczywistych)

o a,>0,neN. = o lim y/a,= lim % (jedli istniejg granice).
n— o0

n— oo n
0 daa<l1
> 7 n = *_ i = ’
e a,>0,neN, n"_}“go\/an aeR = onln;oa” { dla a > 1.
0 dlaa<l1
N, lim %2 = 2 R*. lim 2, = { |
@ a,>0, ne ol ac = o Im an dlaa>1.

Wazne granice. a,beR, a>0.

o lim V/nl = cc. o lim yn=1 o lim ya=1.

n—o0 n—oo n— o0
TR - f b\" _ b : E 1) —

° nIl_)moo o = oo. ° nll)n;o (1+2)" =eb ° nll)ngcn(\/g 1) =Ina

o lim 2 =0. o lim (1+1)"=e. o lim n(ve—1)=Ine=1.
n—o00 n— o0 n— o0

o Liczba e nazywa sie liczba Eulera. Jego warto$¢ to okofo 2,718 281 827.
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Szeregi liczbowe

Jedli {a,} ", jest ciagiem liczbowym
o0

wtedy > a,=a;+a+---+ a, +--- nazywa sie (nieskonczony cigg numeryczny).
n=1
o Szeregi liczbowe s3 $ciSle zwigzane z ciagmi i uogdlniaja koncepcje dodatki do
nieskonczonej liczby dodatkéw. Prostym przyktadem sa utamki zwykte i liczby okresowe.
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Szeregi liczbowe

Jedli {a,} ", jest ciagiem liczbowym
o0

wtedy > a,=a;+a+---+ a, +--- nazywa sie (nieskonczony cigg numeryczny).
n=1

o Szeregi liczbowe s3 $ciSle zwigzane z ciagmi i uogdlniaja koncepcje dodatki do
nieskonczonej liczby dodatkéw. Prostym przyktadem sa utamki zwykte i liczby okresowe.

o0
Yam=atatat - tatactagetagst

n=1
k oo
sk:Z a; (k-ty Ciastoény stidet) r= Z a;i (k-ty zvysok)
i=1 i=k+1
[eS) oo o0
o {si}iq ={s1,%,83,...} ={sn},1 Ciag sum czesciowych szeregu > a,.

n=1
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Szeregi liczbowe

Jedli {a,} ", jest ciagiem liczbowym
o0

wtedy > a,=a;+a+---+ a, +--- nazywa sie (nieskonczony cigg numeryczny).
n=1
o Szeregi liczbowe s3 $ciSle zwigzane z ciagmi i uogdlniaja koncepcje dodatki do
nieskonczonej liczby dodatkéw. Prostym przyktadem sa utamki zwykte i liczby okresowe.

o0
Yam=atatat - tatactagetagst

n=1

k oo
sk:Z a; (k-ty Ciastoény stidet) re= Z a; (k-ty zvySok)
i=1 i=k+1

o0
o {sitre;={s1,2,:8,...} = {sn}roy Ciag sum czesciowych szeregu 21 a.
n—

o Zwiazek miedzy Y a, a ciaga {sn},; wyklucza sie wzajemnie.
n=1

@ S5 =a; =5 + a;. @ a3 = s; — Sy, gdzie sp = 0.
@ Sp =a; t+a) =S5 + a. @ A =S — S51.

@ S3=a; +ax+ a3 = s + as. @ a3 = S3 — 5.
@esp,=ar+a+---+ap_1+a,=5,_1+ an. @ a,=5,—S,_1, heN.
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Szeregi liczbowe

Szereg > (1)1 =1-141-14+1—-1+1—-1+---.
n=1

(%il)

a(n):=(-1)"(n+1)$

rec:makelist (rectangle ([i-1,0],[i,a(i)]1),1i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-1.2,1.2],
border=true,color=black,fill_color=red,rec)$

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Szeregi liczbowe

(o] o0
lim s, =se€R* (jesli istnieje) nazywa sie sum szerega » . a,, oznaczenie » . a, = s.
n— o0

n=1 n=1
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Szeregi liczbowe

(o] o0
lim s, =se€R* (jesli istnieje) nazywa sie sum szerega » . a,, oznaczenie » . a, = s.

n— o0

d lim s, =s€eR

n—o0

3 lim s, = o0
n—oo

3 lim a,
n—o0o

n=1

Istnieje skonczona granica,

> a, zbiega sie do sumy s,

n=1

o0 o0
> ap—>s,lub > a,=s.

n=1 n=1
Istnieje nieskonczona granica,

> a, rozchodzi sie do +oo,

n=1

> ap, — £o0, lub > a, = £oo.

n=1 n=1

Nie istnieje granica,

o0
> a, oscyluje.

n=1

n=1

o0
> a, jest zbiezny,

n=1

o0
> an —.
n=1

o0
> ap jest rozbiezny,

n=1
o0

> ap, /.

n=1
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Szeregi liczbowe

Szereg Z an.

n=1

e Zmiana ostatecznej liczby (dodanie, pominiecie, zmiana kolejnosci itp.) elementéw

o0
szeregu Y, a, nie wptywa na zbiezno$¢ lub rozbiezno$é szeregu.
n=1

o Ale ma to wptyw na jego sume.
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Szeregi liczbowe

Szereg Z an.

n=1

Zmiana ostatecznej liczby (dodanie, pominiecie, zmiana kolejnosci itp.) elementéw

1
o0
szeregu Y, a, nie wptywa na zbiezno$¢ lub rozbiezno$é szeregu.

n=1

o Ale ma to wptyw na jego sume.

Szereg harmoniczny.

o0
1_ IR TR S| _
2L p=ltgtztgtst o -=o0
n=1
o0
° Y, % =00 (Szereg harmoniczny ma nieskoniczong sume).
n=1
o0
° % — 0. (Szereg harmoniczny rozbiega sie do nieskonczonosci).
n=1
”
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Szeregi liczbowe

Pewne zasady nie dotycza szeregy nieskonczonych, np. prawo stowarzyszeniowe:

o3 1 Q-1 +(1-1)+(1-1)+:---=0+0+0+---=0,
,,2(*1)“—{1+(_1+1)+(_1+1)+--- =140+0+---=1.
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Szeregi liczbowe

Pewne zasady nie dotycza szeregy nieskonczonych, np. prawo stowarzyszeniowe:

o3 1 Q-1 +(1-1)+(1-1)+:---=0+0+0+---=0,
,,2(*1)“—{1+(_1+1)+(_1+1)+--- =140+0+---=1.

| A\

Szereg geometryczny.

Z q"t = Z q"=1+q+q*+--- = X dla wszystkich g (—1;1).
n=|

o0 n 1_gn—

o L0 fim s = (a4 g ) = Y =

q"—1 oco—1 __
I = 95 = oo

= o0S=0 dlag>1.
1+1414+14--- = 0. = o S=o00 dlag=1
=

o0 n__
S=X g = lim s, = i1 - &L= L o S= 1t dlage(-11).
=t 141-141-14---. = o3 dlag= 1.
1 -1
qlil ,%—>0,q”*1—>:|:oo.:> oiﬂ dla g < —1.
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Szeregi
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liczbowe

sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

| NI =

(N

sum: sum is divergent.
#0: sq(gq=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);
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Szeregi

01 02 03 04 05 06 O

liczbowe

sq(q):=sum(gq”n,n,1,inf)$ sq(1/2),simpsum;
sq(1/3) ,simpsum; sq(-1/2),simpsum; sq(2),simpsum;

| NI =

(N

sum: sum is divergent.
#0: sq(gq=2) -- an error. To debug this try: debugmode(true);

o W ponizszym przyktadzie wystarczy zmieni¢ warto$¢ g na poczatku.

(%i1)

q:0.8% a(n,q):=q"n$ peca:makelist([i,a(i,q)],i,1,11)$
reca:makelist (rectangle([i-1,0],[i,a(i,q)]),i,1,11)$
draw2d (grid=true,xaxis=true,yaxis=true,
xrange=[-.5,10.5] ,yrange=[-4,4],
border=true,color=black,fill_color=light_red,reca,
label ([concat ("g=",string(q)),3,3.5]),
color=blue,explicit(a(n,q),n,1,11),
point_type=7,color=blue,points(peca))$
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n— o0

oo
°o > a, —. = o lim a,=0.
n=1

o lim a, # 0 (granica nie istnieje lub wynosi zero).
n—oo

= o Y a, /> (oscyluje lub — +00).

n=1
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o0
°o > a, —. = o lim a,=0.
=3 n—00

o lim a, # 0 (granica nie istnieje lub wynosi zero).
n—oo 5%
= o Y a, /> (oscyluje lub — +00).

n=1

o0
Szereg harmoniczny % rozchodzi sie do nieskonczonosci.
n=1

o0 o0
_ 1_ doy oy doyd _ : — 1
) Elan_,;;_1+§+§+2+g+_oo on||_>mooa,,—n|l_>mm;—0.
o0
Szereg geometryczny > 2% dla g = % jest zbiezny do 2.
n=1
= — 1 1,11 1 1 - -
A Zan:227:1+§+Z+§+"':17%:§:2 °nll~>mooa":nll~>mooin:0

n=1 n=1

http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb

beerb@frcatel.fri.uniza.sk



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

Szeregi liczbowe

o0 o0
Szereg > a,, a, > 0, n€ N (argumenty nieujemne) zawsze ma sume 0 < s = > a, < oco.

n=1 n=1
Kryterium poréwnania. 0<a,<b, neN.
oo o
o > b, —. = o Y a, —
n=1 n=1
oo oo
° an, — 0. = o Y, b, — 0.
n=1 n=1
Wersja graniczna. 0<a,<b, neN.
o o
lim 22 =p, 0 < p < ooc. ° > a, —. & e Y by —.
=re2 n=1 n=1
o0 oo
° > a, — oc. & e Y b, — 0.
n=1 n=1
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Szeregi liczbowe

Kryterium (ilorazowe) d'Alemberta.

o 2 < g<1, neN, gdzie ge(0;1). = o > a, —.
’ n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Wersja graniczna. a, >0, neN.

o0
lim 22 =p e p<l = o > a, —.

n=1

o0
op>1l = o > a, /. Nie mozemy zdecydowaé dla p = 1.

n=1
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Szeregi liczbowe

Kryterium (ilorazowe) d'Alemberta.

o 2 < g<1, neN, gdzie ge(0;1). = o > a, —.
’ n=1

o0
olS%,nEN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Wersja graniczna.

a, >0, neN.

o0
lim 22 =p e p<l = o > a, —.

n—oo n =1
o0
op>1l = o > a, /. Nie mozemy zdecydowaé dla p = 1.
n=1
oo oo 1
°o > a,= n —s oo, jednak lim 2L — |im 2l — 1
— — n—oo 9n n—oo N
n=1 n=1
00 [e’s) 1 ﬁ 5
° 8y = L —, jednak lim 222 = |im "2 — |im 2o = |lim =2 — =1.
,,z::l " =1 s ] n—oo n n—oo n—oo (n+1)? n—so0 M +2n+1
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Szeregi liczbowe

Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy’ego. an >0, neN.

o Va, < q<1, neN,gdzie ge(0;1). = o > a, —.
n=1

o0
o 1 < /a,, neN. = 0 Y a; — 0.

n=1

Wersja graniczna. a, >0, neN.

o0
lim va,=p. op<l = o > a,—.

n—o00 n=1

o0
op>1l = o > a, /. Nie mozemy zdecydowaé dla p = 1.

n=1
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Szeregi liczbowe

Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy’ego.

a, >0, neN.
o /a,<g<1, neN, gdzie ge(0;1). = o > a, —
n=1

o 1< /a, neN.

= o Zan—>oo.
n=1

Wersja graniczna.

a, >0, neN.
o0
lim v/a, = op<l. = o > a,—
n— 00 n=1
op>1 = o Z an /—. Nie mozemy zdecydowaé dla p = 1.
n=1
o0 o0
® > a,= Y, n— oo, jednak Iim van = lim y/n=1.
n:l n:l n— o0
° = —, jednak I|m VE) lim /L = lim == = lim =1,
=il n n;l ] " n—00 n n—oo Vn? n— o0 ﬁf

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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& _ ydlaa>0.

n!

Kryterium (ilorazowe) d'Alemberta:
i Ly : SO
o Jim = Jim =2 =0<L  =e 3 —daa>0
Kryterium (pierwiastkowe) Cauchy’ego:
n s n
onirgo"i!:nli}ngoﬁ:§:0<l. :olgl%—>dlaa>0.

(%i5) an(n,a):=a"n/n!$ a:2% limit(an(n,a),n,inf ,plus);
limit(an(n+l,a)/an(n,a),n,inf ,plus);
limit ((an(n,a))~(1/n),n,inf ,plus);

(%03) 0

(%04) 0

(%05) 0
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Szeregi liczbowe

o > a, —, 3 |an] —, wtedy 3" a, (bezwzglednie) absolutnie zbiezny, tj. > a, 2.

n=1 n=1 n=1 n=1

[&.°] o0 (&) o0
o > a, —, 3 |an| /=, wtedy 3" a, (wzglednie) nieabsolutnie zbiezny, tj. > a, —.
n=1 n=1 n=1

n=1

'S} (o)
Szeregi > |an|, an€R, n€ N zawsze maja sume 0 < s = 3" |a,| < occ.
n=1

= n=1

o) A o0 o0
o > |an] = ti. X |an]l —. = e > a, —.
n=1 n=1 n=1
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Szeregi liczbowe
o > a, —, 3 |an] —, wtedy 3" a, (bezwzglednie) absolutnie zbiezny, tj. > a, 2
n=1 n=1 n=1
3 an .

n=1

n=1

[&.°] o0 (&)
e > an—> > |an| /=, wtedy > a, (wzglednie) nieabsolutnie zbiezny, tj.
n=1 n=1 n=1

'S} (o)
Szeregi > |an|, an€R, n€ N zawsze maja sume 0 < s = 3" |a,| < occ.
n=1 n=1

(o) A o0 o0
o > las = t. D lan] — = e > a, —.
n=1 =il n=1

Kryterium Leibniza.
@ a, >0, neNlN, {an}iil jest nierosnaca. -
} = o Y (-1)"ta, —.
n=1

e lim a,=0.
n— 00
o0
> (=1)"*ta,, gdzie a, > 0 lub a, < 0 nazywamy szeregiem naprzemiennym (alternujacym).

n=1
http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb
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(szereg anharmoniczny)

Kryterium Leibniza:
o a,=1>0neN, {a,};2, = {%}:’;1 jest malejaca (nierosnaca).
lim = lim 1 =1 —0.
U N
(_1)n+1 + o R

o5} o0 __1\n+1
= oY a=> - =1-3+
n=1 n=1

Wl
Bl
5
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(szereg anharmoniczny)

Kryterium Leibniza:

o a,=1>0neN, {a,};2, = {%}:’;1 jest malejaca (nierosnaca).

o Ilim a,= lim === =0.
n—oo n— 00 ee
o0 o0
_ = _ 1,1 _ 1 (=i R
:ozlan—zl =l b =i e =
n— n—=

Szereg anharmoniczny i harmoniczny.

S} n n
° 21(73“ :17%+%7%+~~+¢+~~:|n2(Szereganharmoniczny).
n—=
o0
° 1%:1+%+%+%+-~-+%+---:oo(Szeregharmoniczny).
n—=
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f)H(f).
o D(f)CR Funkcja zmiennej rzeczywiste;.

o H(f)CR Funkcja o warto$ciach rzeczywistych (rzeczywista funkcja).
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f)H(f).
o D(f)CR Funkcja zmiennej rzeczywiste;.
o H(f)CR Funkcja o warto$ciach rzeczywistych (rzeczywista funkcja).
Jawnie: o y =1f(x), xeD(f) (wzér analityczny).
Parametrycznie: o f: x = p(t), y =¢(t), teJ, JC R (funkcje pomocnicze ¢,1)).

Niejawnie: o f: F(x,y) =0, warunki dla [x;y] (réwnanie niejawne).
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f), tj. f: D(f)H(f).
o D(f)CR Funkcja zmiennej rzeczywiste;.
o H(f)CR Funkcja o warto$ciach rzeczywistych (rzeczywista funkcja).
Jawnie: o y =1f(x), xeD(f) (wzér analityczny).
Parametrycznie: o f: x = p(t), y =¢(t), teJ, JC R (funkcje pomocnicze ¢,1)).

Niejawnie: o f: F(x,y) =0, warunki dla [x;y] (réwnanie niejawne).

Funkcja f: y = |x|, x€R.

Na przyktad mozemy zdefiniowa¢ funkcje 7: y = |x|, x€R:
Jawnie: o y = Vx2 lub e y = max{—x, x}.

Parametrycznie: o x=1t, y =[t|, teR, lub o x=1t, y =Vt teR.

Niejawnie: 0y?—x2=0,y>0, Ilub oy—|x|=0.
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

o VxeA: a< f(x) a dolna granica, f jest ograniczona od dotu
o VxeA: f(x)<b b gbrna granica, f jest ograniczona od géry » na zbiorze A.
o f jest ograniczona od dotu i od gory f jest ograniczona
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

o VxeA: a< f(x) a dolna granica, f jest ograniczona od dotu

o VxeA: f(x)<b b gbrna granica, f jest ograniczona od géry » na zbiorze A.
o f jest ograniczona od dotu i od gory f jest ograniczona

@ nie jest ograniczona od dotu na zbiorze A f jest nieograniczona od dotu

@ nie jest ograniczona od gory na zbiorze A f jest nieograniczona od géry , na zbiorze A.
@ nie jest ograniczona na zbiorze A f jest nieograniczona
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

o VxeA: a< f(x) a dolna granica, f jest ograniczona od dotu
o VxeA: f(x)<b b gbrna granica, f jest ograniczona od géry » na zbiorze A.
o f jest ograniczona od dotu i od gory f jest ograniczona

@ nie jest ograniczona od dotu na zbiorze A f jest nieograniczona od dotu
@ nie jest ograniczona od gory na zbiorze A f jest nieograniczona od géry , na zbiorze A.
@ nie jest ograniczona na zbiorze A f jest nieograniczona

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

o A#D(f). Wriasnoé¢ lokalna na zbiorze A.

o A=D(f). Wiasciwos¢ globalna (w zbiore argumentéw).

e f: y =sinx jest ograniczona, tj. ograniczona na D(f) = R.

o f: y = x> jest nieograniczona (od dotu lub od géry), f jest ograniczona, np. na (0;1).
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).
inf f(A) = inf {f(x),x€ A} Infimum lokalne }

(]

na zbiorze A.

o sup f(A) =sup{f(x),xeA} Supremum lokalne
o inf f(x) =inf{f(x),xeD(f)} Infimum globalne )

b téw).
e sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)} Supremum globalne } (w zbiore argumentéw)
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).
inf f(A) = inf {f(x),x€ A} Infimum lokalne

(]

} na zbiorze A.

o sup f(A) =sup{f(x),xeA} Supremum lokalne
o inf f(x) =inf{f(x),xeD(f)} Infimum globalne
bi téw).
e sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)} Supremum globalne } (w zbiore argumentdw)
Funkcja y = f(x), x€ D(f), zbiér A C D(f) i punkt xo € A.
o VxeA: f(x) < f(x) Minimum.
f(xo0) > f(x) Maksimum. Extrema
o VxEA, x # x0: f(xo) < f(x)  Wtadciwe minimum. }W’(aéciwe na zbiorze A.
f(x0) > f(x)  Wtasciwe maksimum. extrema.
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).
inf f(A) = inf {f(x),x€ A} Infimum lokalne

(]

} na zbiorze A.

o sup f(A) =sup{f(x),xeA} Supremum lokalne
o inf f(x) =inf{f(x),xeD(f)} Infimum globalne
bi tow).
e sup f(x) =sup{f(x),xeD(f)} Supremum globalne } (w zbiore argumentdw)
Funkcja y = f(x), x€ D(f), zbiér A C D(f) i punkt xo € A.
o VxeA: f(x) < f(x) Minimum.
f(xo0) > f(x) Maksimum. BN
o VxEA, x # x0: f(xo) < f(x)  Wtadciwe minimum. }W’(aéciwe na zbiorze A.
f(xo) > f(x)  Wtasciwe maksimum. extrema.
A C D(f), A# D(f) e Ekstrema lokalne na zbiorze A.
A = D(f) o Ekstrema globalne (w zbiore argumentéw).
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

o Vxi,xEA, x1 < x: f(x1) < f(x2) Rosnaca. }Silnie monoticzna.
f(x1) > f(x2) Malejaca. " )
- . onotoniczna
o Vx1,x €A, x1 < x2: f(x1) < f(x2) Niemalejaca. na zbiorze A.
f(x1) > f(x2) Nierosnaca.
e Vxi, X2 EA: f(x1) = f(x2) Stata.
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Funkcja y = f(x), xe D(f) i zbiér A C D(f).

v A x1 < xo: f <f Rosnaca. . .
0 a2 @A sa < st Hibe) () q }Sllme monoticzna.
f(x1) > f(x2) Malejaca. " )
onotoniczna
A 2 7 <f Ni lejaca. .
o Vx1,x €A x1 < x2: f(x1) < f(x) !ema ejaca na zbiorze A.
f(x1) > f(x2) Nierosnaca.
e Vxi, X2 EA: f(x1) = f(x2) Stata.
y . y f y y
f(x3) ;EXI f(xa) f(xa)
X2
f(x2) F(x2) fa) () T —e—e———e—1f
f(x1) f(x3) f f(a) f(xa) f
[ o x3 X [ xi0 X3 X [ 3 0 x5 x X [ s xa X [ x0 X3 X

() < f0x) < f(xs) fa) > f(x) > f(xs)

Funkcja rosnagca  Funkcja malejaca

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

f(x1) < fl) = F(xs) < f(xa) flx1) > fle) = F(x3) > f(xa)

() = f(>e) = f(x3)

Funkcja
niemalejaca

Funkcja
nierosnaca

Funkcja stata
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe€ D(f).
o VxeD(f): —xeD(f), f(x)= fF(—x) Funkcja parzysta.
f(x) = —f(—x) Funkcja nieparzysta.
o VxeD(f): x £ peD(f), f(x)=1f(x*p), peR—{0} Funkcja okresowa, p to okres.
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe€ D(f).

o VxeD(f): —xeD(f), f(x)= fF(—x) Funkcja parzysta.

Funkcja nieparzysta.

okres
f

y
f okres
f f(x) \ /f(\xy\ \f(y\ f :y\ f( y
/ 0 \i 0 X \ X x+2p
f(=x) f(x) f(—x)
( D(f)

x+2p

Funkcja Funkcja Funkcja okresowa.

parzysta. nieparzysta.
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Funkcja y = f(x), xe€D(f), | C D(f) jest przedziatem, punkty x1,x €/, x3 < xa.

e Linia prosta p(x) =

o Vx €/, x1 < x < Xt

o Vxel, x1 < x < Xo:

2= f(x) +

xX2—X1

X=X f(x;), x € R taczy punkty [xi; F(x1)] i [x2; F(x2)]-

xX2—X1

f(x) < p(x) Wypukia

f(x) < p(x) Sciéle wypukta _
f(x) > p(x) Whklesta na przedziale /.
f(x) > p(x) Sciéle wklesta

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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Funkcje

Funkcja y = f(x), xe€D(f), | C D(f) jest przedziatem, punkty x1,x €/, x3 < xa.

o Linia prosta p(x) = 2=Xf(x1) + =21 (xp), x € R faczy punkty [x1; f(x1)] i [x2; F(x2)].

xX2—X1 xX2—X1

o Vx €l x1 <x<x: f(x)<p(x) Wypukta
f(x) < p(x) Sciéle wypukta .

o Vxel, x1 < x < x: f(x)>p(x) Wklesta na przedziale |
f(x) > p(x) Scisle wklesta

Funkcja y = f(x), x€ D(f),

xo0 € D(f) nazywamy punktem przegiecia f (f ma przegiecie w punkcie xp),
jesli istnieje takie otoczenie Oj(xp), ze funkcja f:

o f jest Scisle wypukta na O; (x0) = (X0 — d; Xo) } " { f jest cisle wklesta na Oy (xo).
u

o f jest sciéle wklesta na O (x0) = (x0; %0 + 9) f jest $ciéle wypukta na Of (xo).
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Funkcje

o Funkcja y = f(x), xeD(f), I C D(f) jest przedziatem, punkty x1,x €/, x1 < xa.

o Linia prosta p(x) = 2=Xf(x1) + =21 (xp), x € R faczy punkty [x1; f(x1)] i [x2; F(x2)].

X —X1 X2 —X1
y y .
f(x2) f(x2) bei Fe)] ?
f(x)
f(xe) — p(x)
p(x) p(x) Fa) — Fo)
f(x) [x1; F(xa)]
f(x1 f(x1
GO s ol i G) §
X1 X X2 X1 X X2
Funkcja wypukta. Funkcja wklesta.
f(x) < p(x), x1 < x < x f(x) > p(x), x1 < x < x
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o Funkcja y = f(x), xeD(f), I C D(f) jest przedziatem, punkty x1,x €/, x1 < xa.

Xp—X
X2 —X1

X—X1
X2 —X1

e Linia prosta p(x) f(x) +

y
f(x2)
p(x)
f(x)
f(x1)
X1 X X
Funkcja wypukta.
f(x) < p(x), x1 < x < x
y

Wypukta Sciéle wypukta

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

f(x2), x € R faczy punkty [x1; f(x1)] i [x2; F(x2)].

y

beifOe)l _p

[xai F(xa)]

Wypukta i rewniez wklesta

X1 X

Funkcja wklesta.
f(x) > p(x), x1 < x < x

Whklesta Sciéle wklesta

http://frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb
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Funkcje elementarne |

Funkcja elementarna nazywa sie kazda utworzong funkcja za pomoca skonczone;j liczby
operacji arytmetycznych (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie i potegowanie) oraz
ztozenia (superpozycji) z z podstawowych funkcji elementarnych:

o y=1, oy =x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.
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Funkcje elementarne |

Funkcja elementarna nazywa sie kazda utworzong funkcja za pomoca skonczone;j liczby
operacji arytmetycznych (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie i potegowanie) oraz
ztozenia (superpozycji) z z podstawowych funkcji elementarnych:

o y=1, oy =x, o y=¢ex o y=lInx,

e y =sinx, @ y = arcsin x, @ y = arctan x.

Wielomian stopnia n

for y = ap + aix + axx® + -+ + apx", gdzie ag, a1,...,a,€R, ne NU{0}, a, # 0.

e fy: y = ag, ap # 0 nazywa sie funkcjg stata.
@ fii y=ap+ aix, a1 # 0 nazywa sie funkcjg liniowa.

o f1 y=ap+aix + apx?, ap # 0 nazywa sie funkcja kwadratowa.
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Funkcje elementarne |

Funkcja wymierna

f:y= fo(x) _ agtarx+apx’+e-tanx”
“ Y T 7.0x) T botbixtboxi it bpx™’

gdzie f,, f, to wielomiany stopni n,me N U {0}.
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Funkcje elementarne |

Funkcja wymierna

fﬂ(x) — 30+31X+agx2+...+anxﬂ

f:y= Po) = B i, gdzie f,, f, to wielomiany stopni n,me N U {0}.

Funkcja potegowa

f: y=x", gdziereR, r #0.

N
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Funkcje elementarne |

Funkcja wymierna

fy= fa(x) _ agtarxtayxP4tax”

LY = 20 T bbbt b gdzie f,, f, to wielomiany stopni n,me N U {0}.

Funkcja potegowa

f: y=x", gdziereR, r #0.

N

Funkcja wyktadnicza o podstawie a > 0

f:y=a" xeR.

o Najwazniejsza z nich jest f: y = expx = €* z podstawa e (liczba Eulera).
o Wykres nazywa sie krzywa wyktadnicza i przechodzi przez punkty [0; 1] i [1; .

o Wykresy funkcji y = a*, y = a~—* sa symetryczne wzdtuz osi y.
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Funkcje elementarne |

Funkcja logarytmiczna o podstawie a > 0, a # 1

f: y =log,x, xe(0;00).

o Funkcja logarytmiczna y = log, x, x € (0; 00) jest odwrotna funkcji wykfadniczej y = a*,
x € R o tej samej podstawie a >0, a# 1 (y = log, x & x = a).

o Dlaa>0, a#1 zachodzi: x = a'°8:* dla x > 0.
x = log, a* dla xeR.

o Wykres nazywa sie krzywa logarytmiczna i przechodzi przez punkty [1;0] i [a;1].

o Wykresy funkcji y = log, x i y = log,—1 x s3 symetryczne wzdtuz osi x.
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Funkcje elementarne |

Funkcja logarytmiczna o podstawie a > 0, a # 1

f: y =log,x, xe(0;00).

o Funkcja logarytmiczna y = log, x, x € (0; 00) jest odwrotna funkcji wykfadniczej y = a*,
x € R o tej samej podstawie a >0, a# 1 (y = log, x & x = a).

o Dlaa>0, a#1 zachodzi: x = a'°8:* dla x > 0.
x = log, a* dla xeR.

o Wykres nazywa sie krzywa logarytmiczna i przechodzi przez punkty [1;0] i [a;1].
o Wykresy funkcji y = log, x i y = log,—1 x s3 symetryczne wzdtuz osi x.
e a=10. = Logarytm dziesietny, oznaczenie log x = log; x.

e a=e. = logarytm naturalny, oznaczenie In x = log, x.

exp(x)=%e"x i log(x) (logarytm naturalny) maja podstawe e.

o Jesli chcemy obliczy¢ logarytm o innej podstawie, np. log, x, musimy uzy¢ nastepujacej
konstrukgji log, x = Inx/In 2.
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Funkcje elementarne |l

Funkcje trygonometryczne to:

e Sinus y =sinx = |AA,|: R — (—1;1).

o Cosinus y = cosx = |OA,|: R — (—1;1).

o Tangens y=tgx =X = |TJ|: R—{%+kmkeZ} > R.
o Cotangens y=ctgx= %= |CK|: R —{km,keZ} — R.
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Funkcje elementarne |l

Funkcje trygonometryczne to:

e Sinus y =sinx = |AA,|: R — (—1;1).

o Cosinus y = cosx = |OA,|: R — (—1;1).

o Tangens y=tgx =X = |TJ|: R—{%+kmkeZ} > R.

o Cotangens y=ctgx= %= |CK|: R —{km,keZ} — R. )

)

o Liczba 7 nazywa sie Ludolfa. Jego wartos¢ to okoto 3,141 592 654.

o Kruznica s polomerom r = 1 mé obvod 27. Okrag z przerwgrom r = 1 ma obwdd 27.
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Funkcje elementarne |l

o W Maximie funkcje trygonometryczne maja postaé¢ sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty funkcji trygonometrycznych musza by¢ podane w radianach.

o Jesli chcemy uzywaé stopni, musimy najpierw zamienic je na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)
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Funkcje elementarne |l

o W Maximie funkcje trygonometryczne maja postaé¢ sin(x), cos(x), tan(x), cot(x).
o Argumenty funkcji trygonometrycznych musza by¢ podane w radianach.

o Jesli chcemy uzywaé stopni, musimy najpierw zamienic je na radiany.

(%i3) tangrad(x):=tan(x/180%%pi); tangrad(22.5);
ratsimp (tangrad (22.5));

(%o01) tangrad(x) := tan (3357)

(%o02) tan (0.1257)
rat: replaced 0.125 by 1/8 = 0.125

(%03) tan(%)

o Aby uproéci¢ prace z funkcjami trygonometrycznymi, mozemy uzy¢ polecen
trigsimp, trigrat, trigexpand, trigreduce i pakiety atrigl, ntrig lub spangl,
ktére obejmuja dodatkowe wsparcie dla pracy z funkcjami trygonometrycznymi.

o tadujemy pakiety do systemu za pomoca polecenia load.
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Funkcje elementarne |l

Wzory sumowania dla sinuséw i cosinuséw.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.
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Funkcje elementarne |l

Wzory sumowania dla sinuséw i cosinuséw. x,yE€R.

o sin(x=*y)=sinx-cosy =+ cosx -siny. @ cos(x +y)=cosx-cosy Fsinx-siny.
e sin2x = sin(x + x) = 2sinx - cos x. o c0s2x = cos (x + x) = cos? x — sin® x.
o sin’x = l=gge2x, o cos?x = 12X g sin x + cos? x = 1.

Funkcje cyklometryczne s3 funkcje odwrotne do funkgcji trygonometrycznych:

o Arcus sinus y = arcsin x: (-1;1) —» (Z; 2).
o Arcus cosinus y = arccos x: (—1;1) — (0; 7).
o Arcus tangens y = arctg x: R—(-%:%3).

o Arcus cotangens y = arcctgx: R — (0; 7).

o Nie ma funkcji odwrotnych dla funkcji trygonometrycznych, poniewaz nie s3 one
iniekcyjne. Funkcje nalezy odpowiednio zawezié.
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Funkcje elementarne |l

o Funkcje cyklometryczne maja posta¢ asin(x), acos(x), atan(x), acot(x).

o W tym miejscu mozemy wspomnie¢ o funkcji atan2(x,y) zdefiniowanej relacja arctg §

(%i4) asin(1l);asin (1) ,numer;
acos (1);acos (1) ,numer;
(%ol) 3
(%02) 1.570796326794897
(%o01) O
(%02) 0.0
(%i7) atan2(2,4);atan(1/2);atan(1/2) ,numer;
(%05) atan(3)
(%06) atan(3)
(%o07) 0.4636476090008061

Wzory sumowania dla funkcji cyklometrycznych.

o arcsinx +arccosx = 7 dla x&€(—1;1). o arctgx + arcctgx = 7 dla xeR.
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Funkcje elementarne |l

Funkcje hiperboliczne to:

o Sinus hiperboliczny y =sinhx = €52 = ezgejlz R — R.

o Cosinus hiperboliczny  y = coshx = €&~ = ezetl: R — (1; 00).

o Tangens hiperboliczny y = tghx = Sthx — € —e _. R — (-1;1).

o Cotangens hiperboliczny y = ctghx = <hx — £t = R _ {0} — R — (~1;1).
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Funkcje elementarne |l

Funkcje hiperboliczne to:

o Sinus hiperboliczny y =sinhx = €52 = e22xe;1: R — R.

o Cosinus hiperboliczny  y = coshx = £ — €41, R, (1. 0).

o Tangens hiperboliczny y = tghx = Sthx — € —e _. R — (-1;1).

o Cotangens hiperboliczny y = ctghx = <hx — £t = R _ {0} — R — (~1;1).

o Funkcje hiperboliczne maja podobne wtasciwosci do funkgji trygonometrycznych.

wzory sumowania dla sinuséw i cosinuséw hiperbolicznych.

. . . S 12 cosh2x—1
o sinh(x = y) = sinh x - cosh y + cosh x - sinh y. o sinh® x = =X,
_ - ' 2 cosh2x+1
o cosh (x = y) = cosh x - cosh y + sinh x - sinh y. o cosh® x = Coshoxts,
o sinhxtcoshx = £=8" + e = febx, o cosh? x —sinh? x = 1.
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Funkcje elementarne |l

Formuta Moivre’a. xXER, neN.

o (cosh x =+ sinh x)" = cosh nx = sinh nx

o Funkcje hiperboliczne s3 sinh(x), cosh(x), tanh(x), coth(x) i do nich odwrotne
funkcje hiperbolometryczne s3 asinh(x), acosh(x), atanh(x), acoth(x).

%i4) sinh(x);cosh(0);tanh(0);coth(1l),numer;

(

(%o1) sinh (x)

(%02) 1

(%03) 0

(%04) 1.313035285499331

(%i8) asinh(x);acosh(1l);atanh(0);acoth(1.3),numer;
(%o05) asinh(x)

(%06) 0

(%07) 0

(%08) 1.01844096363052
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Funkcje elementarne |l

Funkcje hiperbolometryczne (funkcje hiperboliczne odwrotne) s3 funkcje odwrotne do
funkcji hiperbolicznych:

o Area sinus hiperboliczny
y=arsinhx =In(x+vVx2+1): R—R.
o Area cosinus hiperboliczny
y =arcoshx =In (x + Vx> —1): (1;00) = (0; 00).
o Area tangens hiperboliczny
y:artghx:%ln}f—i: (-1;1) = R.
o Area cotangens hiperboliczny
y = arctghx = 1 In £%: R—(-1;1) - R—{0}.

(%i3) ash(x):=log(x+sqrt(x~2+1))$
a:2$ asinh(a)-ash(a),numer;

(%03) 0.0
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Granica funkgji

o Badajac funkcje, nalezy scharakteryzowad jej lokalne wtasciwosci w réznych przedziatach i
wokoét waznych punktow.

o Funkcja f moze nie by¢ zdefiniowana w punkcie, wokét ktérego ja badamy.

Punkt a€ R* jest nazywany punktem skupienia zbioru A C R,
jesli dla kazdego Otoczenia O(a) istnieje x€ O(a) N A, x # a.
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Granica funkgji

o Badajac funkcje, nalezy scharakteryzowad jej lokalne wtasciwosci w réznych przedziatach i
wokoét waznych punktow.

o Funkcja f moze nie by¢ zdefiniowana w punkcie, wokét ktérego ja badamy.

Punkt a€ R* jest nazywany punktem skupienia zbioru A C R,
jesli dla kazdego Otoczenia O(a) istnieje x€ O(a) N A, x # a.

Nastepujaca definicja wykorzystujaca ciagi nazywana jest definicja Heinego.

Funkcja f ma granice réwng b€ R* w punkcie a€ R*, oznaczenie lim f(x) = b, jesli:
X—a

o a jest punktem skupienia zbioru D(f).

o Dla kazdego ciagu {x}.—, C D(f), x» # a, {xn},—; — a obowiazuje {f(x,)} o, — b.

Jesli lim f(x) = b, wtedy istnieje (co najmniej jeden) {x,} -, — a, x,€ D(f) — {a}

X—ra
i lim f(x)= lim f(x,) trzyma.
X—ra n— o0
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Granica funkgji

Granice mozna scharakteryzowa¢ za pomoca otoczenia O(a) i O(b).

Funkcja f ma granice réwna b€ R* w punkcie a€ R*, oznaczenie lim f(x) = b, jesli:

X—ra

o a jest punktem skupienia zbioru D(f).

o Dla kazdego otoczenia O(b) istnieje otoczenie O(a) takie, ze
f(x) € O(b) obowiazuje dla wszystkich x€ O(a), x # a.
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Granica funkgji

Granice mozna scharakteryzowa¢ za pomoca otoczenia O(a) i O(b).

Funkcja f ma granice réwna b€ R* w punkcie a€ R*, oznaczenie lim f(x) = b, jesli:

X—ra

o a jest punktem skupienia zbioru D(f).

o Dla kazdego otoczenia O(b) istnieje otoczenie O(a) takie, ze
f(x) € O(b) obowiazuje dla wszystkich x€ O(a), x # a.

aeR. Granica w punkcie wtasnym a.
aeR*.

a = too. Granica w punkcie niewtasnym 4oo.
lim f(x) = b.
X—ra

beR. Granica wtasciwa (skoriczona).
beR*. {

= t+00. Granica niewtasciwa (nieskonczona).

lim f(x) = b, gdzie ac R*, beR.

X—a

= o Istnieje O(a), w ktérym funkcja f jest ograniczona.
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Granica funkgji

a€ R* jest punktem skupienia zbioréw D(f) i D(g), otoczenie O(a).
VxeO(a), x #a o f(x)=g(x). = o I|m f(x) = Ii£1 g(x) jesli istnieja.
X—ra
o f(x) <g(x). = o I|m f(x) < lim g(x) jesli istnieja..
X—ra
(

VxeO0(a), x #a o f(x)<g(x). = o I|m f(x) < lim g(x) jesli istnieja..
X—ra

a€ R* jest punktem skupienia zbioréw D(f), D(g) i D(h), otoczenie O(a).
o Vxe€O0(a), x # a: h(x) < f(x) < g(x). -
o lim h(x) = lim g(x) = b, gdzie beR". } = o [ [ es) = &

X—a

sinx __
sinx — 0,

lim
X—00
o 00 jest punktem skupienia dziedziny D(f) = R — {0} funkcje f: y = Snx,
o x>0. = -l<ix<l 0= |m i< |lim ¥ < |im 1 =0 = lim X =0.

x—00 X T x—=o00 X T x—o0 X x—oo0 X
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Granica funkgji

Granica funkcji ztozone;j.

Funkcje y = f(x), y = g(x), H(f) C D(g), a, b,c€ R*, O(a) jest otoczenie.

° )!T?a f(x) = b, ngbg(u) =c

o Vx€0(a), x # a: f(x) # b, } = o lim g(f(x)) = lim g(u) = c.
lub o g(b) =c.
Substytucja u = f(x). = Xli_n?ag(f(x)) = S)L:tit'; ?i();) = Ji_rpbg(u).

v
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Granica funkgji

Granica funkcji ztozone;j.

Funkcje y = f(x), y = g(x), H(f) C D(g), a, b,c€ R*, O(a) jest otoczenie.

° )!T?a f(x) = b, Ji_r:wbg(u) =c
o Vxe0(a), x # a: f(x) # b, } = o lim g(f(x)) = lim g(u) = c.
(b) = c.

x—a u—b
lub o g(b)

. - bst. u=1f -
Substytucja u = f(x). = XITEg(f(X)) = {Siit; uﬁ();).} = Jlnbg(u).
lim f(x) = b, lim g(x) =c, a,b,ce R*, re R. = (Jedli wyrazenia maja sens.)
X—a X—a
o lim [F(x)| = )l@af(x)( — |b]. o lim [r-f(x)] =r-lim f(x)=r-b.
o lim [f(x)®g(x)] = lim f(x)® lim g(x) =b®@c, gdzie ® to odpowiednio +, —, - lub /.

Jedli jedno z wyrazen nie ma sensu, nie oznacza to, ze granica nie istnieje.
Musimy obliczy¢ granica w inny sposéb.
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Granica funkgji

Funkcja y = f(x), xe D(f), punkt a€R.
o f7(x) = f(X)|p(r)n(=ocia) = F(X)|{xeD(F), x<a} Zawezenie funkcji £ po lewe;j.

o f(x)= f(X)'D(f)ﬂ(a;oo) = f-(X)l{XeD(f): ) Zawezenie funkcji £ po prawej.

Granica jednostronna

o lim f(x)= lim f~(x) Granica lewostronna.
xX—»a— X—a

o lim f(x) = lim f*(x) Granica prawostronna } funkcji £ w punkcie a.
x—at X—ra

o lim f(x) Granica (obustronna) funkcji f w punkcie a.
X—ra
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Granica funkgji

Funkcja y = f(x), xe D(f), punkt a€R.

o f7(x) = f(X)|p(r)n(=ocia) = F(X)|{xeD(F), x<a} Zawezenie funkcji £ po lewe;j.
o f(x)= f(X)'D(f‘)ﬂ(a;oo) = f(X)l{XeD(f): ) Zawezenie funkcji £ po prawej.
° XILrLL f(x)= l@a f=(x) Granica lewostronna. G g
o lim f(x) = lim f*(x) Granica prawostronna funkcji £ w punkcie a.

x—at X—ra
° Ii_n)w f(x) Granica (obustronna) funkcji f w punkcie a.

(%i3) 1limit(1/x,x,0,minus);limit(1/x,x,0,plus);
limit (1/x%,x,0);

(%01) —o0

(%02) o0

(%03) infinity /* Complex inf */

Jedli ae R, be R*, to: o limf(x)=b. & o lim f(x)= lim f(x)=b.

x—a x—a~ x—at
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Granica funkcji

by lim f(x)= by
b lim f(x) = by
o £ x—a
a
(—o03 ) (a20)

04 05 06 07 08

E— >«
lim f(x)# lim f(x)

x—a— x—+at

Granice jednostronne

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

(—o0i ) (ai0)

E— >«
lim f(x)= lim f(x)

x—a— x—rat

Granice obustronne
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Granica funkcji

y 3|Ln13f(x) £ y
by lim f(x) = b
by lim £(x) = by b
0 f X 0
a
(~00:3) (a: ) i (~o0ia) (2i00)
O——><«——9 O
lim f(x) # lim f(x) lim f(x) = lim f(x)
Granice jednostronne Granice obustronne
Wazne granice. a,beR, a>0.
5 X X
o lim X —1. o lim (1+2)" =eb. o lim (1+1) =e
x—0 X X—00 ( X) X—00 ( X)
o lim 2wcsinx — 7 o lim v/1+ bx = eb. o limy/1+x=e.
x—0 X x—0 x—0
o lim /x=1. o lim x(y/a—1)=Ina. o lim x({/e—1) =Ine=1.
X—00 X—r00 X—r00
o lim Ja=1. o lim <=1 =1na o lim &=L =|ne=1.
X—»00 x—0 X x—0 X
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Granica funkgji

Podczas badania funkcji ¥ wazne jest zbadanie jej wtasciwosci w innych niz punkty wtasne:
o Dla x — 4o0.

o W otoczeniu O(a) punktéw a€ R gdzie lim f(x) =400 lub lim f(x) = +oo.

xX—a~ X—ra
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Granica funkgji

Podczas badania funkcji ¥ wazne jest zbadanie jej wtasciwosci w innych niz punkty wtasne:
o Dla x — 4o0.

o W otoczeniu O(a) punktéw a€ R gdzie lim f(x) = £oo lub lim f(x) = £o0.

x—a~ x—at

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt a€R.

o Prosta linia x = a nazywa si¢ asymptota pionowa wykresu f, jesli lim f(x) = +oo
(asymptota lewostronna) lub XIer;+ f(x) = oo (asymptota prawostrg::a) (co najmniej
jedna z granic jest nieskoniczona).

o Prosta linia y = kx + g nazywa sie asymptota uko$na wykresu f,

jesli lim [f(x) = (kx+q)] =0 lub lim [f(x) — (kx + q)] = 0.

Specjalnie asymptota y = g nazywa sie asymptota pozioma,
ti. k=0i lim f(x)=gqlub lim f(x)=gq.

X—r— 0 X—> 00

v
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Granica funkcji

0 a \ 0 a 0 0 a 0 2
x=a x=a f f

Przyktady asymptot pionowych

y
q f
\ / y=4q
a X
0 X x+h 0
P p:y=k<+q xX=a
Asymptota uko$na z nachyleniem a. Asymptota pionowa y = q.

Asymptota pozioma x = a.
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e Prosta linia y = kx + g jest asymptota asymptota wykresu f.
T O : _ _
< o Istnieje X_I!ri'noo - k, x—llr:E [f(x) — kx] = q, k,qeR.
lim fo=(bcta) _ i [f0 _y_ 4] — o = lim ) —
X—+00 X—00 X—00
lim [£(x) ~ (ke + )] = lim [(F(x) ~ k) —q] =0. = lim [f(x) ~kx] =g

beerb@frcatel.fri.uniza.sk

http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb



mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

01 02 03 04 05 06 07 08

e Prosta linia y = kx + g jest asymptota asymptota wykresu f.
T O : _ _
< o Istnieje X_I!ri'noo - k, I|r£Oo [f(x) — kx] = q, k,qeR.

X—
i f)=(xta) _ o [F) e g] — im )
Xli)mOO S Xll)mOO [ 2 k X] 0 é Xli)mOO 2 k
lim [f(x) — (kx + q)] = lim [(f(x) — kx) — q] = 0. = lim [f(x) — kx] = q.
X—> 00 X—> 00 X—r 00
: _ 2+4x+1
Funkcja f(x) = 5=, x € R.
o k= lim 0 = jim 2éba _ gy XCEED) o 25s  2s0i0 1
x—+oo x—doo 8 x—Foo 8x x—Foo 8 8 4
— _ ST 234X+l x
¢ 9= A IR0 —hd = lim [355E 4
_ 2% 4x+1 _ 2X3) +1 1 _ 1
= Jim [Pt -5l = im gr = dim [sa]=¢d
o Prosta linia y = 7 + % jest asymptota ukosna z nachyleniem %.
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Ciggtos¢ funkcji

o Pojecie granic funkcji f w punkcie a jest ze soba $cisle powiazane z ciagtoscia funkcji f
w punkcie a.

o Ciagtos¢ jest réwniez sprawa lokalng w jakim$ otoczeniu O(a).

Nastepujaca definicja ciggtosci wykorzystujaca ciggi nazywana jest definicja Heinego.

Funkcja f jest ciggta w punkcie a€ D(f) jesli:

o Dla kazdego ciagu {x,}.-; C D(f), {xn},—; — a obowiazuje {f(x,)}o; — f(a).

o Jedli ae D(f) jest punktem izolowanym, to funkcja f jest ciagta w punkcie a.
(Wtedy istnieje pojedyncza {x,} -, = {a} -, — a.)
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Ciggtos¢ funkcji

o Pojecie granic funkcji f w punkcie a jest ze soba $cisle powiazane z ciagtoscia funkcji f
w punkcie a.

o Ciagtos¢ jest réwniez sprawa lokalng w jakim$ otoczeniu O(a).

Nastepujaca definicja ciggtosci wykorzystujaca ciggi nazywana jest definicja Heinego.

Funkcja f jest ciggta w punkcie a€ D(f) jesli:

o Dla kazdego ciagu {x,}.-; C D(f), {xn},—; — a obowiazuje {f(x,)}o; — f(a).

o Jedli ae D(f) jest punktem izolowanym, to funkcja f jest ciagta w punkcie a.
o0

(Wtedy istnieje pojedyncza {x,} -, = {a} -, — a.)

Ciagtos¢ mozna scharakteryzowaé za pomoca otoczenia O(a) i O(f(a)).

Funkcja f jest ciggta w punkcie a€ D(f) jesli:

o Dla kazdego otoczenia O(f(a)) istnieje otoczenie O(a) takie, ze
f(x) € O(f(a)) obowiazuje dla wszystkich x € O(a), tj. f(O(a)) C O(f(a)).
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Ciggtos¢ funkcji

Jedli a€ D(f) jest punktem , wtedy definicja ciggtosci pokrywa sie z definicja granicy.

Funkcja y = f(x), xe D(f), a€ D(f) jest punktem skupienia D(f).

o Funkcja f jest ciggta w punkcie a. & o lim f(x) = f(a).
X—ra

Funkcje f, g sa ciagte w punkcie a€ D(f) N D(g), reR.
= o |f|, oftg, orf, ofg, o é dla g(a) # 0 s3 ciggte w punkcie a.

Ciagtos¢ funkcji ztozone;j.

o Funkcja f jest ciagta w punkcie a€ D(f).
o Funkcja g jest ciagta = o Funkcja F = g(f)

w punkcie b = f(a) € D(g). jest ciagta w punkcie a.
o H(f) C D(g).
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Ciggtos¢ funkcji

Funkcja y = f(x), xe D(f), punkt a€ D(f).

o 1,7 (x) = f(X)|p(r)n(=oc:ay = F(X)|ixeD(f), x<a} Zawezenie funkcji f po lewe;.
o fF(x)= f(X)'D(f)m(a;oo) = f(X)|{X€D(f)7 ) Zawezenie funkcji £ po prawej.
o f; (x) ciggta w punkcie a Ciaggtos¢ lewostronna. Ciagtos¢ jednostronna

o f,7(x) ciagta w punkcie a Ciagtoéé prawostronna. funkcje £ w punkcie a.
e f(x) ciagta w punkcie a (Obustronna) c funkcje f w punkcie a.
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Ciggtos¢ funkcji

Funkcja y = f(x), xe D(f), punkt a€ D(f).

o 1,7 (x) = f(X)|p(r)n(=oc:ay = F(X)|ixeD(f), x<a} Zawezenie funkcji f po lewe;.
o fF(x)= f(X)'D(f)ﬂ(a;oo) = f(X)|{X€D(f)’ ) Zawezenie funkcji £ po prawej.
o f; (x) ciggta w punkcie a Ciaggtos¢ lewostronna. Ciagtos¢ jednostronna

o f,7(x) ciagta w punkcie a Ciagtoéé prawostronna. funkcje £ w punkcie a.
e f(x) ciagta w punkcie a (Obustronna) c funkcje f w punkcie a.

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt a€ D(f), zbiér A C D(f).

o Funkcja f jest ciggta w punkcie a€ D(f).
= o Istnieje O(a), w ktérym f jest ograniczone.

o Funkcja f jest ciagta na zbiorze A C D(f).
= o Funkcja f nie musi by¢ ograniczona na A.

Funkcja f nazywa sie ciagta na zbiorze A C D(f), jesli jest ciagta w kazdym punkcie a€ A.
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o | = (a; b) to przedziat domkniety. = o f(/) jest przedziatem domknietym.

o [ nie jest przedziatem domknietym. = e f(/) moze by¢ przedziatem dowolnego typu.
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Ciggtos¢ funkcji

Funkcja f moze by¢ nieciagta tylko w punkcie skupienia a€ R (punkt nieciagtosci).

e Usuwalna nieciggtosc¢
Istnieje Ii_r}n f(x) =beR, b # f(a).

o Nieusuwalna nieciaggtos¢ |. rodzaju
Istnie¢ lim f(x) =b~€R

X b~ # bt.

i lim f(x)=bteR Funkcja f jest nieciggta

Réznica ¢ = b™ — b~ nazywana jest skokiem w punkcie ac R.

funkgji £ kcie a.
unkcji f w punkcie a Wartoé¢ funkgji f(a) moze

o Nieusuwalna nieciggtos¢ Il. rodzaju ale nie musi istnieé.

Przynajmniej jeden XIer;f f(x) i e [
lub lim £(x) jest nieskonczony.
x—at
Asymptotyczna nieciagtos¢,
jesli przynajmniej jedna z granic
jednostronnych jest nieskonczona.
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Y| lim f(x) = f(a) Y| lim f(x) =00
Jm, fx) 3 Jim, £} = —eo
f(a) f(a)
Y X
ol / al 0
Usuwalna Nieusuwalna Nieusuwalna nieciagto$¢ Nieusuwalna nieciggtosé
nieciggfos¢. nieciggtosc¢ drugiego rodzaju drugiego rodzaju
(asymptotyczna).

pierwszego rodzaju

Twierdzenie Cauchy’ego o punkcie zerowym.

o Funkgcja f jest ciagta na (a; b).
} = o lIstnieje c€(a; b) takie, ze f(c) = 0.
o f(a)-f(b) <O.
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Rachunek rézniczkowy

Nl T

Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f) jest ciagta.
o Punkty P = [xo; f(x0)], @ = [x0+Ax; f(xo+Ax)] leza na wykresie f.

- . _ fotAx)—f(x)
o Prosta linia PQ ma nachylenie tgaw = == —=*.

o Styczna linia k f w punkcie P ma postac dp: y — f(xp) = tgp - Ax,

gdzie tgp = %E(X”) to jego nachylenie.

f(xo+Ax)
f(xo+Ax) — f(xo)
f
y
- — f(x
F(x0) — P [% iy (x0)
—
d Ax
o
0 5 X Xo+Ax X
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f) jest ciagta.
o Punkty P = [xo; f(x0)], @ = [x0+Ax; f(xo+Ax)] leza na wykresie f.

- . _ fotAx)—f(x)
o Prosta linia PQ ma nachylenie tgaw = == —=*.

o Styczna linia k f w punkcie P ma postac dp: y — f(xp) = tgp - Ax,

gdzie tgp = %E(X”) to jego nachylenie.

f(xo+Ax)
F(xo+Ax) — F(x0) e @— P. = o Ax—0.
f
y
— ¢ - T = ) o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
e - A o x—p, otga—tgyp.
o % % %o+ Ax x o PQ — dp (PQ zmierza do stycznej).
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f) jest ciagta.
o Punkty P = [xo; f(x0)], @ = [x0+Ax; f(xo+Ax)] leza na wykresie f.

- . _ fotAx)—f(x)
o Prosta linia PQ ma nachylenie tgaw = == —=*.

o Styczna linia k f w punkcie P ma postac dp: y — f(xp) = tgp - Ax,

gdzie tgp = %E(X”) to jego nachylenie.

f(xo+Ax)

F(xo+Ax) — F(x0) e @— P. = o Ax—0.

f
f(xof)__\ ; = ) o X0+ Ax — xp, o f(x0+ Ax) — f(xp)-
e - A o x—p, otga—tgyp.
o % % %o+ Ax x o PQ — dp (PQ zmierza do stycznej).
o Linia styczna ma nachylenie tgp = lim tga = lim w.
a—p Ax—0

Geometryczne znaczenie pochodnej funkcji w punkcie.
— Nachylenie linii stycznej do wykresu f w punkcie.
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f) ma pochodng w punkcie x, € D(f),

oznaczenie f'(xp), lub y'(xo) lub f'(x0) = %, lub y’(x0) = dyd(f‘)) przy uzyciu rézniczek,

jesli istnieje o lim %i(x") _ [Pubst- h=x—x1 _ ;g M = f'(x0).
X—>Xp 0 X — X, h—0 h—0
f'(x0) ER. Whasciwa (skonczona
° /( o) / . . ( . ,) pochodna f w punkcie xg.
o f'(xg) =00 lub f/(xg) = —oo. Niewtasciwa (nieskoniczona)
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f) ma pochodng w punkcie X0 € D(f),

oznaczenie f'(xp), lub y’(xo) lub f'(x) = df X° , lub y'(x0) = d'vd(f)) przy uzyciu rézniczek,
jesli istnieje o lim %i(x") — [Bubst- A=l i M = f'(x0).
X—>Xp 0 X — X, h—0 h—0
f'(x) €R. Witasciwa (skonczona
° /( o) / . . ( . ,) pochodna f w punkcie xg.
o f'(xg) =00 lub f/(xg) = —oo. Niewtasciwa (nieskoniczona)

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt x, € D(f).

o Istnieje f'(xp) € R (skonczona). = e f jest ciagta w punkcie xp.

Ciggtos¢ funkcji f w punkcie xg nie gwarantuje istnienia f’(xp).

Funkcja f: y = |x| jest ciagta w punkcie xo = 0.

o Ale to nie istnieje f/(0) = IimO f
X—
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Pochodna funkcji rzeczywistej

f'(x0) reprezentuje geometrycznie .
o '(x0) € R. Styczna d: y = f(xp) + '(x0)(x — xo) z nachyleniem ’(xp).

o f'(xp) = £oo i f jest ciagta w punkcie xo.
Styczna d: x = xp bez nachylenia (pionowa).
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Pochodna funkcji rzeczywistej

f’(x0) reprezentuje geometrycznie .
o '(x0) € R. Styczna d: y = f(xp) + '(x0)(x — xo) z nachyleniem ’(xp).
o f'(xp) = £oo i f jest ciagta w punkcie xo.

Styczna d: x = xp bez nachylenia (pionowa).

Obliczamy pochodna funkgji f(x) = In(x + v/x? + 1).

(%i1) f(x):=log(x+sqrt(x~2+1));
(%01) f(x) :=log(x +v/x2 + 1)

(%i3) f_1(x):=diff (£(x),x);f_1(x);
(%02) f_1(x):= 2Zf(x)
( 4
(
(

— dx
At
%03) \/)%er
%i4) ratsimp(£f1(x));

0 Vx2+14+x
404) xV/x2+14x2+1
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f).

o ' (x0) = lim f)=Flx) Pochodna lewostronna.
— X—Xo .
x— Pochodne jednostronne
o f{(x0) = lim_ %ﬁx‘)) Pochodna prawostronna. funkeji £ w punkcie xo.
X—)XD
o F/(x) = lim f)=ft) (Obustronna) pochodna funkcji £ w punkcie xo.
X—>X0
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f).

o ' (x) = lim w Pochodna lewostronna.
x5 0 Pochodne jednostronne

o f{(x0) = lim_ %}ig“) Pochodna prawostronna. funkeji £ w punkcie xo.
X—)XD

o F/(x) = lim f)=ft) (Obustronna) pochodna funkcji £ w punkcie xo.

X—>X0

Funkcja y = f(x), x€ D(f), zbidér A C {xo € D(f), f'(x0) jest skoficzona}, A # .
o Wtedy y = f/(x), x €A jest funkcja

i jest nazywana pochodng funkcji f na zbiorze A, oznaczenie ' = %, lub y' = j—i

Funkcja y = f(x), xe D(f), zbiér A C D(f).

o Vxg€A: f'(x0) €R (pochodna skonczona). = e Funkcja fciagta na zbiorze A.

x+h

Funkcja wyktadnicza f: y =e*, xeR.
o

X h
_ . (el —1 .
= — lim £ =Y _ ex. im
h—0 h—0

o [¢]' = ,|1im0 = -1
=X

= e*.1 = e~ dla wszystkich x€ R.
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Pochodne podstawowych funkcji elementarnych.

o [c]=0 dlaxeR, ceR. o [x] =1 dla xeR.
o [x"] = nx""1 dlaxeR, neN. o [x?] =ax>! dla x >0, aeR.
o [eX] =e dlaxeR. o [a¥]'=a%Ina dla xeR, a> 0.
o[lnx]’:% dla x > 0. o[logax]’lena dlax>0,a>0, a#1l.
o [sinx]" = cos x dlaxeR. o [cosx] = —sinx dla xeR.

o [tgx] = 5 dlax # @07 kez. o [ctgx] = -5 dla x # kr, ke Z.
o [arcsin x|’ = \/117 dlaxe(=1;1). o [arccosx]’ = — 11 - dla xe(-1;1).

— —x
o [arctgx] = H% dlaxeR. o [arcctgx]' = —ﬁ dla xeR.
o [sinh x]" = cosh x dla x€R. o [coshx]’ = sinhx dla xeR.
° [tghX]I:W dlaxeR. o [ctghX]':fﬁ dla x # 0.
e [arsinhx]’ = \/xiﬁ dlaxeR. o [arcoshx] = \/1271 dla x > 1.
o
/1 .

o [artghx]' = = dla xe(=L1). [arctgh x]' = 2 dla xe R — (—1;1).

Ze wzgledéw praktycznych nalezy nauczy¢ sie formut na pamieé.
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Pochodna funkcji rzeczywistej

W praktycznym obliczaniu pochodnej postugujemy sie réznymi wzorami i regutami.

Reguty dla pochodnych.

Funkcje f, g maja pochodne f’, g’ na zbiorze A # (), punkt xo €A, liczba ceR. =
o (cf)(x0) = cf'(x0), o (cf) =cf'.
o (F£2)(%) = Flx) £ (%), o (Figl =Fftg.
o (f2) () = F(x0)g(x0) + F(0)g’ (o). o (fg) = flg+fg'
[é] (Xo)g(xgg(;ggxo)g x0)  for g(x0) #0, A [é} g
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Pochodna funkcji rzeczywistej

W praktycznym obliczaniu pochodnej postugujemy sie réznymi wzorami i regutami.

Reguty dla pochodnych.

Funkcje f, g maja pochodne f’, g’ na zbiorze A # (), punkt xo €A, liczba ceR. =
o (cf)(x0) = cf'(x0), o (cf) =cf'.
o (F£2)(%) = Flx) £ (%), o (Figl =Fftg.
o (f2) () = F(x0)g(x0) + F(0)g’ (o). o (fg) = flg+fg'
[é] (Xo)g(xgg(;ggxo)g x0)  for g(x0) #0, A [é} g

Funkcje f, g, h maja pochodne f’, g’, h’ na zbiorze A # ().
o [fgh] =[(fg)h]’ = (fg)'h+ (fg)h' = [f'g + fg'|h + fgh' = f'gh + fg'h + fgh'.
Funkcja f ma pochodna f/(x) # 0 na zbiorze A # ).

_ 1V f(x)-1-f(x)

° [@}/ = 72(x) )

2
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Pochodna funkcji odwrotnej.
Funkcja y = f(x), x €/ jest bijekcja, | C R to przedziat, xo €/ jest punktem wewnetrznym.

o f jest ciggte na .

} =~ o Istnieje [f_l]l(yo) = f’(lxo) = M'

o f'(xp) # O jest skoniczona. x0=f~1(y0)
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Pochodna funkcji odwrotnej.
Funkcja y = f(x), x €/ jest bijekcja, | C R to przedziat, xo €/ jest punktem wewnetrznym.
o f jest ciggte na .

= o Istnieje [F1]' (o) = += SN —
o f'(xp) # O jest skonczona. } je [F1 (o) F00) [o=f100)  F'(F700])

Funkcja f: y =¥, x€R jest ciagfa i rosnaca, '(x) =e* # 0 dla xeR.
o fLix=lIny, ye(0;00).

o [yl =[FT0) =75 = &7

1

= el%y = )l, dla y €(0; 00).

=&
x=Iny x=Iny

Funkcja f: y =sinx, x€ (—%; %) jest ciagta i rosnaca,

f'(x) = cosx = m> 0 dla XE(—%'E),

)
o flix=arcsiny, ye(-1;1).
. ’ 1 1 1
o |arcsiny|’ = —— = B ey
[ ] [sin x]” S=arcsinly, COSX |y —arcsin y 1—sin? x

Xx=arcsin y
1 1

N \/1—[sin arcsin y|? = i dla ye(—1;1).
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Pochodna funkgcji ztozone;.

Funkcje u = f(x), xe D(f), y = g(u), ue D(g) takie, ze H(f) C D(g),
funkcja ztozona y = F(x) = g(f(x)), x € D(f).

} = o F'(x0) = [g(f(x0))]" = &'(f(x0)) - f'(x0)-

) XoED(f), upg = f(Xo).

o '(x0), g'(uo) sa skonczone.
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Pochodna funkcji rzeczywistej

Pochodna funkgcji ztozone;.

Funkcje u = f(x), xe D(f), y = g(u), ue D(g) takie, ze H(f) C D(g),
funkcja ztozona y = F(x) = g(f(x)), x € D(f).

} = o F'(x0) = [g(f(x0))]" = &'(f(x0)) - f'(x0)-

) XoED(f), upg = f(Xo).

o '(x0), g'(uo) sa skonczone.

/

o [#] =[e""] = [e"] =& [xIna) = a*-Ina, xeR, a>0, a#1.
° [Xa]/ _ [elnxa]/ [ }/ :ealnx_[amX]/ — x2 g —_ aXafl, X > 0v aceR.
o [x] = e'"XX}/ [X'”X}, e [xInx] =x*-[1-Inx+x-1] =x*-[1+Inx], x > 0.

[
e [sin (sin (sin x))]" = cos (sin (sin x)) - [sin (sin x)]’

= cos (sin (sin x)) - cos (sin x) - [sin x]" = cos (sin (sin x)) - cos (sin x) - cos x, x € R.

x€D(f), f(x) > 0, istnieje f'(x). = [Inf(x)] = o
= o f'(x)=f(x)-[In f(x)}/ (Pochodna logarytmiczna funkcji f).

/!
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

o Czesto musimy przyblizy¢ dana funkcje f inng prostsza funkcja g tak, aby réznica
|f(x) — g(x)| byta jak najmniejsza.

o W wiekszosci przypadkéw lokalne przyblizenie w jakim$ otoczeniu O(xp) punktu
xo0 € D(f) jest wystarczajace.

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), skoficzona pochodna f'(xp).

o df(xp,x — x0) = '(x0) - (x — x0), XxER.

} Rézniczka funkcji £ w punkcie xp.
o df(Xo,h) = f’(X0)~h, heR.

Wtedy funkcja f nazywa sie rézniczkowalna w punkcie xg.
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

o Czesto musimy przyblizy¢ dana funkcje f inng prostsza funkcja g tak, aby réznica
|f(x) — g(x)| byta jak najmniejsza.

o W wiekszosci przypadkéw lokalne przyblizenie w jakim$ otoczeniu O(xp) punktu
xo0 € D(f) jest wystarczajace.

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), skoficzona pochodna f'(xp).

o df(xp,x — x0) = '(x0) - (x — x0), XxER.

} Rézniczka funkcji £ w punkcie xp.
o df(Xo,h) = f’(X0)~h, heR.

Wtedy funkcja f nazywa sie rézniczkowalna w punkcie xg.

Funkcja f: y = x, x€R, punkt xo €RR, '(xp) = 1 (skonczona).

o dx = df(xo, h) = f'(x) -h=1-h=h, heR.

Funkcja y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), f'(x0) € R (skonczona).

o df(x0) = df(x0, h) = f'(x0) - h = f'(x0) - dx, heR. = o f'(xo) = L 1yp £/ = o€,
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Najlepsze lokalne przyblizenie liniowe.

Funkcja y = f(x), x€ D(f) jest rézniczkowalna w punkcie xo € D(f).
o Aproksymacja funkcji f w otoczeniu O(xp) punktu xg
za pomoca stycznej d: y = f(xg) + f'(x0)(x — x0) = f(x0), x € O(x0)
jest najlepsza ze wszystkich przyblizen przy uzyciu funkcji liniowej (linia prosta).
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Najlepsze lokalne przyblizenie liniowe.
Funkcja y = f(x), x€ D(f) jest rézniczkowalna w punkcie xo € D(f).
o Aproksymacja funkcji f w otoczeniu O(xp) punktu xg
za pomoca stycznej d: y = f(xp) + f'(x0)(x — x0) = f(x0), x € O(x0)
jest najlepsza ze wszystkich przyblizen przy uzyciu funkcji liniowej (linia prosta).

Oblicz przyblizona liczbe /1, 06.

o Zaznaczmy f(x) = ¢/x = x}/6, x >0, xo = 1. o f(x) =f(1) =1.
o F(x) =[] = L= L x>0 o lxo) = F/(1) = L.
o Niech O(1) bedzie takie, ze 1,06 € O(1).
S 0 YR = ()~ F(1) 4 FI(1)- (x— 1) = 1 4 55 =SBzl — x5
o V1.06 = £(1.06) ~ L0 — &30 — 101

Doktadnie v/1.06 = 1,0097588, btad obliczed < 0,00025.
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

(%i9)

(%08)

c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff(f(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float (p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$
=149

¢’=1.06 f(1.06) = 1.0097588 approx 1.01
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

(%i9) c:1.06% f(x):=x"(1/6)% s:1$ f1(x):=diff (£(x),x,1)$
p(x):=f(s)+subst(s,x,f1(x))*(x-s)$
h(c):=print("c=",c,’f(c),"=",float(£f(c)),"approx",
subst (c,x,float(p(x))))$ fpprintprec:8% p(x); h(c)$

(%08) % +1
¢’=1.06 (1.06) = 1.0097588 approx 1.01

Zmienna fpprintprec:8 ustawia wyjscie na 8 cyfr.
Aproksymacja funkgcji f ma sens tylko dla x blisko punktu xp.

(%i18) h(.9)$h (1.1)$h(1.2)$h(1.5)$h(2.0)$h (4)$h (9)8h (30)$h (64)$
c=0.9 £(0.9) =0.98259319 approx 0.98333333
c=11 £(1.1)=1.0160119 approx 1.0166667
c=12 f(1.2) =1.0308533 approx 1.0333333
c=15 f(1.5)=1.0699132 approx 1.0833333
c =20 f(2.0)=1.122462 approx 1.1666667
c=4 f(4)=1.259921 approx 1.5
c=9 f(9)=14 422496 approx 2.3333333
c=30 f(30)=1.7627344 approx 5.8333333
c=64 f(64)=2.0 approx 11.5
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Funkcja y = f(x), x& D(f) jest rézniczkowalna, po tym (jesli istnieja):
o y="F(x)=FfA(x), x€cA C D(f), Ay # 0.
Pochodna pierwszego rzedu (pierwsza pochodna) f na zbiorze A;.

o y=I[(x)] =F"(x)=fP(x), x€A; C A, Ay # 0.
Pochodna drugiego rzedu (druga pochodna) f na zbiorze A;.

o y=I[f"(x)] =1"(x)=fO(x), x€As C Ay, A3 # 0.
Pochodna trzeciego rzedu (trzecia pochodna) f na zbiorze As.

o y=[f (X)) = fN(x), xEA, C Ap_1, A, # 0.
Pochodna rzedu n (n-ta pochodna) f na zbiorze A,.

Specjalne: o y = f(x) = fO(x), x& D(f). Pochodna zerowa (0-ta pochodna) .

n-ta pochodna funkgji f w punkcie xo € D(f) (jesli istnieje):

i o FOG) D Gg) L A g+h)— AT ()
("] f( )(Xo)—xll_)n?(oT—illTO h ,XEAn,nEN.

Funkcja f("=1) musi by¢ zdefiniowana w jakimé otoczeniu O(xo).
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Obliczanie (" ne N moze by¢ ogélnie bardzo pracochtonne.
Funkcja y = xX, x€ R, gdzie ke N.
o [X|M =k(k—1)---(k—n+1)x*" xeRdlan=1,2,...,k,
[xK" = kxk =1, [XK) = k(k — 1)x*2, [xK]"" = k(k — 1)(k — 2)x*=3, ..., [x¥]®) = k1.
o [x|W =0, xeRdlan=k+1,k+2,k+3,...,
[Xk](k+1) — [k!]’ =0, [Xk](k+2) _ [Xk](k+3) — [0]/ =0, ...

(%i9) f(x,k):=x"k;fn(x,k,n):=diff (£f(x,k),x,n)$
fn(x,k,1);fn(x,k,2);fn(x,k,k);
fn(x,5,1);fn(x,5,2);fn(x,5,5);fn(x,5,6);

(%01) f(x, k) := x*

(%03) kxk1

(%04) (k — 1)kx*2

(%05) dd7xk

(%06) 5x*

(%o07) 20x3

(%08) 120

(%09) 0
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Funkcja y = e*, x€R. = o [e¥](W =X, x€R dla wszystkich n=10,1,2,3,....

Funkcja y =sinx, xeR. Funkcja y = cosx, xeR.

o [sinx] = cosx, o [cosx] = —sinx,
[sin x]"” = [cosx]" = —sinx, [cosx]” = [—sinx]’ = — cos x,
[sin x]"" = [cos x]"" = — cos x, [cos x]"" = [~ cos x]” = sin x,
[sin x]*) = [cos x]"" = sinx, [cos x]™ = [sinx]"”" = cos x,
[sin x]®) = [cos x]®*) = cos x, ... [cos x]®) = [cos x]*®) = —sinx, ...

o [sinx]™ =[sinx]™*) dlane NU{0}, o [cosx](" = [cosx]("**) dla n € NU {0},
[sin x]?%) = (—1)sin x, [cos x]?K) = (—1)k cos x,
[sin x]k—1) = (~1)k*1cos x, k € N. [cos x]?k=1) = (—1)ksinx, k € N.
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Rézniczka funkcji i pochodne wyzszych rzedéw

Funkcja y = e*, x€R. = o [e¥](W =X, x€R dla wszystkich n=10,1,2,3,....

Funkcja y =sinx, xeR. Funkcja y = cosx, xeR.

o [sinx] = cosx, o [cosx] = —sinx,
[sin x]"” = [cosx]" = —sinx, [cosx]” = [—sinx]’ = — cos x,
[sin x]"" = [cos x]"" = — cos x, [cos x]"" = [~ cos x]” = sin x,
[sin x]*) = [cos x]"" = sinx, [cos x]™ = [sinx]"”" = cos x,
[sin x]®) = [cos x]®*) = cos x, ... [cos x]®) = [cos x]*®) = —sinx, ...

o [sinx]™ =[sinx]™*) dlane NU{0}, o [cosx](" = [cosx]("**) dla n € NU {0},
[sin x]?%) = (—1)sin x, [cos x]?K) = (—1)k cos x,
[sin x]k—1) = (~1)k*1cos x, k € N. [cos x]?k=1) = (—1)ksinx, k € N.

Formuta Leibniza.

Funkcje f, g majq pochodne na zbiorze A az do rzedu n€ N (wtacznie).
o [fg](" = E (’)f(" Nglh) = (7 )f(n)g( ) +(Df Fl=Dg) 4 ... 4 (Z)f(o)g(n)_
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Aplikacje pochodnej funkcji

Twierdzenia o $redniej wartosci funkgji (Rolle'a, Lagrange’a) i reguta I'Hospitala naleza do
najczestszych zastosowan pochodnej w praktyce.

Twierdzenie Rolle’a o wartosci Srednie;j.

o Funkcja f jest ciggta na (a; b).
o f(a) = f(b).
o f'(x)€R* dla wszystkich x € (a; b).

= o Istnieje c€(a; b): f'(c) =0,
c=a+0(b— a), gdzie 0€(0;1).

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej (rachunek rézniczkowy).

o Funkcja f jest ciagta na (a; b).
o f'(x)€R* dla wszystkich x € (a; b).

} = o lIstnieje c€(a; b): f'(c) = %'
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Aplikacje pochodnej funkcji

Twierdzenia o $redniej wartosci funkgji (Rolle'a, Lagrange’a) i reguta I'Hospitala naleza do
najczestszych zastosowan pochodnej w praktyce.

Twierdzenie Rolle’a o wartosci Srednie;j.

o Funkcja f jest ciggta na (a; b).
o f(a) = f(b).
o f'(x)€R* dla wszystkich x € (a; b).

= o Istnieje c€(a; b): f'(c) =0,
c=a+0(b— a), gdzie 0€(0;1).

Twierdzenie Lagrange’a o wartosci Sredniej (rachunek rézniczkowy).

o Funkcja f jest ciagta na (a; b).
o f'(x)€R* dla wszystkich x € (a; b).

} = o lIstnieje c€(a; b): f'(c) = %'

Oznaczmy b = a+ h, h€ R, dla wystarczajaco matej h mozemy zatozy¢ a + 0h = a.
o h=b—a c=a+0(b—a)=a+6h 6€(0;1).
o f(b)—f(a)="f(a+h)—Ff(a)="F'(a+06h)-h heR, 0€(0;1).
o f(a+h)="f(a)+f'(a+0h)-h=f(a)+f'(a)h=rf(a)+df(a,h).
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Aplikacje pochodnej funk

Twierdzenia Rolle'a i Lagrange'a gwarantuja istnienie c € (a; b).
Jednak nie mozemy z nimi znalez¢ takich punktéw ani okresli¢ ich liczby.

Y f'(c1) =0 /f
f(a) f(b)"/
() =0
0 a a 22 b
o f(c)=0

oznacza, ze styczna do wykresu funkcji f
w punkcie ¢ jest réwnolegta do osi x.
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Aplikacje pochodnej funkcji

Twierdzenia Rolle'a i Lagrange'a gwarantuja istnienie c € (a; b).
Jednak nie mozemy z nimi znalez¢ takich punktéw ani okresli¢ ich liczby.

y
f

f'(c)) =0 f
; : / f(b) 4

f(a) f(b)“/
t i &
f\m,\/

Fla) =0 fa
0 a a c; b o  a a o b X
o f'(c)=0 o f(c)= f(bgiz(a)
oznacza, ze styczna do wykresu funkgcji f oznacza, ze styczna do wykresu
w punkcie ¢ jest rownolegta do osi x. funkcji f w punkcie c jest réwnolegta

do prostej linie taczacej punkty [a; f(a)]
i [b; f(b)], tj. f'(c) =tga.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

03 01 02 03 04 04

Aplikacje pochodnej funkcji

Wyrazenia nieokreslone typu %, lub == s3 czgsto obliczane przy uzyciu reguty I'Hospitala.

Reguta L’Hospitala. Funkcje f, g, punkt a€ R*, otoczenie O(a).

o f'(x)eR*, g'(x)eR* dla wszystkich x € O(a), x # a.
lim 264 = peR*.

x=2 809 = o lim [0 — jim 700 —p
o lim f(x) = £o0, lim g(x) = +oo [L'H=]. } x—a 80 x—a &£
xX—a xX—a
. o . i
lub o Xlina f(x) = l@ag(x) =0 [L'HY].
Nie wynika to z istnienia lim ) istnienie lim fl,(x).
x—a (x) x—a & (x)

<

o Bardzo wazne jest zweryfikowanie wszystkich zatozen reguty I'Hospitala.

f:g(% = be R* jest weryfikowany na biezaco podczas obliczen.

o Stuszno$é zatozenia lim
x—a &

o Mozemy tez kilka razy z rzedu skorzysta¢ z reguty de |'Hospitala:
c ) o ) o ) 9
g6 = M, g6 = M, e = 00 = fim, gmpg: kN
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Aplikacje pochodnej funkcji

Function y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), n€ N,
otoczenie O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0). ..., f"(x0) €R (skohiczone).

Wielomian Taylora stopnia n funkgcji f w Srodku xp jest zdefiniowany jako

n / 1 n n
° T,,(X):kz 0l =) _ f(yg) 4 Flobbem) Ly A0 be) e ().
=0

Dla xp = 0 nazywa sie to wielomian Maclaurina

k!

o To(x) = 3o L f(0) 4 L@ | 1@ L A0 e o).
pr 1! 2! n!
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Aplikacje pochodnej funkcji

Function y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), n€ N,
otoczenie O(xp) C D(f), f'(x0), f"(x0). ..., f"(x0) €R (skohiczone).

Wielomian Taylora stopnia n funkgcji f w Srodku xp jest zdefiniowany jako

n n n
° Tn(x)zngf@o) + Lo Cex) Ly A0 e ().
=0

Dla xp = 0 nazywa sie to wielomian Maclaurina

no (k) Xk 7(0)-x 1700)-x (M (0).x"
Tab) = 3 = £(0) + ZQx 4 FQ@X 4 4 2O e 0(0).

Oznaczmy h = x — xp, x = xp + h, h€ 0(0).
LTV ) " x0)- )

o Talxo+h) = > LO0QH _ p(ypy 4 FCabh 4 FCa) iy PN e ).
k=0

Reszta R,(x) = f(x) — T,(x) wyraza btad aproksymacji f uzywajac T,(x).

o Ri(x)= f(NH)(XOJ“g((X,;?)p'(X_X")n“, x € O(xp), gdzie € (0;1). (forma Lagrange'a).
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Aplikacje pochodnej funkcji

Najlepsze lokalne przyblizenie przy uzyciu wielomianéw.

Aproksymacja f za pomoca T,(x) stopnia n€ N w $rodku xo € D(f):
o Ma charakter lokalny w otoczeniu O(xp).

o Jest to najlepsze ze wszystkich przyblizen wykorzystujacych wielomiany stopnia n.
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Aplikacje pochodnej funkcji

Najlepsze lokalne przyblizenie przy uzyciu wielomianéw.
Aproksymacja f za pomoca T,(x) stopnia n€ N w $rodku xo € D(f):
o Ma charakter lokalny w otoczeniu O(xp).

o Jest to najlepsze ze wszystkich przyblizen wykorzystujacych wielomiany stopnia n.

F(x)=v1+x=(x+1)3, xe(—1;00), x0 =0, f(x) = £(0) =

o fi(x)=3(x+1)75= 3\3/(;71)2,x>—1. o f1(0)=1.
o f'(x)=-2 L(x+1)73 :ﬁﬂo —il, o f"(0)= 2.
o f(x)=-3-(-2)-(x+1)"3 = ﬁ x>-1. e f"(0)=1
= o VIHx~ Ta(x) = £(0) + FQx 4 F1OE | O _ g 4 x 2 52 0(0).
~ To(x) = F(0) + ZOx L 1O _ 3 4 x_ 2 c0(0) 2 btedem Ry (x).
~ Ti(x) = f(0) + ( ) =1+3, x€0(0) z btedem Ry (x).
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Aplikacje pochodnej funkcji

Obliczamy wielomian Taylora T,(x) funkgcji f(x) = v/x2 + 1.
o Reczne rézniczkowanie jest dos¢ pracochtonne.

(%i2) f£(x):=sqrt(x~2+1)$ print("f(x)=", f(x),
"o fo(x)=", diff(£f(x),x),
", £’ (x)=", ratsimp(diff (£(x),x,2)),

", £22°(x)=", ratsimp(diff (£f(x),x,3)))$
(0= VL, 1100 = e, 7(e) = 5, 1700 = el
(%i3) taylor (f(x),x,0,1);
14--.
0i4) taylor (f(x),x,0,2);
(%i4) taylor (£(x) )
145+
(%i5) taylzor(f(x),x,O,B);
i okl
0i6) taylor (£(x),x,0,4);
(%i6) taylor (£(x) )
1+5 —%F+:.--
(%i7) taylzor(f(x),x,OS,18);

X2 x x® _ 5x 70 21X | 33xM  420x1% | 71548
1+ T -8t 1t e 1024 T 2048 32768 T 65536 T
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Badanie zachowania funkcji

Waznga czescia badania zachowania funkgji jest wyznaczenie przedziatéw, na ktérym ta funkcja
jest monotoniczna.

Funkcja f jest ciagta na przedziale /, dla wszystkich x €/ istnieje f'(x) € R (skorczona).

Funkcja f jest na | e rosnaca. < Dla wszystkich x €/ obowigzuje o f’(x) > 0.
o malejaca. & o f'(x) <0
e niemalejaca. & o f'(x) > 0.
@ nierosnaca. < o f'(x) <0.
o stata. & o '(x)=0.
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Badanie zachowania funkcji

Waznga czescia badania zachowania funkgji jest wyznaczenie przedziatéw, na ktérym ta funkcja
jest monotoniczna.

Funkcja f jest ciagta na przedziale /, dla wszystkich x €/ istnieje f'(x) € R (skorczona).

Funkcja f jest na | e rosnaca. < Dla wszystkich x €/ obowigzuje o f’(x) > 0.
o malejaca. & o f'(x) <0
e niemalejaca. & o f'(x) > 0.
@ nierosnaca. < o f'(x) <0.
o stata. & o '(x)=0.

Warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego.

Funkcja y = f(x), x€D(f), xo € D(f) jest punktem wewnetrznym D(f), istnieje f'(xo).

o Funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie xo. = o f'(xp) = 0.

o Funkcja f moze mie¢ ekstremum lokalne réwniez w punkcie, gdzie pochodna nie istnieje.

o f'(xp) = 0 nie gwarantuje istnienia ekstremum lokalnego funkcji f w punkcie xo € D(f).
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Badanie zachowania funkcji

o Jesli f/(x0) = 0 zachodzi, to punkt xo € D(f) nazywa si¢ stacjonarny.
Szukajac ekstreméw lokalnych funkcji f, musimy zbadac¢:

o Wszystkie punkty x € D(f), dla ktérych zachodzi f'(x) = 0.

o Wszystkie punkty x € D(f), gdzie f'(x) nie istnieje.
W poszukiwaniu ekstremum globalnego funkcji f musimy dodatkowo zbadaé:

o Wszystkie punkty brzegowe x € D(f).
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Badanie zachowania funkcji

o Jesli f/(x0) = 0 zachodzi, to punkt xo € D(f) nazywa si¢ stacjonarny.
Szukajac ekstreméw lokalnych funkcji f, musimy zbadac¢:
o Wszystkie punkty x € D(f), dla ktérych zachodzi f'(x) = 0.
o Wszystkie punkty x € D(f), gdzie f'(x) nie istnieje.
W poszukiwaniu ekstremum globalnego funkcji f musimy dodatkowo zbadaé:
o Wszystkie punkty brzegowe x € D(f).
Funkcja y = f(x), xe D(f), xo € D(f), f'(x0) = 0, dla wszystkich x € O(xp) istnieje f'(x).

f’(x) > 0 dla x < xp (rosnaca w lewo).
° ,( 0 ( é! ) = o f(xp) jest wtasciwe maksimum lokalnym.
f'(x) < 0dla x > xp (malejaca w prawo).
(

= o f(xp) jest wtasciwe minimum lokalnym.
x) > 0 dla x > xg (rosnaca w prawo) } (o) | Y

)

(x)
o f'(x) < 0dla x < xp (malejaca w lewo)
f'(x)

(x)

o f'(x) >0, lub f/(x) < 0 dla x # xo. = o f(xp) nie jest ekstremum.
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Badanie zachowania funkcji

Badajac ekstrema lokalne funkcji, mozemy réwniez skorzystac z drugiej pochodne;j.

y = f(x), xe D(f), xoe D(f), f'(x0) =0, f"(x0) € R — {0} (skonczona niezerowa).

Jesdli f'(x) =01i o f’(x0) < 0. = o f(xp) jest wtasciwe maksimum lokalnym.

o (x0) >0.= o f(xp) jest wtasciwe minimum lokalnym.

f(x) =x3—6x>+9x -2, x€R.
o f/(x)=3x>—-12x+9, f'(x)=6x—12, x €R. o f/(x)=0. & x=1lub x =3.
(1) =-6<0. =f(1)=1-6+9-2=2>0 wtasciwe maximum lokalne.
f"(3)=6>0. =1f(3)=27—-54+27—-2=-2<0 wtasciwe minimum lokalne.
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Badanie zachowania funkcji

Badajac ekstrema lokalne funkcji, mozemy réwniez skorzystac z drugiej pochodne;j.

y = f(x), xe D(f), xoe D(f), f'(x0) =0, f"(x0) € R — {0} (skonczona niezerowa).

Jesdli f'(x) =01i o f’(x0) < 0. = o f(xp) jest wtasciwe maksimum lokalnym.

o (x0) >0.= o f(xp) jest wtasciwe minimum lokalnym.

f(x) =x3—6x>+9x -2, x€R.

o f/(x)=3x>—-12x+9, f'(x)=6x—12, x €R. o f/(x)=0. & x=1lub x =3.
(1) =-6<0. =f(1)=1-6+9-2=2>0 wtasciwe maximum lokalne.
f"(3)=6>0. =1f(3)=27—-54+27—-2=-2<0 wtasciwe minimum lokalne.
Jedli f'(x0) = f”(x0) = 0, to funkcja f moze mie¢ ekstremum w punkcie xg lub nie.

o Funkcja f(x) = x3, x€ R nie ma ekstremum f(0) = 0 w punkcie x = 0.

f'(x) = 3x2, f"(x) = 6x, f'(0) = f"(0) = 0.
[x*<f(0)=0dlax<0ax®>f(0)=0dlax>0]

o Funkcja f(x) = x*, x€ R ma wiasciwe minimum lokalne f(0) = 0 w punkcie x = 0.

f'(x) = 4x3, f'(x) = 12x2, f'(0) = f’(0) = 0. [x* > £(0) = 0 dla wszystkich x # 0.]
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Badanie zachowania funkcji

Funkcja f jest ciagta na przedziale /, dla wszystkich x €/ istnieje f'(x) € R (skoficzona).

f jest na | o wypukfa. & f/ jest na | e niemalejaca.
o wklesta. & @ nierosnaca.
o SciSle wypukta. < @ rosnaca.
o Scisle wklesta. & o malejaca.

Funkcja f jest ciggta na przedziale /, dla wszystkich x €/ istnieje f”/(x) € R (skonczona).

f jest na | o wypukfa. < Dla wszystkich x €/ obowigzuje o ”(x) > 0.
o wklesta. & o f"(x) <O.
o Scisle wypukta. < o (x) > 0.
o Scidle wklesta. < o '(x) <O0.

Badajac wypuktos¢ i wklestoé¢ funkgji f, musimy zbadadé:

o Wszystkie punkty x € D(f), gdzie funkcja f jest ciagta i dla ktérej istnieje f”/(x) = 0.
o Wszystkie punkty x € D(f), gdzie funkcja f jest ciagta i gdzie f”/(x) nie istnieje.
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Badanie zachowania funkcji

Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia.

Funkcja y = f(x), x€ D(f), xo € D(f) jest punktem wewnetrznym D(f), istnieje '(xo).
@ Xxp jest punktem przegiecia funkcji f. = o f”(x) = 0.

o Funkcja f moze mieé przegiecie w punkcie, w ktérym druga pochodna nie istniegje.

Funkcja y = f(x), xe D(f), xo € D(f), f'(x0) € R, dla wszystkich x € O(xp) istnieje f”(x).

o f(x) > 0dla x < xp (wypukta w lewo).
f"(x) < 0dla x> xo (wklesta w prawo).

o /(x) < 0dlax < xp (wklesta w lewo).
f'(x) > 0 dla x > xp (wypukta w prawo).

}é @ xp jest punktem przegiecia f.

}é @ Xp jest punktem przegiecia f.

o (x) >0, lub f’(x) < 0 dla x # xo. = @ Xp nie jest punktem przegiecia f.

y = f(x), xe D(f), xoe D(f), f"(x0) =0, ""'(x0) €R.

o (xo) # 0 (niezerowa). = e X jest punktem przegiecia f.
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Badanie zachowania funkcji

Mozemy uogdlni¢ poprzednie wyniki.

y = f(x), x€ D(f), punkt xo € D(f), n€ N.

f'(x0) = " (x0) = --- = F"V(x0) = 0, FN)(x) # 0.
o n=2k—1, { o f(W(x9) > 0. = o f rosnaca w punkcie xg. }f(xo) nie jest
k€N (nieparzysta) . . = o f malejaca w punkcie xg. ekstremum.

(

o f(M(x) <0
(
(

)
o n =2k, { o f(W(x0) > 0. = o f(xp) to whaéciwe minimum lokalne.
)

ke N (parzysta). o f(W(x9) < 0. = o f(xp) to whaéciwe maksimum lokalne.

y = f(x), xe D(f), punkt xo € D(f), neN.

f'l(x0)ER, f'(x0) = --- = FIV(x) = 0, F(N)(xg) # 0.

o n=2k+1, ke N o xg jest punktem przegiecia funkgji f.
(nieparzysta).

o n=2k, keN o f(W(xp) > 0. = o f jest $ciéle wypukta w punkcie xo.
(parne). {

o f(M(x0) < 0. = o f jest 4ciéle wklesta w punkcie xo.
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Zachowanie funkcji

Zbadanie zachowania funkcji f oznacza wyznaczenie:

Dziedzina D(f), punkty i przedziaty ciagtosci i nieciggtosci.

Parzystos¢, nieparzystos¢, okresowo$¢ lub inne specjalne wtasciwosci.

Granice jednostronne w punktach nieciagtosci, punktach granicznych i punktach +oo.
Punkty zerowe, przedziaty, w ktérych f jest dodatnie i ujemne.

f’, punkty stacjonarne, ekstrema lokalne i globalne, przedziaty, w ktérych f roénie, maleje
i jest stata.

", punkty przegiecia, przedziaty, w ktérych f jest wypukta i wklesta.
Asymptoty (pionowa, uko$na z nachyleniem, pozioma).
Przeciwdziedzing H(f) i naszkicuj wykres funkcji.

Wykres zwykle daje nam najlepsze wyobrazenie o zachowaniu funkcji. Podczas jego
budowy wykorzystujemy wszystkie znalezione dane.

Ale czesto s3 one niewystarczajace, wiec musimy je uzupetniaé odpowiednio dobrane
wartosci uzytkowe.
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Catka nieoznaczona

Nl T

Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima
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Podstawowe pojecia

o Woprowadzenie pojecia pochodnej motywowali§my zadaniem wyznaczenia predkosci
chwilowej punktu masy, ktéry porusza sie po linii proste;.
o Mozemy odwréci¢ problem i poszuka¢ Sciezki punktu masy pod warunkiem, ze znamy

jego predkos¢ chwilowa w danym czasie.
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Podstawowe pojecia

o Woprowadzenie pojecia pochodnej motywowali§my zadaniem wyznaczenia predkosci
chwilowej punktu masy, ktéry porusza sie po linii prostej.

o Mozemy odwréci¢ problem i poszuka¢ Sciezki punktu masy pod warunkiem, ze znamy
jego predkos¢ chwilowa w danym czasie.

Funkcja f(x), x € [ jest zdefiniowana na przedziale otwartym | C R.
Funkcja F(x), x € | nazywa sie funkcja pierwotna (dla) funkcji f(x)naprzedzialel, jesli dla
wszystkich x € [ istnieje pochodna F’(x) i dla wszystkich x € | obowiazuje F'(x) = f(x).

Funkcja F(x) jest pierwotna funkcji f(x) na przedziale /, ¢ € R (stata).

= o Funkcja G(x) = F(x) + c jest pierwotna funkcji (x) na przedziale /.

o Z definicji wynika, ze funkcja pierwotna F jest ciagta na przedziale /.

Funkcje F(x), G(x) sa pierwotne funkcji f(x) na przedziale /.

= o Funkcja (F — G)(x) = F(x) — G(x) jest stata w przedziale /.
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Podstawowe pojecia

Wszystkie funkcje pierwotne dla danej funkgji f(x), x € I na interwale / réznia sie od siebie
o statg i tworzg zbiér {F(x) + ¢, c € R}, gdzie F jest dowolng funkcja pierwotna.
Ten zbidr nazywa sie catka nieoznaczona funkcji f na przedziale / i jest oznaczony

° /f(x)dx:{F(x)+c,x€I,cGR}:F(x)+c,x€/, ceR.

f(x), x € [ jest ciagta w przedziale /.

= o Istnieje /f(x)dx.

Polecenie integrate stuzy do catkowania.

(%il) ’integrate (1/(1+x72) ,x)

(%o1) /Xz—l+1 dx
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Podstawowe pojecia

(%i1) f(x):=1/(1-x"2);
(%ol) =5
(%02) Iog)(;Jrl) _ log (;71)

integrate (f(x),x);

@ Roézniczkowanie i catkowanie to operacje odwrotne na przedziale /.

Funkcja F jest pierwotna funkcji f na przedziale /, ¢ € R.

Dla wszystkich x € | obowiazuje:

o Uf(x) dx} = [F(X)+c}/ = f(x). ° / ’(x)dx:/f(x)dx: F(x) + ¢
(%il) integrate (1/(1+x72) ,x);
(%o1) atanx
(%i2) diff (%,x);
(%02) ﬁ
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Podstawowe pojecia

Catki nieoznaczone podstawowych funkcji elementarnych.

(pierwsza czes¢)

o/dx:/ldx:x+c

o/%:|n|x|+c dla x # 0.
o/eaxdx:§+c dlaa#0,x€R.

° /sinaxdx:—%—kc dlaa#0, x €R.

dx
o / > =
sin? ax

_ ctgax
a tc

daaz#0,xeRx# S keZ

° /sinhaxdx:%Jrc dlaa#0, x eR.

_ ctghax
a + c

dx _
o /sinh2 ax

daxeR. o /XadXZ

dlaa#0, x#0.

ot dlaa#—1, x £0.

=In|f(x)|+ ¢ dla f(x) #0

/ :lna—l—c dlaa>0a#1 xeR.

/cos axdx = S'";X +c dlaa#0, x€R.
° / cogzxax - tgaax +c

dlaa#0 xeR, x# T kez

° /coshaxdx:%Jrc dlaa#0, x€eR.

dx __ tghax
U /cosh2 ax  a +c

dlaa#0, x€R.
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Podstawowe pojecia

Catki nieoznaczone podstawowych funkcji elementarnych. (druga czes¢)
° /de:az = %arctgg +c = —% arcctgg + o, dlaa#0, x €R.
- /{ - /; [ - ] dx= & im|s2| e dla 20, x € R — {a}.
° d__ — arcsin X + ¢ = —arccos X + o, dlaa>0, x € (—a; a).

/a2 —x2 |al |a|

° /«/dfzx = =In|x+vx2 - 2%| +¢, dla a>0, x & (—o0; —a) U (a; 00).
Xc—a
° Xg:32:|n(x+ ﬁx2+a2)+c, dlaa>0,x€eR.

v

o W tabelach przedstawiono podstawowe wzory catkowania.
o Wozory te sa Scisle zwigzane ze wzorami na pochodne funkcji elementarnych.

o Ze wzgledéw praktycznych konieczne jest ich zapamietanie.
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Metody catkowania

\/7 =In(x+vVx2+1)+c, x€R. (catka z tabeli).

(%il) integrate (1/sqrt(x~2+1),x);
(%o01) asinh x

o Oba wyniki sa poprawne, poniewaz area sinus hiperboliczny jest zdefiniowany jako
y =arsinhx = In (x + vx2 + 1), x € R (patrz funkcje elementarne).

Metoda rozktadu.

Funkcje F, G sa pierwotne funkcji f, g na przedziale I, a,b € R, |a|+ |b| > 0.
= aF + bG jest pierwotna funkgcji af + bg na przedziale / i obowiazuje:

° /[af(x) + bg(x)] dx = a/f(x)dx—|— b/g(x)dx = aF(x)+ bG(x)+c, x€l, ceR.

o W praktyce piszemy bezposrednio /[af(x) + bg(x)] dx = aF(x) + bG(x) + ¢
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Metody catkowania

Catkowanie przez czesci.

Funkcje u, v maja ciagte pochodne u’, v/ na przedziale /.

= o /u(x) V/(x) dx = u(x) v(x) —/u'(x) v(x)dx, x € I.

o [uv]'=vv+uw'. = o uv:/[uv]’:/u’v+/uv’. = o /uv’:uvf/u’v.

o Metode catkowania przez czesci mozemy zastosowac kilka razy pod rzad, ale musimy
uwazaé, aby nie powréci¢ do pierwotnej catki przez ponowne uzycie.

o Metode jest stosowana dos¢ czesto. Nadaje sie do integracji funkgcji
P(x)e™, P(x)cosax, P(x)sinax, P(x)InQ(x), P(x)arctgQ(x),

gdzie P(x), Q(x) to wielomiany rzeczywiste, a € R, a # 0.

!

=| =
o/lnxdx:{u, x|
vi=1l |v=

=

X} :Xlnx—/dX:XInx—X+c,XG(O;oo),CGR.

beerb@frcatel.fri.uniza.sk http:/ /frcatel.fri.uniza.sk /users /beerb


mailto:beerb@frcatel.fri.uniza.sk
http://frcatel.fri.uniza.sk/users/beerb

Metody catkowania

Catkowanie przez podstawienie.

Funkcja F jest pierwotna funkcji f na przedziale /,
x = (t) ma pochodna na przedziale J, ¢(J) C I.

= F(¢(t)) jest pierwotna funkeiji f(¢(t)) - ¢'(t) na J i obowiazuje:

o [fle(0) - #/(Bdt = [F)dx = F(x)+ e = F(p(0) + . te S c € R

I, J to przedziaty, x = ¢(t) : J — | ma pochodng ¢’(t) # 0 na J,
Funkcja F(t) jest pierwotna funkcji f(p(t)) - ¢/(t) na J.

= F(¢7!(x)) jest pierwotna funkcji f(x) na przedziale / i obowiazuje:

° /lf(x)dx = /f((p(t)) @ (t)dt=F(t)+c=F(p ™ (x)) +c, x€l, ceR.

o W pierwszym przypadku nie musimy stosowaé podstawienia odwrotnego,

ale w drugim przypadku musimy uzy¢ podstawienia odwrotnego t = p~1(x).
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Metody catkowania

i 5 | Subst. t=Inx
O/XdX—|: dt:d%

u =Inx
o/lnxxdx—{, L
vi=>

:>2/“‘—de:|nzx+2c. = o /“‘Tde:'"zx+c,x>0,ceR.

teR

Xe(o;oo)} :/tdt:§+c:'";X+c,xe(0;oo),ceR.

1
u'== 2

* | =Inx— [Inxdx.
v =Inx X

(Réwnanie z catka jako nieznanym parametrem.)

X

f(x) ma na przedziale / funkcje pierwotna F(x), liczbe rzeczywista a, b € R, a # 0.

o /f(at+b)dt: {S“bSt'X:"’”ﬂ :/LX)C‘X = P | o Flatib) 4 o

dx = adt &l &l

° /f(t—l—b)dtz [S“b“'x;jdﬂ :/f(x)dx: F(x)+c=F(t+b)+cdaa=1.

. /f(—t)dt: [Subs(;c).(xz:_;” = _/f(x)dx: —F(x)+c=—F(-t)+cdlaa=-1.
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Metody catkowania

Podczas catkowania czesto taczone s3 rézne metody i czesto musza byé uzywane kilka razy z

rzedu.
Jesli uzyjemy réznych metod catkowania, mozemy obliczy¢ rézne funkcje pierwotne.
(Mozemy zweryfikowaé poprawnos$¢ rozwiazania, np. przez rézniczkowanie.)

dx =costdt, (sint) =cost>0dlate(-5;%) }

dx Subst. x =sint|x € (—1;1)
Y =
V/1—x2 t=arcsinx |t € (—%; %) |V1—x2=+1—sin2t=+cos?t=|cost| = cost
_ costdt __ _ _ 2 _1-
—/cost —/dt—t+c—arc5|nx+c,xe( 1;1), c € R.
dx Subst. x =cost|x € (—1;1)|dx = —sintdt, —(cost)’ =sint > 0dla t € (0;7)
o ——— =
V/1-x2 t=arccosx |t € (0;m) |V1I—x?=+1—cos’t=+/sin?t=[sint|=sint

sint

:/M:f/dt:7t+c:farccosx+c, x€(-1;1), ce R
Oba rozwiazania s3 poprawne, poniewaz dla wszystkich x € (—1;1) obowiazuje:
5, tj. arcsinx = —arccos x + 7.

arcsin X + arccos x = e
(Wszystkie funkcje pierwotne dla danej funkcji w przedziale r6znia sie o stata.)
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Catka oznaczona

Nl T

Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima
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Podstawowe pojecia

o W tej sekcji zajmiemy sie catka funkcji, ktéra w przeciwienstwie do catki nieoznaczonej
nie jest funkcja, ale okreslong wartoscia (liczba lub +00).

o Catke oznaczona mozemy zdefiniowaé na kilka sposobdéw.

o Definiujemy to za pomoca sum czesciowych i nazywamy to catka Riemanna

(oznaczona).
y y n
Dp(n) < P < Gp(n) f Gp(n) =Y M; - Ax f
i=1
M, Ms
M/
P
X x X
5<0 5<1 5<2 5<3 Xn—3 Xn—2 Xn—1Xp a b 3<0 X1 X2 X3 Xn—ﬁ Xn;Q Xn—1 Xn
Xo=a AxAx Bl =g X =a |AxAx Dx Ax b =x,

Trapez krzywoliniowy P okreslony przez nieujemna funkcje f na przedziale (a; b) i jego
przyblizenie za pomoca sum Dp i Gp
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Podstawowe pojecia

Funkcja y = f(x), x € (a; b) jest dodatnia ciagta, punkty a,b € R, a < b.
Wyznacz pole zawartosci zbioru P = {[x;y] € R?, x € (a;b) ,0 < y < f(x)}.
o Podzielmy (a; b) uzywajac punktéw a=x9 < x3 <X < - < X1 <X, =b, n€ N
na n podprzedziatach (xo; x1), (x1; x2), (X2; X3), - .-, (Xn—2i Xn—1), (Xn—1; Xn)

b—a
Fr

tej samej dtugosci Ax =x1 —Xg=Xo — X1 =+ = X — Xp_1 =
o m;=min{f(x), x € (xi—1; %)}, M; = max{f(x), x € (xi—1;x)} dlai=1,2,... n.

Wtedy dla zbioru P obowiazuje:

m; - Ax = Dp(n) < P < Gp(n) = Y M; - Ax.

1 i=1

M=

o Jedli zmniejszymy Ax (zwiekszamy n), oszacowania Dp, Gp poprawia sie (nie pogorsza).

e Dla Ax= % — 0, tj. noo bedzie obowigzywaé (Zobacz nastepny slajd.)

(z dotu) Dp(n) — P + Gp(n) (z gory).
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Podstawowe pojecia

Przedziat (a; b) nie jest zdegenerowany, funkcja y = f(x), x € (a; b) jest ograniczona.
o Podziat przedziatu (a; b) nazywamy dowolnym skoriczonym zbiorem punktéw
D = {xo,x1,%2, ..., Xn} = {Xi}i—g, NEN,
dla ktorych a =xg < x1 < x < -+ < Xp—1 < X, = b.
® Xo, X1, -.., Xn nazywamy punktami podziatu (jednoznacznie okre$laja podziat D).
o Dtugosci przedziatéw d; = (x;_1;x;), i = 1,2,...,n oznaczamy Ax; = X; — Xj_1.

Dtugosé najdtuzszego z tych przedziatéw nazywamy norme podziatu D i oznaczamy
w(D), tj. u(D) =max{Ax;, i =1,2,...,n}.

o Dla sumy dtugosci przedziatéw di, db, ..., d, obowiazuje
Axi+Ax+ -+ Ax, =X, — xg = b — a.

o Zbiér wszystkich podziatéw (a; b) oznaczamy D,y = {D, D jest (a; b)}.
o m; =inf{f(x), x € (xi—1; X))}, M;=sup{f(x), x € (xi—1;x)}, i=1,2,...,n.
o Dolna Sp(f, D) i gérna suma Riemanna S¢(f, D) funkcje f w podziate D nazywane s3a

liczbami Sp(f, D) = > m; - Ax; i Sg(f,D) = > M; - Ax;.
i=1 i=1
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Podstawowe pojecia

Liczby L
b b
/f(x)dx — sup {Sp(f, D), D € Doy ). /f(x) dx = inf {Se(f, D), D € Doty }

nazywamy dolng i gérng catka Riemanna (oznaczonga) f na przedziale (a; b) (od a do b).

Te liczby zawsze istniejg i maja zastosowanie
b b
m(b—a) < /f(x)dx < /f(x)dx < M(b— a),

podczas gdy m = inf {f(x), X€<a; b)}, M =sup{f(x), x € (a; b)}.

Jedli zachodzi réwno$¢ miedzy dolng i gérna catka Riemanna, to ta warto$é

/;‘(X) dx = /abf(x) dx = /al:‘(x) dx

nazywamy catka Riemanng (oznaczong) funkcji f na przedziale (a; b).

Funkcje f nazywamy funkcje f catkowalng w sensie Riemanna (R-catkowalng)
na (a; b) i oznaczmy f € Rap).
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Podstawowe pojecia

Zmienna integracyjna nie ma wptywu i zamiast x mozemy napisa¢ dowolny symbol.

[1wex= [Fose= [fwou= [Fraz= [Feae

o Suma czesciowa (catkowa) Riemanna funkgji f przy podziate D i wybére punktéw T,
podczas gdy T = {t1,to, ..., ta} = {t;, t; € (xi—1;X)};—; nazywamy liczba

Sr(£,D) = 3. f(t) - Ax;

o Funkcja f ma nieskoriczenie wiele sum dla danego podzialu D. Jedli y = f(x), x € (a; b)
jest ciagta, wtedy uzyskuje swoje ekstrema w (x;_1;x;), i =1,2,...,n.

Sp(f, D), Sg(f, D) reprezentuja sumy czeSciowe Riemanna przy wybdre punktéw T.

[ a2t &t th2 thitnb [ et n t; th-2to-itn b
P T el PO U N il
N X % X Xn3¥n2Xn1Xn X X0 K Kn3%e2Xe 1%

Suza czesciowe (catkowe) Riemanna funkgji f przy podziale D i rézne wybory punktéw T
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Podstawowe pojecia

e Badajac funkcje catkowalna Riemanna f na (a; b), nie potrzebujemy kazdego
podziatu D €D,;py.
Po prostu ogranicz si¢ do normalnych ciagéw podzialow {Dy},~, C Dia;by
tj. dla ktérych obowiazuje klim w(Dy) = 0.
—00

Nastepnie dla kazdego wyboru punktéw T obowiazuje
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a
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Podstawowe pojecia

e Badajac funkcje catkowalna Riemanna f na (a; b), nie potrzebujemy kazdego
podziatu D €D,;py.
Po prostu ogranicz si¢ do normalnych ciagéw podzialow {Dy},~, C Dia;by
tj. dla ktérych obowiazuje klim w(Dy) = 0.
—00

Nastepnie dla kazdego wyboru punktéw T obowiazuje
b

k|i_>m0057‘(lc7 Dk):/f(x)dx

a

: f ¥
Xo X1 X2 X3 Xk—1 Xk Xo X1 X2 X3 Xk—1 Xk

K K K kK
Sp(F,D) =Y. mi- Ax; =Y i = k2L Sr(F,D) =Y f(t;) - Axi =y 2=t =1
i=1 i=1 i=1 i=

1
/% = 1 (nastepna strona).
0
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Podstawowe pojecia

1
! % = %. Funkcja f(x) = 5, x € (0; 1) jest rosnaca ciagta, f € Ry.).

o Normalny ciag podzialow {Dy},2; C D(0.1), podczas gdy Dy = {é}f;o dla k € N.

i

o Dlai= 1,2 k obowiqzuje AX,‘ = %, m; = f(X,'_l) = %, M,' = f(X,‘) = 2"

(0+k—1)k

& K
_ _ 1 1 0-+1+-- +(k 1) _ T _ k=1 _ 1 1
SD(vak)*me'AXf*ZIW'; e = e = ok =4 ik
= =
. . 1 140tk . B 1, 1
— I — 2 — —
SG(faDk)—Z’V’ AX'_27'Z_72/<2 e = 4k — 1T
i=1 =

1
xdx _ 3 i — i —
- - /0T = lim Sp(f, D) = fim Se(F, D) = lim (3% &) =1

e wybierzmy T = {t,-}j;l jako $rodki przedziatéw (x;_1; x;), i =1,2,...,k,

tj. t = 1(52 + 1) = 21, nastepnie f( i) = 22”( i obowiazuje
k k. (14+2k—1)k
21 1 _ 1434-4(2k—1)  GEEDE
Sr(f, D)= f(t) D =) Bt 4 = RN = —p = L
i=1 i=1
1
= o [ X = lim Sr(f,Dy) = lim ;=1
/0 2 k—o00 T( ’ k) k—>oo4 4
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Podstawowe wfasciwosci

o Geometrycznie reprezentuje catke oznaczona Riemanna na przedziale (a; b) pole trapezu
krzywoliniowego okreslone funkcja f na przedzial (a; b).

Ponizej osi x (tj. dla ujemnej wartosci f) ten obszar jest ujemny.

y b y b Fooy
f
/Ef(x)dx<0 m /af(X)dX /{ N
a b x | [ x . [ x
8 \e/ b d . b
L\—/Lf /3f(x)dx>0
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Podstawowe wfasciwosci

o Geometrycznie reprezentuje catke oznaczona Riemanna na przedziale (a; b) pole trapezu
krzywoliniowego okreslone funkcja f na przedzial (a; b).

Ponizej osi x (tj. dla ujemnej wartosci f) ten obszar jest ujemny.

y b y b Fooy
f
/Ef(x)dx<0 m /af(X)dX /{ N
a b x | [ x . [ x
8 \e/ b d . b
L\—/Lf /3f(x)dx>0

Funkcje f,g € Rapy, liczba c € R.

= cf,f +g,|f|,f3fg € R(a:y i obowiazuje:

o / () dx = / Fo)d, o / TFO0) + g(x)] dx = / o) dxt / () dx.

Jedli inf {g(x),x € (a; b)} > 0, lub sup{g(x),x € (a; b)} < 0, nastepnie takze é,é € Riab)-
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Podstawowe wfasciwosci

Funkcje f, g € R(ab)-

o f(x) > 0 dla wszystkich x € (a;b). = o [ f(x)dx >0.

o g(x) > f(x) dla wszystkich x € (a; b). = : /g(x)dx > /f(x) dx.

a

Funkcja f € R, | C R jest przedziatem ograniczonym, punkty a, b, c € | s3 dowolne.

= o /a[;f(x)dx:/a(;‘(x)dx+/clj’(x)dx.

A\

Y b o b Y b o e Y b e o e b ¢ a Y b b oa
=il fi=Jo )b =lo=to-1s fi=lo=o* e h=l-)
— — f — ——f — f

/bC: /ba+ /: /ba: /bc+ /:

a<b<c b<a<c b<c<a c<a<b

Mozemy zilustrowa¢ addytywnos¢ catki Riemanna na wektorach.
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Metody catkowania

Obliczanie catki Riemanna (wzér Newtona-Leibniza).

Funkcja f € Ry,p), funkcja F jest pierwotna funkcji f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)K_
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Metody catkowania

Obliczanie catki Riemanna (wzér Newtona-Leibniza).

Funkcja f € Ry,p), funkcja F jest pierwotna funkcji f na (a; b).

= o /;‘(x)dx — F(b) — F(a) = [F(X)}b_

a

(%il) integrate(f(x),x,-1,1);

1
(%o1) /_f(x)dx

1
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Metody catkowania

o Catki oznaczone s3 generalnie obliczane przy uzyciu catek nieoznaczonych.

o Mozemy modyfikowaé metode przez czesci i metody podstawienia i bezposrednio z nich
obliczy¢ catke oznaczona.

Po podstawieniu nie musimy wraca¢ do oryginalnych zmiennych.

Metoda przez czesci.

u ' v, v € Rigpy. = o /Z(X) v/(x)dx = [u(x) v(X)}b - /abu’(x) v(x)dx.

a

27 a - o 27
/ x?sinxdx = {”,*X e ] = [—x2cosx} +/ 2x cos x dx
v 0
0 0

sinx | v =—cosx

, 27\' 271'
o=2 ]: {—4772-1+02-1}+[2xsinx} —/ el
0 0

v =sinx

{u =2x

v/ =cos x

—4w2+[4w-0—2-0-o} — {—2COSXK7T:—47T2— {—2-1+2~1} e
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Metody catkowania

Metoda podstawienia.

f jest ciagte na [, ¢ jest ciagta na J, p(J) C I,

| to przedziat z granicami a, b, J to przedziat z granicami a, 5, p(a) = a, p(5) = b.
b

B
= f(p)¢’ € R; i obowiazuje o /f(x) dx = / flo(t)]’(t)dt. (Mozna uzywaé w obu kierunkach.)

a
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Metody catkowania

Metoda podstawienia.

f jest ciagte na [, ¢ jest ciagta na J, p(J) C I,
| to przedziat z granicami a, b, J to przedziat z granicami a, 5, p(a) = a, p(5) = b.

b B
= f(p)¢’ € R; i obowiazuje o /f(x) dx = / flo(t)]’(t)dt. (Mozna uzywaé w obu kierunkach.)

/17X2dX Subst. x =sint xe( 1;1) 1=sin% V1—x2=1/1—sin’t = Vcos?t = [cost| = cos t
dx =costdt|te€ (—%;F) |-1=sin(-%) cost > 0 dla wszystkich t € (—%3;
% 2 %1 2t 1 £ 1 2]
= [ cosPtdt= [ HpEHdt=3 [1+c052t]dt:§{t+s'” }
s ™ s o,
-7 -7 -2 2
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Metody catkowania

Metoda podstawienia.

f jest ciagte na [, ¢ jest ciagta na J, p(J) C I,
| to przedziat z granicami a, b, J to przedziat z granicami a, 5, p(a) = a, p(5) = b.

b B
= f(p)¢’ € R; i obowiazuje o /f(x) dx = / flo(t)]’(t)dt. (Mozna uzywaé w obu kierunkach.)

/17X2dX Subst. x =sint xe( 1;1) 1=sin% V1—x2=1/1—sin’t = Vcos?t = [cost| = cos t
dx =costdt|te€ (—%;F) |-1=sin(-%) cost > 0 dla wszystkich t € (—%3;
% 2 %1 2t 1 £ 1 2]
= [ cosPtdt= [ HpEHdt=3 [1+c052t]dt:§{t+s'” }
s ™ s o,
-7 -7 -2 2

5
te(-10)|xe(Li2)|t=2 —x=5] _ 1 .
(0;2) € (1;5) f:—1'—>x:2] = 2/25|nxdx

2
— 42
° /tsin(t2+1)dt_ [Subst_x,t w1l
5— — s __ cos?
%[ COSX} %[ cos5 cosZ}_w_
2

) dx =2dt |t e
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Catkowanie funkcji parzystych i nieparzystych

Funkcja f € Ry, jest parzysta lub nieparzysta, gdzie a < b.
= f(—x) € Ri_p;—a) i obowiazuje:

b —b —a =6
Subst. t = —x|x=b =-b
° /af(x)dxz[ S X:a:i;a] :f/ f(—t)dt:/z:(—t)dt:/lf(—x)dx.

—a — —

b —a —a

f jest parzysta. = o /f(x)dx:/ f(—x)dx:/ f(x)dx.
a —b —b
b —a —a —a

f jest nieparzysta. = o /f(x) dx = / f(—x)dx = / [— f(x)] dx = —/ f(x) dx.

—b —b —b

Funkcja parzysta

el . e

/7:;(()() s :/;{(X) e /jjf(x) dx = —/abf(x) dx

Funkcja nieparzysta
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Catkowanie funkcji parzystych i nieparzystych

Funkcja f € R(_,..), gdzie a > 0.

a a
f nieparzysta.= o [ f(x)dx = dx+/f / dx+/f(x) dx =
—a 0 0
f parzysta. = o /f(x)dx:/ f(x )dx+/ Q/f x)dx.
— —a 0
T o sin [x| jest ciagta
° /_ﬂSIn |X| dx = [i parzysta na <—7T;7r):| Y
s s ) f‘
= 2/ sin |x|dx = 2/ sin x dx JCr
0 0 0 X

— 0 2| a
5 o [regsc=—p a

/f(x)dx:2/f(x)dx : /f(x)dx:
J-a Jo J-a

Funkcja parzysta Funkcja nieparzysta

:2{—cosx} =2 (-1)+2-1=4
0

I nieparzysta
na (—1;1)

X+ .
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Catkowanie funkcji parzystych i nieparzystych

f € Ry, jest okresowa z okresem p > 0, f(x) = f(x + kp) dla wszystkich x € (a; b), k € Z.

Jedli podstawimy x = ¢(t) =t — kp, wtedy t = x + kp, t € (a+ kp; b + kp),
dt = dx, f(x + kp) € R(atkp:b+kp) @ Obowiazuje:

° /:;‘(X)dx = [xintibﬂm] = /b+kpf(t+kp)dt— /b+kpf(t)dt— /bﬂq;f(x)dx.

x=a—t=a-+kp il il e

Funkcja y = f(x) jest okresowa z okresem p > 0, punkt rzeczywisty a € R, wtedy obowiazuje:

P atp
o f € Rop) & o f € Rppappy i (jedliistnieja) o /f(x) dx = f(x)dx
0

a
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Dziekujemy za uwage.

\%s 0‘9 Analiza matematyczna wspomagana programem wxMaxima \%s 0(9

beerb@frcatel.fri.uniza.sk
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