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Zobrazenia

Zobrazenim z mnoziny X do mnoziny Y rozumieme lubovolny
predpis, ktory kazdému prvku x mnoziny X priradi jednoznacne
uréeny prvok y mnoziny Y. Zapis f : X — Y oznaCuje, ze f je
zobrazenie z X do Y. Ten jednoznacne uréeny prvok y € Y, ktory
zobrazenie priradi prvku x € X budeme znacit f(x).

Dve zobrazenia f,g : X — Y sa rovnaju, ak pre kazdé x € X plati
f(x) = g(x).

Priklad 1.1

Majme mnoziny A = {a, b,c,d,e}, M = {1,2,3,4,5} a
zobrazenia f,g : A — M, kde

f(a)=1,f(b) =2,f(c)=3,f(d) =2,f(e) =3,

g(a) =1,g(b) = 2,8(c) = 5,8(d) = 4,5(e) = 3.
Zobrazenia f a g sa nerovnaji, lebo existuje prvok ¢ € A pre ktory
f(c) # g(c).
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Zobrazenia

Zobrazenie f : X — Y sa nazyva

e prosté, ak roznym prvkom xi.xo € X priraduje rézne prvky
f(x1), f(x2) € Y t.. ak plati

(VXl,XQ € X)(X]_ 75 X2 = f(X]_) 75 f(Xg)).

e na, ak na kazdy prvok mnoziny Y sa zobrazi nejaky prvok
mnoziny X t.j. ak

(Vy € Y)(3Fx € X)(y = f(x))-

e bijekcia, ak f je zaroven prosté a na.
e identické ak Y = X a (Vx)(f(x) = x).

Priklad 1.1 — pokracovanie
Zobrazenia f nie je prosté ani nie je na. Zobrazenie g je bijekcia.
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Binarne operacie

Nech je X neprazdna mnozina. Potom zobrazenie o : X x X — X
nazyvame binarnou operaciou na mnozine X.

Vysledok priradeny binarnou operaciou o usporiadanej dvojici

(a, b) € X x X budeme oznacovat ao b € X.

Priklad 1.2

Na mnozine celych kladnych &sel {1,2,3,. ..} mozeme definovat

binarne operéacie o, o, @ vztahmi
aob=a+b—1,aeb=2a’ ad®b=max{a,b}.

Ked ma mnozina X maly pocet prvkov, potom binarnu operaciu o
na nej mdzeme definovat pomocou Cayleyho tabulky — do zahlavia
(zvisle i vodorovne) dame prvky X a na ich priesecniky vysledky
operacie.

Nech si X, Y, Z neprazdne mnoziny. Potom zobrazenie
& : X x Y — Z nazyvame binarnou operaciou na mnozinach X, Y
s hodnotami v mnozine Z. Pre (a,b) € X X Y je adb € Z.
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Priklad 1.3
Operaciu O na mnozine X = {a, b, ¢} definujeme pomocou
Cayleyho tabulky takto

n ool
L T 0ly
L 0O T T
0 v Llo

Binarna operacia o na mnozine X sa nazyva

e asociativna, ak pre vsetky x, y,z € X plati
xo(yoz)=(xoy)oz.
e komutativna, ak pre vietky x,y € X plati

XOo0y =YyoX.
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Priklad 1.3 — pokracovanie
Zo symetrie Cayleyho tabulky okolo hlavnej diagonaly Tahko
ustudime, Ze operacia [ je komutativna. No nie je asociativna,
lebo

b = ald(aldb) # (ala)db = a.

Prvok e € X sa nazyva neutralny prvok binarnej operacie o na
mnozine X ak pre vietky x € X plati

X0€e=€eo0X=X.

Ak ma binarna operacia o na mnozine X neutralny prvok e a k
danému prvku x € X existuje prvok y € Y tak, ze

XO)/:-)/OX:e7

hovorime, ze y je inverzny prvok k prvku x.
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Priklad 1.4
Nech je dand mnozina M = {e, a, b, c} a na nej binarna operacia
x dana tabulkou: ‘

0O T v | %
O T o oo
® O®© T |
L O o T|T
L L ® OO0

Vidime, ze e je neutrany prvok a a je inverzny prvok k prvkom b, c.
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Zakladné ciselné obory

Zakladné ciselné obory budeme oznacovat takto:
N — mnozina vsetkych prirodzenych ¢&isel, (0 € N),

7, — mnozina vsetkych celych ¢isel,

mnozina vsetkych racionalnych Cisel,

mnozina vsetkych realnych &isel,

o=l e
[

mnozina vsetkych komplexnych éisel, (i € C — R je
imaginarna jednotka).

Na kazdej z uvedenych mnozin mézeme definovat dve binarne

operacie, sCitania 4+ a nasobenia -, ktoré st na tychto mnozinach

asociativne a komutativne. Naviac je nasobenie (z oboch stran)

distributivne vzhladom na scitanie t.j. pre vsetky prvky x, y, z

z prisludnej mnoziny plati

x(y+z)=x-y+x-z, (x+y) z=x-z+y-z
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Cvicenie 1.1

1. Vypocditajte:
a) (=2+5i)-(3+2i)/(3—4i),
b) ((—2—5i)?-(-3+2i))7L.
2. Pre komplexné &islo x = a + bi, kde a, b € R nazyvame
a = Re(x) a b = Im(x) jeho realnou a imaginarnou Castou.
Odvodte vzorce:
2) Re(x +y) = Re(x) + Re(y).
b) Im(x +y) = Im(x) + Im(y),
c) Re(xy) = Re(x)Re(y) — Im(x)Im(y),
d) Im(xy) = Re(x)Im(y) + Im(x)Re(y).
3. Absolatna hodnota komplexné Cislo x = a + bi je definovana
ako |x| = Va2 + b2. Zobrazte komplexné &isla zo zadania 1.
v Gaussovej rovine a vypocitajte ich absolatne hodnoty.

4. Komplexne zdruzené Cislo k ¢islu x = a + bi je Cislo
X = a — bi. Overte nasledujtce vztahy:
a) Re(x) = Re(x) = 1(x +X), Im(x) = —Im(x) = £ (x — %),
b) X =x,x+y=x+Yy,|x| =|x]|x]* = xx,

<) Xy =X, [xy| = [x|lyl; [x + y| < |x| + |y].
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Cvicenie 1.1 (pokracovanie)

5. Upravte operaciu * z prikladu 1.4 s ¢o najmenej zmenami tak,
aby operacia nemala neutralny prvok.

6. Definujte pre operaciu nasobenia * na podmnozine
M = {1,—1,i,—i} komplexnych cisel Cayleyho tabulku.
Najdite v nej neutralny prvok a vsetky inverzné prvky.

7. Overte komutativnost a asociativnost binarnych operacii +, *
na mnozine Q.

Test 1 (ukazkovy)

Skup. A: Binarna operacia + na mnozine A sa nazyva asociativna, ak
...... Uvedte priklad asociativnej operacie + na trojprvkovej
mnozine A.

Skup. B: Binarna operacia * na mnozine B sa nazyva komutativna, ak
...... Uved'te priklad operacie x na trojprvkovej mnoziny B,
ktora nie je komutativna.
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Polia

Polom nazyvame mnozinu P s dvoma vyznaénymi prvkami, nulou 0
a jednotkou 1, a dvomi binarnymi operaciami na IP, s¢itanim + a
nasobenim -, takymi, ze plati
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Pravidla pre pocitanie

Z axiém pola vidime, ze s€itanie a nasobenie st komutativne (1),
(6) a asociativne (2), (7) operacie a nasobenie je distributtivne
vzhladom na séitanie (5). Dalej 0 je neutralny prvok s¢itania (3) a
1 je neutralny prvok nasobenia (8), pricom tieto dva prvky st rozne
(10). Z (4) resp. (9) mame pre operacie + resp. - jednoznacne
uréeny inverzny prvok k prvku a € IP; nazyvame ich opacny prvok
—a € P resp. inverzny prvok a—! € P.

Tvrdenie 1.1
Nech P je pole. Potom pre l'ubovolné n € N a a, b, c,

bi,..., by € P plati
(a) a+b=a+c=b=c,

)
(b) (ab=acha#0)=b=c,
(c) a0 =0,
(d) ab=0=(a=0Vb=0),
e) —a:(—l)a,
)

alb—¢) =
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Konec¢né polia Z,

Pre kazdé kladné celé ¢islo n oznaéme mnozinu
Zpn=1{keN:k<n}={0,1,2,... n—1}

ktori nazyvame mnozinou zvyskovych tried modulo n. Na tejto
mnozine zavedieme dve binarne operacie  a . Pre a,b € Z,
kladieme

a®b = zvysok po deleni (a+ b)/n,
a®b = zvysok po deleni (ab)/n.

Mozno kazat, ze operacie @ a ® su komutativne a asociativne a
nasobenie je distributavne vzhladom na séitanie. Dalej 0 je
neutralny prvok scitania a pre n > 1 je 1 neutralny prvok
nasobenia. Navyse ©a je opacny prvok k prvku a € Z, — {0}; pre
a=0jec0=0.
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Priklad 1.5

Nech sa binarna operacia @ a ® na mnoZzine Z4 definované
tabulkami:

w N~ ol
w N R oo
O W N ==
—_ O W NN
N RO Wl w
wn R~ o
o o o olo
W N R Ol
N O N ol N
=N W o|lw

Vidime, ze 0 je neutrany prvok scitania a kazdy prvok ma opacny
prvok uréeny jednoznaéne 60 =0,61=3,62=2,63 = 1.
Jednotkovym prvkom nasobenia je 1 ale inverzné prvky st
definované len pre prvky 1 a 3 pretoze 171 = 1,371 =3 ale

pre 2 neexistuje prvok 27! taky, ze 271 ®2 = 1.

A tak musime konstatovat, Zze 74 s operaciami ¢ a @ nie je pole.
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Tvrdenie 1.2
Mnozina Z, s operaciami & a ® je pole prave vtedy, ked n je
prvocislo.

Priklad 1.6

Nech st bindrna operacia @ a ® na mnoZine Zs definované
tabul'kami:

A WN O
_ oM WNN
N RO~ W w
W~ O RN
AW~ oO
oo oo oo
B OWNROIR
wHR AN OIN
N AR WOolw
=N WP ol

A WN R OO
O~ WDN HF

Vidime, ze 0 je neutrany prvok scitania a kazdy prvok ma opacny
prvok urceny jednoznaéne ©0 =0,0a =5 — a,a € Zs — {0}.
Jednotkovym prvkom nasobenia je 1 a inverzné prvky st pre
nenulové prvky definované jednoznacne 171 = 1,271 = 3,

371 = 2,471 = 4. Po overeni axiémov zistime, Ze sa jedna o pole.
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Cvicenie 1.2

1.

Overte pomocou axiomov pola, ze mnoziny Q,R,C s
operaciami + a - si polia.

2. Overte pravidla pre pocitanie v poliach pre Q, R, C.

3. Zistite, ¢i mnozina Z s operaciami & a ® definovanymi

vztahmia®d b=a+b—1aa®b=a+b—a- b je pole.

4. Overte, ze mnozina Z3 s operaciami & a © je pole.

5. Zistite, pre€o mnozina Zg s operaciami @& a ® nie je pole.
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Bonusovy priklad 1.1

Kvaterniény (William Rowan Hamilton 1805 - 1865)

Kvaternionmi rozumieme mnozinu
H={q:q=a+tbitcj+dk,ab,c,dcR,i?=j>=k®=ik=—1}.

Piseme g = a+ bi + ¢j + dk € H, kde (a, b, ¢, d) € R*.
1. (1b) Overte komutativnost a asociativnost suctu kvaterniénov

g1+ qx=a1+ax+ (b1 + b2)i + (a1 + @)j + (di + d2)k.

2. (2b) Definujte pomocou Cayleyho tabulky operaciu nasobenia -
medzi jednotkami M = {—1,1, —i,i,—j,j, —k, k}.

3. (3b) Overte, Ze sucin kvaterniénov
q1- G2 = (a1 + b1i + c1j + dik)(a2 + bai + c2j + dak)

nie je komutativny.
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Bonusovy priklad 1.2

Majme mnozinu

M = {_1717i7_i7.j7 _Jvk7_k}

1. (3b) Definujte na mnozine M asociativnu operaciu ® pomocou
Cayleyho tabulky ak pre lubovolné x € M plati

1dx=x®1=x,-10x=x® —-1=—x,

iRi=j@j=kok=i®j®k=—1.
. (1b) Zistite, ¢i je operacia @ na mnozine M komutativna.

2
3. (1b) Najdite, ak existuje, neutralny prvok pre operaciu ® na
mnozine M.

4. (2b) Najdite k prvkom mnoziny x € M inverzné prvky x—! € M pre
operaciu ® na mnozine M.
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Bonusovy priklad 1.3

V poli Z;

1. (1b) Vycislite vyraz [(4 ®3) © (4 ®5)] © (6 ©5) @ 2.
2. (2b) Rieste rovnicu o jednej neznamej

30 (20Xx)©5=406
3. (2b) Najdite vsetky rieSenia systému rovnic o troch neznamych
20xP50y®30z=2

6OXDAOYyO20z="5.

4. (2b) Najdite také riesenia systému rovnic z 3., ktoré maximalizuje
cielovt funkciu

F(x,y,z2) =x050y®30z02.
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