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Binarne operacie — opakovanie

Nech je X neprazdna mnozina. Potom zobrazenie o : X x X — X
nazyvame binarnou operaciou na mnozine X.
Binarna operacia o na mnozine X sa nazyva

e asociativna, ak pre vsetky x, y,z € X plati

xo(yoz)=(xoy)oz.
e komutativna, ak pre vietky x,y € X plati
X0y =yox.

Prvok e € X sa nazyva neutralny prvok binarnej operacie o na
mnozine X, ak pre vietky x € X plati

X0e=€eo0oX=X.

Ak ma binarna operacia o na mnozine X neutralny prvok e a
k danému prvku x € X existuje prvok y € Y tak, ze

XO’y:‘yOX:e7

hovorime, Ze y je inverzny prvok k prvku x.
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Algebraicka struktara

Usporiadant n-ticu (M, 01,05,...,0,_1), kde M je neprazdna
mnozina a o1, 07,...,0,_1 sl binarne operacie na mnozine M,
nazyvame algebraicka struktara.

Priklad 7.1

a) Usporiadana trojica (Zp, +, -) je algebraicka struktira s dvoma
binarnymi operaciami + a - na mnozine Z,.

b) Usporiadana dvojica (R"*",-) je algebraicka struktara s jednou
binarnou operaciou nasobenia matic na mnozine vsetkych
redlnych stvorcovych matic stupiha n.

c) Max-plus algebra (Vorobyev,1967) je algebraicka struktira
(Rmax, ®, ®) definovana na mnozine R, = RU {—o0}

s binarnymi operaciami x @ y = max{x,y},x @y =x+y.
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Grupa

Grupoid je algebraicka struktara s jednou binarnou operéaciou
(M, ).

Pologrupa je taky grupoid, ktorého operacia o je asociativna.

Grupa je taka pologrupa (M, o) s neutralnym prvkom, v ktorej ku
kazdému prvku a € M existuje inverzny prvok a=! € M.

Ak je operacia o komutativna, hovorime o komutativnom grupoide,
pologrupe a grupe. Komutativna grupa sa nazyva aj abelovska

grupa.
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Priklad 7.2

Je dana mnozina A = {a, b}. Mnozina jej vetkych podmozin
P(A) = {0,{a},{b},{a, b} }.

Potom (P(A),U) je komutativny grupoid s neutralnym prvkom
0 a (P(A),N) je komutativny grupoid s neutralnym prvkom A.

Priklad 7.3

Binarna operécia skladania permutéacii o na mnozine vetkych
permutécii mnoziny (n) je definovana takto: Pre w1 € I, je
(mop)(i) = (m(i)),i € (n). Neutralnym prvkom je identicka
permutéacia e = (1,2,...,n). Ku kazdej 7 € N, existuje invezna
permutécia 771 € M,. S, = (M,, o) je nekomutativna grupa.
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Cvicenie 7.1

a)

Overte, zZe usporiadana dvojice (Zp,+) a (Zp, ) su pologrupy,
pricom obe operacie st komutativne a maji neutralne prvky 0
a 1. PresvedcCte sa, ze v pripade, ak p nie je prvocislo, potom k

niektorym prvkom pologrupy (Z, — {0}, -) neexistuje inverzny
prvok.
Usporiadana dvojica (R"*",-) je pologrupa, v ktorej operacia

nasobenia matic nie je komutativna. Aka matica je jej
neutralnym (resp. inverznym) prvkom, ak existuje? Aka dalSiu
vlastnost musi mat mnozina matic, aby ku kazdej matici
existoval inverzny prvok?

Nech je g(x) normovany polyném stupna n > 0 nad polom P,

e P/q(x) je mnozina vietkych polynémov nad polom P stupha

nanajvys n — 1,

e Va(x), b(x) € P/q(x) je a(x) & b(x) = a(x) + b(x)

e Ya(x), b(x) € P/q(x) je a(x) ® b(x) = a(x) - b(x) mod g(x).
Overte, ze usporiadané dvojice (P/q(x), ®) a (P/q(x), ®) st
komutativne pologrupy.
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O krateni v grupe

Tvrdenie 7.1
Nech (M, o) je grupa. Nech a, b,q € M.

(i) Ak plati go a= go b, potom plati a = b,
(i) Ak plati ao g = bo g, potom plati a = b.
Dékaz:

(i) K prvku g existuje inverzny prvok g~—!. Vynasobme zlava
prvkom g~! rovnicu goa = go b.

q_lo(qoa) = q_lo(qob)
(q_loq)oa = (q_loq)ob
eoca = eob
a = b

Analogicky sa dokaze (ii).
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Priklad 7.3
(Zs,+) je abelovska grupa.

+10 1 2 3
0|0 1 2 3
111 2 3 O
2|12 3 01
3/3 0 1 2

0 je neutralny prvok, 1 inverzny prvok 3 a naopak, 0 aj 2 s rovné
svojim inverznym prvkom.

Désledkom tvrdeniu (i) je, ze v kazdom v riadku Cayleyho tabulky
st vietky prvky navzajom rézne. Podobny je désledok tvrdenia (ii)
o rdznych prvkoch v stlpcoch tabulky.
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RieSenie rovnic v grupe

Tvrdenie 7.2
V grupe (M, o) méa rovnica

(i) aox = b jediné riesenie x = a~t o b,
(i) y o a= b jediné riesenie y = bo a~L.
Dékaz: (i) Dosadenim x = a~! o b do rovnice ao x = b overime
aox=ao(alob)=(acal)ob=eob=b. Jednoznaénost
rieSenia dokazeme sporom: Nech xi, x> st dve rézne rieSenia t.).
aox; = baaoxy =b. Vynasobenim ao x; = ao xp prvkom a~
zlava dostaneme

1

alto(aox) = alto(aox)
(atoa)oxy = (atoa)ox
eox; = €oxo
X1 = X2

¢o je spor s predpokladom dvoch réznych rieseni. Analogicky (ii). B
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Priklad 7.3 — pokracovanie
V abelovskej grupe (Zs,+) rieSme rovnicu 1+ x = 0.

x=1140=3+0=3.

Tvrdenie 7.3
Nech (M, o) je grupa. Inverzny prvok k prvku a € M je ureny
jednoznacne.

Dokaz sporom:
Pre dve rbzne inverzné prvky al_l, 32_1 k prvku a plati

-1 _ -1 _
aj oa=e, a, oa=ce.

Z rovnosti pravych strdn mame

-1 _ -1
dp o0a=a, oa.

1 1

Podla tvrdenia 7.1 (ii) je potom a;~ = a, -, o je spor.
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Podgrupa grupy

Nech G = (G,0) a H = (H,®) st dve grupy. Ak H C G a pre
kazdé dva prvky x,y € H plati

XOy=xoy
potom hovorime, ze grupa H je podgrupou grupy G.
Ak naviac H # G, hovorime, ze ‘H je vlastna podgrupa grupy G.
Priklad 7.4

e (Z,+) je vlastna podgrupa grupy (Q, +),
e (Q,+) je vlastna podgrupa grupy (R, +),
e (R,+) je vlastna podgrupa grupy (C,+).
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Neutralne prvky podgrap

Tvrdenie 7.4
Nech grupa (B, ®) je podgrupou grupy (A, o). Nech ea, eg st po
rade neutralne prvky grup (A, o), (B,®). Potom es = eg.

Dokaz:
Pre neutralny prvok eg grupy (B,®) platieg € Aa

eg = eg(® e = eg o eg.

Pre neutralny prvok es grupy (A, o) je eg = eg 0 ea. Mame
eg o eg = eg o ea a tak z tvrdenia 6.1 (i) je eq = ep. [ |

Priklad 7.4 — pokracovanie
Prvok 0 je spoloénym neutralnym prvkom abelovskych grip

(Z,+), (@+), R+), (CH+)
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Tvrdenie 7.5
Nech (G, o) je grupa s neutralnym prvkom e. Nech

H C G,H # (). Potom (H, o) je podgrupa grupy (G, o) vtedy a
len vtedy, ak

(i) pre kazdé dva prvky x,y € H je aj xoy € H,

(i) pre kazdy prvok x € H je aj inverzny prvok x! € H.

Dokaz:
Ak je (G, o) grupa a H C G,H # ) a plati (i), potom je binarna
operacia o asociativna aj na H.

Ak plati (i), potom aj x o x~! = e € H. A tak je (H,0) grupa.
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Priklad 7.5
Grupa H = ({0, 3}, ®) s neutralnym prvkom 0 je podgrupou
grupy G = ({0,1,2,3},®).

@0 3]1 2
offo 3]1 2
33 0/2 1
11 2]0 3
2{2 13 0
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Priklad 7.6

Oznaéme C* = C — {0}. Najskoér ukazeme, ze (C*,-) tvori
abelovski grupu.

Z vlastnosti operacie nasobenia komplexnych &isel vyplyva, ze sa

jedna o komutativnu pologrupu s neutralnym prvkom je 1. Inverzny
prvok k prvku a+ ib € C* je

a b

2rp prp T

(a+ib)™t =

Oznaéme mnozinu C; = {z € C : |z| = 1}. Aplikujme tvrdenie 7.5.
Zrejme () # C; C C. Nech x,y € C;. Potom |xy| = |x||y| =1 to
znamena, ze xy € C; a plati (i). Mame 1 € C; a pre z € Cy je aj
z71 =7 € Cy a plati (ii). A tak je (Cy,-) nekone¢na vlastna
podgrupa grupy (C*,-).
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Bonusovy priklad 7.1

1. (2b) Nech M = {(a,b) : a,b € R,a < 0 < b} je mnozina
otvorenych intervalov readlnych Cisel. O aké algebraické
struktary (M,U) a (M,N) sa jedna?

2. (3b) Rozhodnite, & grupoid (Z3*3, +) s operaciou s&itania matic je
grupa, pripadne ¢i nie je abelovska.

3. (x3b) Je dana neaplna Cayleyho tabulka pre binarnu operaciu o na
mnozine M = {a, b, ¢, d}

o‘a b d
alb d c
b a
cl| . . . .
d| . . . b

Doplite tabulku tak, aby grupoid (M, o)
a) bol pologrupou, ktora nie je grupou,
b) mal neutralny prvok a nebol pologrupou,
c) bol abelovskou grupou.
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Bonusovy priklad 7.2

1. (3b) V grupe (M, ®) najdite inverzny prvok k prvku a ® b, ak
pozname inverné prvky a—! a b 1.

2. (4b) Majme dané dve prvky a, b abelovskej grupy (M, o). Najdite
rieSenie systému dvoch rovnic o dvoch neznamych

aox=b»b, yob=x.

3. (5b) Nech A, B € R*** st dané regularne matice. Najdite riesenie
X,Y € R** takéhoto systému dvoch maticovych rovnic

AX =B, YB=X.
4. (6b) Zostavte Cayleyho tabulku grupovej operacie skladania

permutacii v grupe S3 a najdite vietky podgrupy grupy Ss;
(vid. priklady 7.3 a 7.5).
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Bonusovy priklad 7.3

Nech n > 3 je prirodzené Cislo. Oznacme ¢ identick permutaciu
na mnozine (n) (vid. priklad 6.3) a p cyklickd permutaciu
1-2—-3—>--—=(n-1)—n—1.

1. (3b) Ukazte, ze permutacie ¢ = p°, p=p*, ..., pK, ... p"1

predstavuji otoenie (proti smeru hodinovych ruciciek)
pravidelného n-uholnika s vrcholmi 1,2,...,n o uhly 2k7/n
pre 0 < k<n-—1

2. (6b) Dokazte, ze mnozina permutacii ® = {e,p,...,p" !}
s binarnou operaciou skladania permutacii o vytvara podgrupu
grupy S,.

3. (8b) Dokazte, ze mnozina vsetkych parnych permutacii mnoziny (n)
tvori vlastni podgrupu grupy S,.
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Okruh

Nech M je neprazdna mnozina a nech @ a @ si dve binarne
operacie na mnozine M. Algebraicka struktaru O = (M, ®, ®)
nazveme okruh ak

e (M,®) je abelovska grupa,

e (M,®) je pologrupa,

e operacia ® je distributivna vzhladom k operacii @ t.j. platia
distributivne zakony:

ao(bec) = (aob)®(a®0),
(adb)oc = (a0c)d (b o).

Grupu (M, @) nazyvame aditivna grupa okruhu O, binarnu
operaciu @ aditivna operacia s nulou, neutralnym prvkom 0;
inverzny prvok k a € M znaéime ©a € M.
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Pologrupu (M, ®) nazyvame multiplikativna pologrupa okruhu O,
jej binarnu operaciu ® multiplikativna operacia.

Ak existuje neutralny prvok multiplikativnej operacie, tak ho
nazveme jednotkou a oznacime symbolom 1 a okruh O nazveme
okruhom s jednotkou.

Ak existuje inverzny prvok k prvku a € M, oznacime ho a=! € M.

Okruh, v ktorom plati komutativny zakon vzhladom na operaciu ©,
nazveme komutativny okruh.

Priklad 7.7

(Z,+,-),(Q,+,-), (R, +,-),(C, +, ) st komutativne okruhy

s jednotkou. Prislusné aditivne abelovské grupy maja nulu 0. Ich
multiplikativne pologrupy maja jednotku 1, no pre prvok 0

v nich neexistuje inverzny prvok.
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Tvrdenie 7.6
Nech (M, @, ®) je okruh. Potom pre vSetky a € M plati
a®0=00a=0.

Dokaz:
Nech O je nula. Potom pre b € M je
b®0=b.

Po roznasobeni rovnosti sprava prvkom a € M a pouziti
distributivneho zakona a kratenia

(b®0)®a = bOa
(boa)® (00 a) b®a
0®a = 0.

Analogicky sa dokaze a® 0 = 0.
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Priklad 7.8
Na mnozine celych &isel Z s binarnymi operaciami & a ®
definovanymi vztahmi

adb=a+b-1 a®b=a+b—a-b.

je (Z,®,®) okruh.
Nulou abelovskej grupy (Z, @) je 1, pretoze Va € Z je

adl=a+1-1=a,
lpa=14+a—-1=a,

a tak v pologrupe (Z, ®) plati tvrdenie 7.6

a®l=a+1—-a-1=1,
lopa=14a—-1-a=1.
Neutralny prvok 1 € Z okruhu (Z, &, ®) je tu nula, zatial éo 1 € R
v okruhu (R, +, ) je jednotkou!
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Teleso a pole

Nech T = (M, ®, ®) je okruh. Hovorime, ze T je teleso, ak
algebraicka struktara (M — {0}, ®) je grupou.

Neutralny prvok tejto grupy budeme nazyvat jednotkovy prvok
telesa 7 a budeme znadit 1.

Ak je naviac operacia ® komutativna na M hovorime, ze T je
komutativne teleso resp. pole.

Priklad 7.7 — pokracovanie
OkrUhy (Qv -+, ')7 R, +, ')ﬂ ((Ca -+, ) sa polia.

Priklad 7.9
(R, ®,®), kde pre a, b € R mame definované binarne operacie
a®b=a+b—1,a0b=a+b—a-b, je pole s nulovym prvkom
1 a jednotkovym prvkom 0. (R — {1}, ®) je grupa, nakolko pre

a

. .. . -1
Va € R — {1} existuje inverzny prvok a=* = -25.

a
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Cvicenie 7.2
Overte platnost axiémov pola (P, +,-) s nulou 0 a jednotkou 1

(1) (Va,beP)(a+ b= b+ a),

(2) (Va,b,ceP)(a+ (b+c)=(a+b)+c),
(3) (VaeP)(a+0=a),

(4) (VaeP)(3beP)(a+ b=0),

(5) (Va,b,ceP)(a-(b+c)=a-b+a-c),
(6) (Va,beP)(a-b=b-a),

(7) (Va,b,ceP)(a-(b-c)=(a-b)-c),

(8) (VaeP)(1-a=a),

(9) VaeP—{0})(FbeP)(a-b=1),

(10) 0 # 1.

doc. RNDr. Stefan Pesko, CSc. ALGEBRA



Okruh polynémov modulo

Okrem nekonecnych poli (Q, +,-), (R,+,-), (C,+.-) sme doteraz
spoznali jediné konecné pole (Z, @, ®), kde p je prvocislo,
s aditivnou operaciou @ a multiplikativnou operaciou ©
a®b = a-+ bmodp,
a®b = a-bmodp.
Nech (P, +.-) je pole, g(x) normovany polyném stupha n > 0 nad
polom P. Okruhom polynémov modulo g(x) rozumieme okruh
(P/q(x), &, ®), kde
e P/q(x) je mnozina vsetkych polynémov nad polom P stupia
nanajvys n — 1,
e pre a(x), b(x) € P/q(x) definujeme
a(x) @ b(x) = a(x) + b(x)
e pre a(x), b(x) € P/q(x) definujeme
a(x) ® b(x) = a(x) - b(x) mod g(x).
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Priklad 7.10

Nech g(x) = x3 + x + 1 je zvoleny normovany polyném tretieho
stupha nad polom Z,. Mnozina vsetkych polynémov stupna
nanajvys 2 nad polom Z, je

Z2/q(x) = {0,1,x,x + 1,x*, x> + 1, x> + x,x*> + x + 1}.

Ak a(x) = x? + 1, b(x) = x + 1. Obvykly stcet polynémov a(x) a
b(x) nad polom Z; je polyném

a(x)@b(x) =a(x)+b(x) =x>+1+x+1=x*>+x.

Sacin polynémov a(x) a b(x) je tu definovany ako zvySok po deleni
polynému a(x) - b(x) polynémom g(x)

a(x) ® b(x) = a(x)- b(x) mod g(x) =
= (®*+1)-(x+1)mod x}+x+1=
B4 x®4x+1modx3+x+1=

= X2.
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® Polyném x2? + x + 1 je ireducibilny nad polom Z,. Ak by bol
reducibilny, potom

X4 x+1=(x+a) - (x+b)=x>+(a+b)-x+a-b.

Ale v poli Z, neexistuji prvky a,b € Zy, aby a+ bmod2 =1
aa-bmod2=1.

@® Ostatné polynémy stupha 2 si reducibilné nad polom Z,

2

X5 = X-X,
X*4+x = x-(x+1),
X*+1 = (x+1)-(x+1).

Aj polyném g(x) = x3 + x + 1 je ireducibilny nad polom Z,. Plati,
ze q(0) = q(1) =1 a tak ani x ani x + 1 nedeli g(x). Skamat
delitelnost polynému g(x) polynémami stupia 2 uz nie je potrebné
;-) preco?
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Tvrdenie 7.7
Pre kazdy ireducibilny polyném g(x) nad polom P je okruh
polynémov P/q(x) polom.

Priklad 7.10 — pokracovanie
Overte, ze (Z2/q(x), ®,®) je pre q(x) = x3 + x + 1 polom.

(Z2/q(x), @) je abelovska grupa s nulou 0, inverzny prvkom k
prvku a(x) € Zz/q(x) je a(x) a binarna operacie & je komutativna.
(Z2/q(x),®) je pologrupa, pretoze pre nasobenie polynémov plati
asociativny zakon a(x) - (b(x) - c(x)) = (a(x) - b(x)) - ¢(x) a tak aj
a(x) ® (b(x) ® c(x)) = (a(x) ® b(x)) ® c(x). Podobne sa overi, ze
platia distributivne zakony. A tak (Zy/q(x), %, ®) je okruh.

(Za2/q(x) — {0}, ®) je abelovska grupa s jednotkou 1, pretoze plati
a(x)-1=1-a(x) = a(x) mod g(x). Pomerne pracnymi apravami
najdeme pre a(x) € Zy/q(x) — {0} prislusné inverzné prvky:

171 = 7X71:X2+17 (X+1)71:X2+X7 (X2)71:X2+X+1’

1
P+t = x, (XPH+x)T=x+1, (P+x+1)7=x?
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Priklad 7.11

Vsetky normované ireducibilné polynémy stupna 2 nad Zs st

ql(X) = X2 + X+ 27
q2(X) = X2+2X+27
@(x) = x*+1.

Ostatné normované polynémy si reducibilné:

x? = x-x,

X242 = (x+1) (x+2),
*+x = x-(x+1),
X4x+1 = (x+2)-(x+2),
X2 4+2x = x-(x+2),

X 4+2x4+1 = (x+1)-(x+1)
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Galoisovo pole (Evariste Galois, 1811-1831)

Evariste Galois

Pole (Zp/q(x),®, ®), kde p je prvocislo a g(x) ireducibilny
polyném stupna n nad polom Z,, sa nazyva Galoisovo pole a
oznacuje sa GP(p").

Pre informatiku st délezité Galoisove polia nad polom Zj, pre
konstrukciu ktorych si potrebné normované ireducibilné polynémy.
Ich pocty su:

5 6 7 ... 14 15

6 9 18 ... 1161 2182

n 2
# 1
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Priklad 7.12

Vsetky normované ireducibilné polynémy stupiia 4 nad Z, st

qa(x) = x*+x+1,
q2(X) = X4+X3+17
B(x) = xX*+x3+x>+x+1

Ireducibilnym polynémom g;(x),i = 1,2,3 zodpovedaja 3 typy
Galoisovych poli typu GIF(2*) s rovnakym poc&tom prvkov, ktoré si
izomorfné.

Hovorime, ze polia (P1,+,-) a (P2, ®, ®) st izomorfné polia, ak
existuje bijekcia ¢ : P — [P, ktora zachovava binarne operacie t.j.
pre kazdé x,y € Py plati
bix+y) = P(x)@Y(y),
U(x-y) = ¥(x)©Y(y).
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|zomorfizmus kone¢nych poli

Tvrdenie 7.8
Kazdé kone¢né pole je izomorfné s niektorym Galoisovym polom.
Dve kone¢né polia s rovnakym poctom prvkov sii izomorfné.

Pocet prvkov konecného pol'a musi byt bud prvoéislo p (pre n =1
mame GF(p') = Z,) alebo mocnina prvocisla p” (pre n > 1 mame
GF(p"™)). Neexistuje ziadne konecné pole s poctom prvkov

6,10,12,14,15,18,20,21, ...

Priklad 6.12 — pokracovanie

Galoisovo pole GF(2*) je pole Z4/q1(x), pric¢om sme zvolili
ireducibilny polyném g (x). Pri inej volbe polynémov (ga(x) resp.
q3(x)) dostavame izomorfné polia polynémov.

Ide tu teda o pole, ktorého prvkami je 2% plynémov stupha nanajvys
3 s operaciou s€itania @ a nasobena ©.
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Reprezentacie Galoisovho pola

Nenulové prvky GF(2P) je vhodné interpretovat v niektorej
reprezentacii
e exponencialnej ako mocniny niektorého polynému a(x), napr
a(x) = x,
e binarnej ako postupnost koeficientov polynému,
e hexadecimalnej ako obvykla reprezentaciu p miestnych &isel v
dvojkovej ststave symbolmi 0-9, A-F.

Priklad 6.11 — pokracovanie
V Galoisovom poli GIF(23) zvolime ireducibilny polyném
q(x) = x3 + x + 1, ma prvky z mnoziny

Z2/q(x) = {0,1,x,x + 1,x%, x> + 1, x> + x, x> + x + 1}.

V exponencialnej reprezentacii zvolime a(x) = x. Potom pre

nenulové prvky pola dostaneme o/ = x' mod q(x) t.j.

a® =1,a! = x,a? = x?,

B =x+1a*=x+x,°=x>+x+1,a0=x2+1aa’=1.
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Exponencialna  Polynomialna  Binarna  Hexadecimalna

0 0 000 o
ol 1 001 g
ol % 010 nm
a2 X2 100 114 1
a3 x+1 011 n3n
P xZ + x 110 e
o® x2Fx+1 111 nzn
af x2+1 101 5
al’ =af

Séitanie prvkov v GIF(23) je jednoduché, prislugné trojbitové slova
binarnej reprezentacie s¢itame po bitoch v Z,, napr.

001 ¢ 011 = 010.

Pre nasobenie je vyhodna exponencialna reprezentacia:
"7he"3'=05. a3 =af =’ -a=1-a="2" Inverzny prvok
k prvku o' je prvok o'~/ plati

oo "=a"=1 prei=0,2,...,6.
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