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Náhodný proces

Náhodným procesom rozumieme mnoºinu náhodných premenných

{X(ω, t) : ω ∈ Ω, t ∈ T},

kde Ω je mnoºina elementárnych udalostí a T je mnoºina
nezáporných reálnych £ísel. Budeme pouºíva´ skrátený zápis
{X(t)}t∈T , {Xt}t∈T .

• T = {t0, t1, t2, . . . } � hovoríme o procese s diskrétnym £asom,

• T = 〈0,∞)� hovoríme o procese so spojitým £asom.
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Náhodný re´azec

Náhodný proces {X(t)}t∈T nazveme náhodným re´azcom, ak
mnoºina v²etkých hodnôt S náhodného procesu je nanajvý²
spo£ítate©ná. Mnoºinu S nazývame mnoºinou stavov re´azca.

Príklad 1.1
V dvoch urnách je spolu 5 guli£iek. Pri kaºdom pokuse náhodne
vyberieme jednu guli£ku a premiestnime ju do susednej urny.
Modelujte chovanie takéhoto systému náhodným procesom.

Nech {X(ω, t) udáva po£et guli£iek v 1. urne. Ak je v 1. urne i
guli£iek, potom je 2. urne 5− i guli£iek. Potom S = {0, 1, . . . , 5}
udáva po£et guli£iek v 1. urne, T = {t0, t1, . . . } sú £asové okamihy
jednotlivých pokusov a Ω = {ω1, ω2, . . . , ω5} pri£om ωi je výber
i-tej guli£ky.
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Poznámka

Príklad 1.1 môºe modelova´ reálnu situáciu, ke¤ máme vo výrobnej
hale 5 kamier s vysiela£mi (5 guli£iek), ktoré monitorujú pohyb
robotov. Kaºdý vysiela£ môºe by´ v stave vysiela alebo nevysiela
(guli£ka je v 1. alebo 2. urne) ak jeho kamera zaregistruje kon�ikt
robotov. Náhodný mechanizmus rozhoduje o zmene stavu takéhoto
zabezpe£ovacieho systému. Ak vysiela£e len odo²lú snímok kamery
pôjde o proces s diskrétnym £asom ale ak budú vysiela´ snímky
po£as doby kon�iktu pôjde o proces so spojitým £asom.
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Markovov re´azec

Náhodný re´azec {Xn}n∈T s mnoºinou stavov S nazveme
Markovov re´azec, ak

1 mnoºina T = {0, 1, 2, . . . },
2 platí Markovova vlastnos´:

∀i0, i1, . . . , in−1, i , j ∈ S :

P(Xn+1 = j |Xn = i ,Xn−1 = in−1. . . . ,X0 = i0) =

P(Xn+1 = j |Xn = i).

Ak Xn = i , potom hovoríme, ºe re´azec je v £ase n v stave i .
Podmienené pravdepodobnosti Markovovej vlastnosti sa nazývajú
pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j ,

�alej sa obmedzíme výhradne na Markovove re´azce nezávislé na
okamihoch prechodu t.j. n.
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Fyzikálna interpretácia

Uvaºujme fyzikálnu sústavu, ktorá môºe by´ v niektorom zo stavov
S = {a0, a1, a2, . . . }. V priebehu £asu mení sústava náhodne svoje
stavy. Stavy sústavy pozorujeme v diskrétnych £asových okamihoch
n ∈ {0, 1, 2, . . . , }. Náhodnej veli£ine Xn priradíme hodnotu k ak je
sústava v £asovom okamihu n v stave ak .

Predpoklad, ºe náhodné zmeny stavu fyzikálnej sústavy tvoria
Markovov re´azec môºeme interpretova´ takto: V²etky doteraj²ie
stavy môºu ma´ vplyv na budúce stavy len prostredníctvom
sú£asného stavu.
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Homogénne Markovove re´azce

Markovov re´azec {Xn}n∈T nazveme homogénny (v £ase), ak platí:

∀i , j ∈ S ,∀k ∈ N :

P(Xn+k+1 = j |Xn+k = i) = P(Xn+1 = j |Xn = i).

Pravdepodobnosti prechodu zo stavu i do stavu j ozna£íme

pij = P(Xn+1 = j |Xn = i)

a usporiadame do matice pravdepodobností prechodu

P = (pij)i ,j∈S .

Poznámka
Aj v ¤al²om texte budeme N = {1, 2, 3, . . . } ozna£ova´ mnoºinu
prirodzených £ísel.
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Príklad 1.2
V dvoch urnách je spolu 5 guli£iek. Pri kaºdom pokuse náhodne
vyberieme jednu guli£ku a premiestnime ju do susednej urny.
Budeme predpoklada´. ºe výber kaºdej guli£ky je rovnako
pravdepodobný bez oh©adu v ktorej je urne.

Náhodný re´azec popisujúci po£ty guli£iek v 1.urne má Markovovu
vlastnos´, pretoºe budúci stav po£tu guli£iek v 1.urne záleºí len na
sú£asnom po£te guli£iek v 1.urne a na náhodno výbere guli£ky.
Nezáleºí ani na tom v ktorom pokuse dochádza k premiestneniu
guli£ky, jedná sa tak o homogénny Markovov re´azec {Xn}n∈T
s mnoºinou stavov S = {0, 1, 2, 3, 4, 5} a maticou pravdepodobností
prechodu

P =



0 1 0 0 0 0
1
5 0 4

5 0 0 0
0 2

5 0 3
5 0 0

0 0 3
5 0 2

5 0
0 0 0 4

5 0 1
5

0 0 0 0 1 0
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Pravdepodobnos´, ºe sa homogénneho Markovov re´azec {Xn}n∈T
v £ase n ∈ T nachádza v stave i ∈ S ozna£íme

pi (n) = P(Xn = i)

a nazveme pravdepodobnos´ stavu i v £ase n. Vektor tvaru

p(n) =
(
pi (n)

)
i∈S

nazývame pravdepodobnostné rozdelenie re´azca (v £ase n).
Po£iato£ným rozdelením re´azca rozumieme p(0).

Príklad 1.3 (Cvi£enie)

Sledovala sa prevádzka stroja za dobu 1000 smien. Ke¤ sa stroj
pokazil bola vykonaná oprava. Opravy ktoré trvali dlh²ie neº 1
smenu sa evidovali zvlá²´. Bolo zistené, ºe sa stroj pokazil v
150-tich prípadoch z toho v 95-tich prípadoch trvala oprava viac
neº jednu smenu. Modelujte chovanie stroja homogénnym
Markovovým re´azcom.
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Základné tvrdenia

Lema 1.1
Pre homogénny Markovov re´azec ur£ený po£iato£ným rozdelením
p(0) a maticou P platí

p(n + 1) = p(n)P ∀n ∈ T (1)

Dôkaz: Treba ukáza´, ºe

pj(n + 1) =
∑
k∈S

pk(n)pkj ,∀j ∈ S ,∀n ∈ T

Ozna£me javy Hk = {Xn = k}, A = {Xn+1 = j}. Z vety o úplnej
pravdepodobnosti dostávame

pj(n + 1) = P(A) =
∑
k∈S
P(Hk)P(A|Hk) =

∑
k∈S

pk(n)pkj .

•
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Príklad 1.4
V zadaní prikladu 1.2 predpokladajme, ºe na za£iatku sú v²etky
guli£ky v 1. urne. Aký bude stredný po£et guli£iek v 1. urne po
dvoch pokusoch?
Markovov re´azec popisujúci po£ty guli£iek 1.urne je ur£ený pp.
rozdelením p(0) = (0, 0, 0, 0, 0, 1) a vypo£ítanou maticou prechodu

P =



0 1 0 0 0 0
1
5 0 4

5 0 0 0
0 2

5 0 3
5 0 0

0 0 3
5 0 2

5 0
0 0 0 4

5 0 1
5

0 0 0 0 1 0


Potom z (1) máme

p(2) = p(1)P = (0, 0, 0, 0, 1, 0)P =
(
0, 0, 0,

4
5
, 0,

1
5

)
.

Stredný po£et guli£iek bude v 2. urne po dvoch pokusoch rovný

E (X2) = 0 · 0 + 1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 4
5

+ 4 · 0 + 5 · 1
5

= 3
1
5
.
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Pravdepodobnos´ami prechodu vy²²ích rádov rozumieme

pij(0) =

{
1 ak i = j

0 ak inak

pij(k) = P(Xn+k = j |Xn = i) ∀k ∈ N

po usporiadaní do matice

P(k) =
(
pij(k)

)
i ,j∈S .

Poznámka
Vzh©adom k homogenite re´azca nezávisia ani pravdepodobnosti
vy²²ích rádov na n.
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Lema 1.2
Pre homogénny Markovov re´azec s po£iato£ným rozdelením p(0)
platí

p(n) = p(0)P(n) ∀n ∈ T . (2)

Maticu pravdepodobností vy²²ích rádov v²ak môºeme vyjadri´
v tvare mocniny pp. prechodu.

Lema 1.3

P(n) = Pn ∀n ∈ T . (3)

Dôkaz: Zrejme platí P(0) = P0 a P(1) = P. Z (2) a opakovaním
(1) dostaneme rovnice zo zhodnými pravými stranami

p(n) = p(0)P

p(n) = p(n − 1)P = p(n − 2)PP = · · · = p(0)Pn

•
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Chapman-Kolmogorove rovnice

Veta 1.1

P(n + m) = P(n)P(m) ∀n,m ∈ T . (4)

Dôkaz: Z vlastnosti násobenia matíc a lemy 1.3 dostávame

P(n + m) = Pn+m = PnPm = P(n)P(m)

•
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Stacionárne rozdelenie re´azca

Nech P je matica prechodu. Potom vektor π = (πj)j∈S pre ktorý
platí

π = πP∑
j∈S

πj = 1

πj ≥ 0 ∀j ∈ S

nazývame stacionárne rozdelenie re´azca ur£eného maticou
prechodu P.

Veta 1.2
Nech P je matica prechodu. Potom ak existujú

lim
n→∞

pij(n) = πj ∀i , j ∈ S (5)

potom existujú aj

lim
n→∞

pj(n) = πj ∀j ∈ S (6)
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Príklad 1.5
Vrá´me sa k prikladu 1.4 s guli£kami. Zaujíma nás stredný po£et
guli£iek v 1.urne po stabilizácii systému.
Najskôr nájdeme stacinárne rozdelenie re´azca π = (π0, π1, . . . , π5).
Po dosadení do rovnice

π = π



0 1 0 0 0 0
1
5 0 4

5 0 0 0
0 2

5 0 3
5 0 0

0 0 3
5 0 2

5 0
0 0 0 4

5 0 1
5

0 0 0 0 1 0


a vyjadrení jednotlivých pravdepodobností pomocou π0 dostávame
π = (1, 5, 10, 10, 5, 1)π0. Z normalia£nej podmienky

∑5
j=0 πj = 1

vypo£ítame π0 = 1
32 . Po dostato£nom po£te pokusov bude stredný

po£et guli£iek v 1.urne rovnaký ako 2.urne rovný

E (X∞) =
5∑

j=0

jπj = 2
1
2
.
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Regulárny re´azec

Ak v Markovovom re´azci konvergujú rozdelenia stavov k limitnému
rozdeleniu t.j. existuje

lim
n→∞

p(n) = p

a ak limitné rozdelenie p nezávisí na po£iato£nom rozdelení p(0)
potom nazývame tento re´azec regulárny.

Lema 1.4
Ak je Markovov re´azec regulárny potom je jeho limitné rozdelenie
stacionárne.

Dôkaz: Nech je p limitné rozdelenie regulárneho re´azca. Potom
pod©a lemy 1.1 platí

p = lim
n→∞

p(n + 1) = lim
n→∞

p(n)P = pP

a tak je jeho limitné rozdelenie jediné stacionárne. •
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Markovova veta

Veta 1.3
Nech existuje také prirodzené £íslo n, ºe v²etky prvky matice Pn sú
kladné. Potom je homogénny Markovov re´azec s maticou
pravdepodobností P regulárny.

Poznámka
Markovova veta je jedna z najznámej²ích posta£ujúcich podmienok
pre existenciu regulárneho re´azca

Príklad 1.6 (Cvi£enie)

Vrá´me sa k prikladu 1.4 s guli£kami. Predpokladajme, ºe po
troch pokusoch majú po£ty guli£iek v 1.urne pp. rozdelenie
(0, 0.875, 0, 0.125, 0, 0), pri£om na po£iatku bola 1.urna prázdna.
Najdite s pomocou Excelu maticu prechodu a stacionárne
rozdelenie modelujúceho Markovovho re´azca. �o môºeme
usúdi´ o chovaní guli£iek? Bude tento re´azec regulárny?
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