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Matematickým modelom antagonistického kon�iktu je hra 2
hrá£ov s kon²tantným sú£tom. Stratégie hrá£ov sú tu zaloºená na
zásade:

Kto sa odchýli nemôºe si prilep²i´.

�iadna odchylka od garantovanej stratégie hrá£a nemôºe prinies´
hrá£om výhodu za predpokladu, ºe aj súper zachováva túto
stratégiu.

De�nícia 2.1
Nech

HK =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M1(x , y),M2(x , y)

)
(1)

je hra s kon²tantným sú£tom. Stratégie x∗ ∈ X a y∗ ∈ Y nazveme
rovnováºne, ak pre ∀x ∈ X a ∀y ∈ Y je

M1(x , y
∗) ≤M1(x

∗, y∗), (2)

M2(x
∗, y) ≤M2(x

∗, y∗). (3)

Dvojicu (x∗, y∗) budeme nazýva´ rovnováºna stratégia hry.
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De�nícia 2.1 (pokra£ovanie)

Ak je
H0 =

(
Q = {1, 2},X ,Y,M(x , y)

)
(4)

hra s nulovým sú£tom, potom nerovnosti prepí²eme

M(x , y∗) ≤ M(x∗, y∗) ≤ M(x∗, y). (5)

�íslo M(x∗, y∗) nazývame cena hry.

Príklad 2.1
Máme nekone£nú hru 2 hrá£ov s nulovým sú£tom

H0 =
(
{1, 2}, < 0, 1 >, {−1, 0, 1}, x + y

)
.

Rovnováºne stratégie hrá£ov x∗ = 1, y∗ = −1 vyhovujú

x + y∗ ≤ x∗ + y∗ ≤ x∗ + y .
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V hre H0 je rovnováºna stratégia (x∗, y∗) ∈ X × Y je sedlovým

bodom funkcie M(x , y) s de�ni£ným oborom X × Y. Moºno
ukáza´, ºe potom platí

x∗ = arg max
x∈X

M(x , y∗),

y∗ = arg min
y∈Y

M(x∗, y).
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Veta 2.1
Majme hru s kon²tantným sú£tom K

HK =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M1(x , y),M2(x , y)

)
(6)

a hru s nulovým sú£tom

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M1(x , y)−M2(x , y)

)
. (7)

Potom (x∗, y∗) je rovnováºnou stratégiou hry HK práve vtedy ke¤
je aj rovnováºnou stratégiou hry H0.
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Dôkaz vety 2.1 (⇒)

Nech (x∗, y∗) rovnováºna stratégia v hre HK . Potom po od£ítani
M2(x , y∗) od oboch strán nerovnosti (2) dostaneme

M1(x , y
∗)−M2(x , y

∗) ≤ M1(x
∗, y∗)−M2(x , y

∗).

Z podmienky (2) a predpokladu ºe ide o hru so sú£tom K

−M2(x , y
∗) ≤ −M2(x

∗, y∗).

Po úpravach z odvodených nerovností

M1(x , y
∗)−M2(x , y

∗) ≤ M1(x
∗, y∗)−M2(x

∗, y∗).

Analogicky sa z (3) odvodí

M1(x
∗, y∗)−M2(x

∗, y∗) ≤ M1(x
∗, y)−M2(x

∗, y)

a tak je (x∗, y∗) rovnováºna stratégia v hre H0.
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Dôkaz vety 2.1 (⇐)

Nech (x∗, y∗) rovnováºna stratégia v hre H0 t.j.

M1(x , y
∗)−M2(x , y

∗) ≤ M1(x
∗, y∗)−M2(x

∗, y∗) ≤ M1(x
∗, y)−M2(x

∗, y)

Hra HK je hra s kon²tantným sú£tom K a tak po dosadení do ©avej
£asti nerovnosti

M1(x , y
∗)− (K −M1(x , y

∗)) ≤ M1(x
∗, y∗)− (K −M1(x

∗, y∗))

dostaneme pre 1. hrá£a

M1(x , y
∗) ≤ M1(x

∗, y∗).

Podobne z pravej £asti nerovnosti dostaneme pre 2. hrá£a

M2(x
∗, y) ≤ M2(x

∗, y∗)

a tak je (x∗, y∗) rovnováºna stratégia aj v hre HK .
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Príklad 2.1 (O trhoch � 1. pokra£ovanie)

Dve �rmy A a B sú´aºia o trhy v n krajinách. Firmy A,B uº
investovali £iastky ai , bi , i = 1, . . . , n a chcú e²te investova´ do
reklamy a rozvoja sluºieb £iastky a, b. Predpokladá sa, ºe obe �rmy
investujú rovnako efektívne a tak celkový objem objednávok i-tej
krajiny si sa rozdelí proporcionálne k investovaným sumám. Ako
majú �rmy optimálne investova´ £iastky a, b ?

HK =
(
Q = {1, 2},X ,Y,MA(x , y),MB(x , y)

)
,

X = {x ∈ En :
n∑

j=1

xj = a, x ≥ 0}, Y = {y ∈ En :
n∑

j=1

yj = b, y ≥ 0},

MA(x, y) =
n∑

i=1

(ai + xi )si
xi + yi + ai + bi

, MB(x, y) =
n∑

i=1

(bi + yi )si
xi + yi + ai + bi

,

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,

n∑
i=1

(ai + xi − bi − yi )si
xi + yi + ai + bi

)
.
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De�nícia 2.2
Hra s nulovým sú£tom

HS =
(
Q = {1, 2},X ,X ,M(x , y)

)
(8)

pre ktorú pre v²etky x ∈ X a y ∈ X

M(x , y) = −M(y , x) (9)

sa nazýva symetrická hra.

Príklad 2.2 (O trhoch � 2. pokra£ovanie)

Ak obe �rmy e²te neinvestovali do trhov ºiadne £iastky a plánujú
investova´ zhodne £iastku a potom sa jedná o symetrickú hru so
zhodnými priestormi stratégií oboch �riem

X = {x ∈ En :
n∑

j=1

xj = a, x ≥ 0}, M(x , y) =
n∑

i=1

(xi − yi )si
xi + yi

.

Potom sú rovnováºne stratégie hrá£ov zhodné x∗ =
(
a
n
, a
n
, . . . , a

n

)
a M(x∗, x∗) = 0.
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Veta 2.2
Ak má symetrická hra rovnováºnu stratégiu, potom sú stratégie
oboch hrá£ov rovnaké a cena hry je nulová.

Pre kaºdú stratégiu (x , y) hry HS je M(x , y) = −M(y , x). Ak
existuje rovnováºna stratégia (x∗, y∗) tejto hry potom

M(x , y∗) ≤ M(x∗, y∗) ≤ M(x∗, y),

£o moºno prepísa´

−M(y∗, x) ≤ −M(y∗, x∗) ≤ −M(y , x∗),

odkia©
M(y , x∗) ≤ M(y∗, x∗) ≤ M(y∗, x),

a (y∗, x∗) je tieº rovnováºna stratégia hry.

Cena hry je M(x∗, x∗) = 0 lebo M(x∗, x∗) = −M(x∗, x∗).
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Príklad 2.2 (Symetrická hra sudoku)

Máme hracie pole sudoku 9× 9, ktoré obsahuje aspo¬ N vo©ných
polí pri£om ostatné sú prípustne vyplnené. Dvaja hrá£i majú
(sudoku) prípustne doplni´ N − 1 £ísel, kaºdý s daným sú£tom S.
Dop¨¬ané £ísla 1, . . . , 9 sa môºu opakova´. Ziskom hrá£a je, po
sú£asnom zverejnení vo©by, rozdiel medzí sú£tom ním a sú£tom
súperom prípustne doplnených £ísel. Prípustne doplnené £íslo
hrá£mi do hracieho po©a je len také, ktoré neprekýva súperovú
vo©bu a neporu²uje prípustnos´ £iasto£ne vyplneného puzzle sudoku.

Priestory stratégií oboch hrá£ov, doplnenenie N − 1 £ísel so sú£tom
S , sú tu zhodné a kone£né. Výhra jedného hrá£a ide na úkor
druhého hrá£a takºe ide o hru s nulovým sú£tom. Ak by si vymenily
zvolené stratégie nezmení sa vý²ka výhry ale zmení sa vyhrávajúci
hrá£ a tak máme kone£nú symetrickú hru.
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