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Antagonistický kon�ikt dvoch hrá£ov s kone£nými priestormi
stratégií modeluje maticová hra.

De�nícia 3.1
Kone£nú hra s nulovým sú£tom

HA =
(
Q = {1, 2},X = {1, . . . ,m},Y = {1, . . . , n},M(i , j) = aij

)
ktorá je ur£ená reálnou maticou A = (aij)i∈X , j∈Y nazveme
maticová hra. Maticu A nazývame matica hry.

Príklad 3.1
Uvaºujme HA jednozna£ne ur£enú maticou

A =

 5 4 4 5
−3 5 3 7
7 8 −1 6


Prvý hrá£ má tri stratégie zatia© £o druhý hrá£ má ²tyri stratégie.
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De�nícia 3.2
Nech A je matica hry. Stratégiu (i∗, j∗) ∈ X ×Y maticovej hry HA
nazveme rovnováºnou, ak pre ∀i ∈ X a ∀j ∈ Y je

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ ai∗j . (1)

Rovnováºna stratégia (i∗, j∗) musí vyhovova´ vz´ahom

ai∗j∗ =max
i∈X

aij∗

ai∗j∗ =min
j∈Y

ai∗j

ktoré umoº¬ujú efektívne h©adanie rovnováºnej stratégie.

Príklad 3.1 � pokra£ovanie

Môºeme pokúsi´ nájs´ maximum z riadkových miním,
max{4,−3,−1} = 4, a minimum zo st¨pcových maxím,
min{7, 8, 4, 6} = 4. Máme teda ai∗j∗ = a1,4 = 4.
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Lema 3.1
Nech A je reálna matica. Potom platí

max
i∈X

min
j∈Y

aij ≤ min
j∈Y

max
i∈X

aij (2)

Z vlastnosti maxima je
aij ≤ max

i∈X
aij

Index j je na oboch stranách nerovnosti vo©ný a tak

min
j∈Y

aij ≤ min
j∈Y

max
i∈X

aij

�avá strana nerovnosti v²ak nezávisí od indexu i a odhaduje jej
pravú stranu zdola, takºe platí

max
i∈X

min
j∈Y

aij ≤ min
j∈Y

max
i∈X

aij .
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Príklad 3.2
Majme maticu

A =

 4 3
1 4
2 0


Maximum z riadkových miním je max{3, 1, 0} = 3 a minimum zo
st¨pcových maxím je min{4, 4} = 4 a tak dostáme ostrú nerovnos´
3 < 4.
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Veta 3.1 � nutná a posta£ujúca podmienka

Stratégia (i∗, j∗) je rovnováºna stratégia hry HA práve vtedy, ke¤

max
i∈X

min
j∈X

aij = min
j∈Y

max
i∈X

aij = ai∗j∗ . (3)

(⇒) : Z de�nície (i∗, j∗) a z vlastností min,max máme

min
j∈Y

max
i∈X

aij ≤ max
i∈X

aij∗ ≤ ai∗j∗ ≤ min
j∈Y

ai∗j ≤ max
i∈X

min
j∈Y

aij

Z platnosti lemy 3.1 s opa£nými nerovnos´ami máme (3).
(⇐) : Nech platí (3). Potom pre ∀i ∈ X

aij∗ ≤ max
i∈X

aij∗ = max
i∈X

min
j∈Y

aij = ai∗j∗

a pre ∀j ∈ Y

ai∗j ≥ min
j∈Y

ai∗j = min
j∈Y

max
i∈X

aij = ai∗j∗ ,

a tak platí (1).
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Príklad 3.2 � pokra£ovanie

A =

 4 3
1 4
2 0


Hra HA nemá rovnováºnu stratégu.

Ak nemá maticová hra rovnováºnu stratégiu, potom má zmysel
h©ada´ pravdepodobnosti s akou majú hrá£i voli´ £isté stratégie
i ∈ X , j ∈ Y, £o vedie k nekone£nej hre v NT. Jej priestory stratégií
budeme zna£i´ (X ), (Y).
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De�nícia 3.3
Nech je daná maticová hra HA.

(HA) =
(
Q = {1, 2}, (X ), (Y),M(x, y)

)
(4)

(X ) ={x ∈ Em :
m∑
i=1

xi = 1, x ≥ 0} (5)

(Y) ={y ∈ En :
n∑

j=1

yi = 1, y ≥ 0} (6)

M(x, y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

xiaijyj = xTAy (7)

nazveme zmie²aným roz²írením maticovej hry. Prvky (X ), (Y)
nazývame zmie²ané stratégie a prvky X ,Y nazývame £isté

stratégie. Funkciu M(x, y) nazývame strednou hodnotou platby

resp. cena hry.
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Ak 1.hrá£ zvolí zmie²anú stratégiu x = (x1, x2, . . . , xm)
T ∈ (X ) a

2.hrá£ zvolí zmie²anú stratégiu y = (y1, y2, . . . , yn)
T ∈ (Y) sú vo©by

£istých stratégií nezávislé náhodné veli£iny, pri£om xi · yj udávajú
s ako pravdepodobnos´ou bude zvolená £istá stratégia (i , j).

De�nícia 3.4
Stratégiu (x∗, y∗) ∈ (X )× (Y) a nazveme rovnováºnou

zmie²anou stratégiou v (HA) , ak pre ∀x ∈ (X ) a ∀y ∈ (Y) je

xTAy∗ ≤ x∗TAy∗ ≤ x∗TAy. (8)
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Príklad 3.3

A =

(
0 1
1 0

)
HA nemá rovnováºne £isté stratégie. Ale x∗ = (12 ,

1
2)

T = y∗ sú
rovnováºne zmie²ané stratégie hrá£ov v (HA) so strednou hodnotou
platby

M(x, y) = (x1, x2).A.(y1, y2)T = x1y2 + x2y1,

kde

(X ) = {(x1, x2)T ∈ E2 : x1 + x2 = 1, x1, x2 ≥ 0},
(Y) = {(y1, y2)T ∈ E2 : y1 + y2 = 1, y1, y2 ≥ 0},

M(x∗, y∗) =
1
2
.

Pretoºe platí

M(x, y∗) =
x1 + x2

2
≤ 1

2
≤ y1 + y2

2
= M(x∗, y).
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Lema 3.1
Rovnováºna stratégia zmie²aného roz²írenia maticovej hry sa
nezmení, ak ku kaºdému prvku matice hry pripo£ítame to isté
nenulové £íslo c. Cena hry s takto pozmenenou maticou hry bude
v + c, kde v je cena pôvodnej hry.

Nech je (x∗, y∗) ∈ (X )× (Y) rovnováºna zmie²aná stratégia v
(HA) t.j. ∀x ∈ (X ) a ∀y ∈ (Y) je

xTAy∗ ≤ x∗TAy∗ ≤ x∗TAy.

Nech E = (1) je matica jednotkových prvkov typu matice A. Pre
∀x ∈ (X ) a ∀y ∈ (Y) je xTEy = 1 a tak aj

xT cEy∗ = x∗T cEy∗ = x∗T cEy.

Po jednoduchých úpravách s vy²²ie uvedenou podmienkou máme

xT (A+ cE)y∗ ≤ x∗T (A+ cE)y∗ ≤ x∗T (A+ cE)y.
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Veta 3.2 (Von Neumannova základná veta maticových hier)

Zmie²ané roz²írenie kaºdej maticovej hry má rie²enie
v rovnováºných stratégiach.

Vzh©adom na lemu 3.1 môºeme predpoklada´, ºe v²etky prvky
matice A sú kladné. Pre ©ubovo©né pevné x∗ ∈ (X ) de�nujeme
funkciu f (y) = x∗TAy, ktorá je kladná, spojitá na kompaktnej
mnoºine (Y). Pod©a Weirstrassovej vety nadobúda funkcia f (y)
na mnoºine (Y) minimum t.j. ∃v > 0, ºe

v ≤ x∗TAy ∀y ∈ (Y) (9)

Vzh©adom k linearite (Y) sta£í, ak bude nerovnos´ (9) splnená pre
£isté stratégie hry

y ∈ {(1, 0, . . . , 0)T , (0, 1, . . . , 0)T , . . . , (0, 0, . . . , 1)T}

Pre x∗ ∈ (X ) dostávame z (9) systém rovníc

v1T ≤ x∗TA, x∗T1 = 1, x∗ ≥ 0 (10)
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Veta 3.2 � pokra£ovanie

Podobne pre ©ubovo©né pevné y∗ ∈ (Y) de�nujeme funkciu
g(x) = xTAy∗, ktorá je kladná, spojitá na kompaktnej mnoºine
(X ). Pod©a Weirstrassovej vety f (y) nadobúda na mnoºine (X )
maximum, t.j. ∃w > 0, ºe

w ≥ xAy∗ ∀x ∈ (X ) (11)

Opä´ sta£í, aby nerovnos´ (11) bola splnená pre £isté stratégie hry

x ∈ {(1, 0, . . . , 0)T , (0, 1, . . . , 0)T , . . . , (0, 0, . . . , 1)T}

Pre y∗ ∈ (Y) dostávame z (11) systém rovníc

w1 ≥ Ay∗, y∗T1 = 1, y∗ ≥ 0 (12)
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Veta 3.2 � dokon£enie

Po zavedení nových vektorov p = x∗

v
a q = y∗

w
dostávame dvojice

symetrických duálne zdruºených úloh LP:

min{pT1 : pTA ≥ 1, p ≥ 0}, (13)

max{qT1 : Aq ≤ 1, q ≥ 0}, (14)

ktoré majú prípustné rie²enia. Vzh©adom na kladné prvky matice A
máme i optimálne rie²enia so spolo£nou hodnotou cie©ových funkcií
1
v
= 1

w
.
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Príklad 3.4
Maticová hra HB

B =

(
1 −3

2 −1
0 4 2

)
nemá £istú stratégiu.

Ke¤ ku kaºdému prvku matice pripo£ítame 2 dostaneme maticovú
hru ur£enú maticou kladných £ísel

A =

(
3 1

2 1
2 6 4

)
.

Pod©a lemy 3.1 má hra (HA) tú istú rovnováºnu stratégiu ako hra
(HB). Z kon²truktívneho dôkazu základnej vety vieme, ºe sta£í rie²i
jednu z duálne zdruºených úloh (13) alebo (14) napr.

max q0 = q1 + q2 + q3

3q1 +
q2
2

+ q3 ≤ 1

2q1 + 6q2 + 4q3 ≤ 1

q1, q2, q3 ≥ 0
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Príklad 3.4 � pokra£ovanie

Úloha má optimálne rie²enie q∗ = ( 3
10 , 0,

1
10)

T . Z podmienok
komplementarity symetrických úloh (13) a (14)

q1(3p1 + 2p2 − 1) = 0

q2(
p1
2

+ 6p2 − 1) = 0

q3(p1 + 4p2 − 1) = 0

dostaneme aj optimálne rie²enie p∗ = (15 ,
1
5)

T . Spolo£ná hodnota
cie©ových funkcií je q0 =

2
5 = 1

w
. Vynásobením w · q∗,w · p∗ tak

máme zmie²ané stratégie oboch hrá£ov

y∗ =
(3
4
, 0,

1
4

)T
x∗ =

(1
2
,
1
2

)T
.

Cena hry (HB) je 5
2 − 2 = 1

2 .
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Analytické rie²enie maticovej hry 2× 2

Nech HA nemá £istú stratégiu a

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Rovnováºnu stratégiu 1. hrá£a dostaneme, po substitúcii
x∗ = p · v v primárnej úlohe (13) t.j. vynásobení nerovností
premennou v , rie²ením úlohy LP:

max v (15)

x1a11 + x2a21 ≥ v , (16)

x1a12 + x2a22 ≥ v , (17)

x1 + x2 = 1, (18)

x1, x2 ≥ 0. (19)

�tefan Pe²ko Maticové hry



Analytické rie²enie maticovej hry 2× 2

Aspo¬ jedna z nerovnosti (16) a (17) bude splnená v tvare rovnosti
a tak spolu s (18) ©ahko vypo£ítame x∗ a v∗.

x∗1 =
a22 − a21

a11 + a22 − a12 − a21
, x∗2 =

a11 − a12
a11 + a22 − a12 − a21

,

v∗ =
det(A)

a11 + a22 − a12 − a21
.

Ak by nebolo 0 ≤ x∗1 ≤ 1, 0 ≤ x∗2 ≤ 1 potom by mal 1. hrá£ £istú
stratégiu. Z komplemetarity duálne zdruºených úloh (13) a (14)
máme po substitúcii y∗ = q · v rovnos´

a11y1 + a21(1− y1) = a21y1 + a22(1− y1),

odkia© vypo£ítame rovnováºnu stratégiu 2. hrá£a

y∗1 =
a11 − a21

a11 + a22 − a12 − a21
, y∗2 =

a22 − a12
a11 + a22 − a12 − a21

.
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Gra�cká metóda rie²enia maticovej hry 2× n

Uvaºujme maticovú hru HA

A =

(
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n

)
1. hrá£ má dve £isté stratégie X = {1, 2} a preto jeho zmie²ané
stratégie môºeme písa´ v tvare

(X ) = {(α, 1− α) : α ∈ 〈0, 1〉}.

2. hrá£ má n−£istých stratégií Y = {1, 2, . . . , n}.
Z kon²truktívneho dôkazu Von Neumannovej vety 3.2 uº vieme, ºe
na získanie rovnováºnej stratégie 1. hrá£a sta£í rie²i´ LP úlohu kde
maximalizuje svoju výhru v .

max v

a1j · α+ a2j · (1− α) ≥ v ∀j ∈ Y,
0 ≤ α ≤ 1.
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Gra�cká metóda rie²enia maticovej hry 2× n

Ozna£me
gj(α) = a1j · α+ a2j · (1− α)

lineárnu funkciu de�novanú na 〈0, 1〉. Zmie²anú stratégiu 1. hrá£a
x∗ ∈ (X ) dostaneme zo vz´ahu

x∗ = arg max
α∈〈0,1〉

min
j∈Y

gj(α).

To ale znamená, ºe x∗ môºeme h©ada´ gra�cky tak, ºe de�nujeme
konvexnú, po £astiach lineárnu funkciu

h(α) = min
j∈Y

gj(α)

a tak
h(α∗) = max

α∈〈0,1〉
h(α)

je cena hry s x∗ = (α∗, 1− α∗).
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Gra�cká metóda rie²enia maticovej hry 2× n

Z podmienky komplementarity duálne zdruºených úloh LP platí pre
rovnováºnu zmie²anú stratégiu 2. hrá£a∑

j∈Y
a1jy

∗
j = v ,

∑
j∈Y

a2jy
∗
j = v ,

y∗j1 + y∗j2 = 1,

y∗j1 , y
∗
j2

≥ 0,

kde
y∗ = (0, . . . , y∗j1 , 0, . . . , 0, y

∗
j2
, . . . , 0) ∈ (Y)

pri£om indexy j1, j2 sa volia tak, aby platilo

a1j1x
∗
1 + a2j1x

∗
2 = a1j2x

∗
1 + a2j2x

∗
2 = v .
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Príklad 3.5
Nájdite rovnováºnu zmie²anú stratégie maticovej hry HA

A =

(
3 1

2 1
2 6 4

)

Figure: g1(α) = 3α+ 2(1− α), g2(α) =
α
2 + 6(1− α), g3(α) = α+ 4(1− α).
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Príklad 3.5 � pokra£ovanie

Dostali sme po £astiach lineárnu funkciu

h(α) = min{α+ 2,−11
2
α+ 6,−3α+ 4}, α ∈ 〈0, 1〉

s maximálnou hodnotou v = h(α∗) = h
(
1
2

)
= max 0≤α≤1 h(α) =

5
2

a máme rovnováºnu stratégiu 1. hrá£a x∗ =
(
1
2 ,

1
2

)
.

Nako©ko je x∗TA =
(
5
2 ,

13
4 ,

5
2

)
zvolime j1 = 1, j2 = 3 t.j.

y∗ = (y∗1 , 0, y
∗
3 ). Z podmienok komplementarity dostávame systém

lineárnych rovníc

3y∗1 + y∗3 =
5
2
,

y∗1 + y∗3 = 1,

ktorého rie²enie y∗ = (34 , 0,
1
4) je rovnováºnou stratégiou 2. hrá£a.
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Brownova metóda �ktívnej hry � 1950

je zaloºenú na postupnom u£ení hrá£ov hraním opakovaných partií
hry HA ke¤ nevedia vypo£íta´ svoje rovnováºne zmie²ané stratégie.

Hrá£i v kaºdom ´ahu predpokladajú, ºe protihrá£ zvolí zmie²anú
stratégiu, ktorá je ur£ená pravdepodobnos´ami (frekvenciami)
výskytu £istých stratégií v predchádzajúcich ´ahoch hry, pri£om
volia tie £isté stratégie, ktoré im garantujú najlep²í výsledok.
Fiktívna hra má potencionálne nekone£ne ve©a ´ahov.

V základnej verzii hry sa predpokladá, ºe hrá£i v kaºdom ´ahu
sú£asne zverejnia svoje £isté stratégie. V modi�kovanej verzii
2. hrá£ reaguje svojim ´ahom aº po zverejnení ´ahu 1. hrá£a.
To moºno interpretova´ ako istú nedôveru 2. hrá£a k poslednej
stratégii 1. hrá£a.
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Metóda �ktívnej hry � základná verzia

Predpokladajme, ºa sa hra uº k-krát opakovala, 1. hrá£ zvolil £isté
stratégie i1, . . . , ik ∈ X a 2. hrá£ £isté stratégie j1, . . . , jk ∈ Y.
V (k + 1) ´ahu obaja hrá£i predpokladajú, ºe protihrá£ zvolí svoju
£istú stratégiu na základe frekvencie vo©by £istých stratégií, £o
vedie z h©adiska 1. resp. 2. hrá£a k priemerným výplatám

1
k

k∑
s=1

aijs resp.
1
k

k∑
s=1

ais j .

1. hrá£ maximalizuje o£akávanú výhru zatia© £o 2. hrá£
minimalizuje o£akávanú prehru a tak volia ik+1 ∈ X , jk+1 ∈ Y:

k∑
s=1

aik+1js = max
i∈X

k∑
s=1

aijs = k · v1(k), (20)

k∑
s=1

ais jk+1 = min
j∈Y

k∑
s=1

ais j = k · v2(k). (21)
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Metóda �ktívnej hry � základná verzia

Skuto£ná výplata sa po (k + 1) ´ahu rovná aik+1jk+1 a priemerná
výplata

v∗(k) =
1

k + 1

k+1∑
s=1

ais js ,

ktorá sa pri vo©be stratégií nevyuºíva.

Poznamenajme, ºe v základnej verzii hry moºno voli´ £isté stratégie
©ubovo©ne.

Nech
(
x(k), y(k)

)
je zmie²aná stratégia hry, kde xi (k) · yj(k) je

rovné relatívnej frekvencie výskytu stratégie (i , j) ∈ X × Y
po k ´ahoch hry a nech v je cena hry. Potom moºno dokáza´, ºe

v1(k) = max
i∈X

k∑
s=1

aijyj(k) ≥ v ≥ min
j∈Y

k∑
s=1

aijxi (k) = v2(k).
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Metóda �ktívnej hry

Ak by pre nejaké k1 a k2 platilo

v1(k1) = v2(k2) = v ,

potom by
(
x(k1), y(k2)

)
∈ (X )× (Y) boli rovnováºne zmie²ané

stratégie hry. Naviac moºno dokáza´, ºe

lim
k→∞

v1(k) = lim
k→∞

v2(k) = v .

Rýchlos´ konvergencie je v²ak malá, moºno ju odhadnú´

v1(k)− v2(k) = o
(
k−

1
n+m−2

)
.

Význam metódy je i tak zna£ný, lebo je jednoduchá a odráºa
získavanie skúseností hrá£mi pri mnohonásobnom opakovaní
kon�iktnej situácie.
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Príklad 3.6
Máme maticu hry HA

A =

(
3 1

2 1
2 6 4

)
.

Hrá£i môºu za£a´ hra´ �ktívnu hru z ©ubovo©ných £istých stratégií.
Nech obaja hrá£i zverejnia v 1. ´ahu svoje £isté stratégie (1, 1).

V 2. ´ahu nastáva nasledujúca rozhodovacia situácia: 1.hrá£ pozná
vo©bu 2. hrá£a, 1. st¨pec matice, s moºnými výhrami (3, 2)T a
preto svoju maximálnu výhru 3 dosiahne vo©bou svojej £istej
stratégie i = 1. Aj 2. hrá£ pozná vo©bu 1. hrá£a z 1. ´ahu, prvý
riadok maticovej hry, s moºnými prehrami (3, 12 , 1) a preto svoju
minimálnu prehru 1

2 dosiahne vo©bou svojej £istej stratégie j = 2.
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Príklad 3.6 v da©²ích ´ahoch

Partia vo©ba vo©ba kumulovaná výhra kumulovaná prehra
(´ah) i j 1.hrá£a (20) 2.hrá£a (21)

1. 1 1 ( 3 , 2)T (3, 1
2 , 1)

2. 1 2 (72 , 8 )T (6, 1 , 2)
3. 2 2 (4, 14 )T (8, 7, 6 )

4. 2 3 (5, 18 )T (10, 13, 10 )

5. 2 3 (6, 22 )T ( 12 , 19, 14)

Table: Priebeh �ktívnej hry

Ak by sme ukon£ili �ktívnu hru v 5-tom ´ahu, dostali by sme z
po£etností volieb £istých statégií nasledujúce odhady rovnováºnych
stratégií a ceny hry

x(5) =
(2
5
,
3
5

)
, y(5) =

(1
5
,
2
5
,
2
5

)
,

12
5
≤ v ≤ 22

5
.
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Lineárne programovanie v maticových hrách

Kon²truktívny dôkaz Von Neumannova základnej vety maticových
hier (veta 3.2) dáva návod, ako pomocou LP efektívne h©ada´
zmie²anú rovnováºnu stratégiu maticovej hry.

Najskôr dokáºeme pomocné tvrdenie o hrách s kosymetrickou
maticou A t.j. maticou s vlastnos´ou AT = −A.

Lema 3.2
V maticovej hre s kosymetrickou maticou hry majú obaja hrá£i tie
isté rovnováºne stratégie a nulovú cenu zmie²aného roz²írenia hry.

Hra HA je hra s kosymetrickou maticou. Potom je (HA) symetrická
hra s výplatnou funkciou

M(x, y) = xTAy = −xTATy = −yTAx = −M(y, x).

Z vety 2.2 o symetrických hrách dostávame tvrdenie.
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Príklad 3.7
Najdite rovnováºnu stratégiu a cenu maticovej hry (HA)

A =

 0 2 −1
−2 0 2
1 −2 0


Zo základnej vety vieme, ºe rovnováºnu stratégia 1. hrá£a
x∗ = (x∗1 , x

∗
2 , x
∗
3 ) môºeme h©ada´ ako rie²enie

max v

− 2x2 + x3 ≥ v

2x1 − 2x3 ≥ v

− x1 + 2x2 ≥ v

x1 + x2 + x3 = 1

x1, x2, x3 ≥ 0
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Príklad 3.7 � pokra£ovanie

Podobne pre 2. hrá£a h©adáme y∗ = (y∗1 , y
∗
2 , y
∗
3 ) a tak sta£í rie²i´

min w

2y2 − y3 ≤ w

− 2y1 − 2y3 ≤ w

y1 − 2y2 ≤ w

y1 + y2 + y3 = 1

y1, y2, y3 ≥ 0

Po substitúcii, w = −v , x = y zis´ujeme, ºe sa jedná o tú istú
optimaliza£nú úlohu s nulovými hodnotami cie©ových funkcií. Takºe
máme nulovú cenu zmie²aného roz²írenia hry a zhodné rovnováºne
stratégie x∗ = y∗ =

(
2
5 ,

1
5 ,

2
5

)
.
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Pri skúmaní maticových hier sa sta£í obmedzi´ na symetrické
maticové hry.

Veta 3.3
Ku kaºdej hre (HB) existuje hra (HA) s kosymetrickou maticou A
pri£om obe hry sú ekvivalentné v tom zmysle, ºe rovnováºnu
stratégiu jednej hry moºno získa´ z rovnováºnej stratégie druhej hry
elementárnymi operáciami.

(⇒) Uvaºujme maticovú hru (HB) s maticou B typu m × n. Nech
u = (x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn, z) je rovnováºna stratégia hry
(HA) s maticou

A =

 M B −I
−BT N J
IT −J 0


kde M,N sú nulové matice typu m ×m, n × n a I, J sú matice
jednotiek typu m × 1, n × 1. Pretoºe matica A je kosymetrická je
cena hry nulová.
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Veta 3.3 � pokra£ovanie dôkazu

1. hrá£ nemôºe získa´, ak zahrá svoju £istú stratégiu proti
rovnováºnej stratégii 2. hrá£a, a tak Au = −uTA ≤ 0.
Rozpísaním uTA ≥ 0 a rozdelenia u stratégií (HA) máme

−
∑
j

bijyj + z ≥ 0

∑
i

bijxi − z ≥ 0

−
∑
i

xi +
∑
j

yj ≥ 0

∑
i

xi +
∑
j

yj + z =1

Ozna£me t =
∑

j yj a x∗i = xi
t
, y∗j =

yj
t
, v = z

t
. Po vydelení rovníc

t > 0 dostávame vz´ahy pre rovnováºnu stratégiu (x∗, y∗) hry (HB).
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Veta 3.3 � dokon£enie dôkazu
(⇐) Nech naopak (x∗, y∗) sú rovnováºne zmie²ané stratégie (HA)
s cenou hry v t.j. vyhovujú nerovnostiam∑

j

aijy
∗
j ≤ v

∑
i

aijx
∗
i ≥ v

Poloºíme t = 1
2+v

, z = t · v , xi = t · x∗i , yj = t · y∗j a po
vynásobení nerovností máme∑

j

bijyj ≤ z

∑
i

bijxi ≥ z

a vidíme, ºe (x1, x2, . . . , xm, y1, y2, . . . , yn, zt) je rovnováºna
stratégia (HB).
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Príklad 3.8
Prira¤te k maticovej hre (HB) ekvivalentnú symetrickú maticovú
hru (HA)

B =

(
2 −1

2 0
1 5 3

)
.

Hra (HB) má rovnováºne stratégie hrá£ov x∗ = (12 ,
1
2) a

y∗ = (34 , 0,
1
4) a cenu hry v = 3

2 . Ekvivalentá symetrická hra (HA)

A =



0 0 2 −1
2 0 −1

0 0 1 5 3 −1
−2 −1 0 0 0 1
1
2 −5 0 0 0 1
0 −3 0 0 0 1
1 1 −1 −1 −1 0


má pod©a vety 3.3 rovnováºnu stratégiu(1
7
,
1
7
,
3
14
, 0,

1
14
,
3
7

)
: t =

1
2+ v

, z = t · v , xi = t · x∗i , yj = t · y∗j .
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Veta 3.4
Ak existuje £íslo z > 0 také, ºe u = (x, y, z) je rovnováºna
stratégia zmie²aného roz²írenia maticovej hry HB

B =

 M −AT c

A N −b
−cT bT 0

 ,

kde M,N sú nulové matice typu m ×m, n × n. potom dvojice
duálne zdruºených úloh LP:

max{cTx : Ax ≤ b, x ≥ 0} (22)

min{bTy : ATy ≥ c, y ≥ 0} (23)

majú optimálne rie²enie a naopak (ohodnotené z > 0). Ak sú x′,y′

optimálne rie²enia úloh (22) a (23) platí x = x′ · z,y = y′ · z.
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Príklad 3.8 � pokra£ovanie

Zistili sme, ºe maticová hra HB má rovnováºnu zmie²anú stratégiu

uT =
(
1
7 ,

1
7 ,

3
14 , 0,

1
14 ,

3
7

)
s kosymetrickou maticou B.

Dvojice príslu²ných duálne zdruºených úloh LP

max{cTx : Ax ≥ b, x ≥ 0}
min{bTy : ATy≤ c, y ≥ 0}

s maticami

A =

 −2 −1
1
2 −5
0 −3

 c =

(
−1
−1

)
b =

 −1−1
−1


má optimálne rie²enia x′ = (13 ,

1
3) a y′ = (12 , 0,

1
6), pretoºe

z = 3
7 > 0, x′ = x/z , y′ = y/z . �ahko totiº overíme, ºe platí

ATy′ ≥ c, Ax′ ≤ b, cTx′ = bTy′.
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Dominancia v maticových hrách

Nektoré £isté stratégie môºu by´ tak nevýhodné, ºe ich inteligentný
hrá£ nebude voli´ ani ako zloºku zmie²anej stratégie. Môºeme ich
vylú£i´ z maticovej hry príslu²nou redukciou matice.

Hovoríme, ºe vektor b = (b1, b2, . . . , bn) je ostro dominovaný

vektorom a = (a1, a2, . . . , an) resp. vektor a ostro dominuje

vektor b, ak pre v²etky j ∈ {1, . . . , n} je

aj > bj .

Roz²írením vektora c = (c1, c2, . . . , cn) na k-tom mieste
rozumieme vektor

c[k] = (c1, c2, . . . , ck−1, 0, ck , ck+1, . . . , cn)
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Príklad 3.9

A =

 4 5 5
2 6 3

−1 4 2 5 0
7 4 8 5 6

 .

1. hrá£ nikdy nezvolí stratégiu 2, druhý riadok matice A je ostro
dominovaný 1. riadkom - vy²krtneme 2.riadok a dostaneme maticu

A′ =
(

4 5 5
2 6 3

7 4 8 5 6

)
.

V hre HA′ zas 2. hrá£ nezvolí stratégiu 1 pretoºe 1. st¨pec ostro
dominuje 5. st¨pec, ale ani stratégiu 4 pretoºe 4. st¨pec ostro
dominuje 2. st¨pec. Po ich vynechaní dostávame hru s maticou

A′′ =
(

5 5
2 3

4 8 6

)
s rie²ením x′′ = (12 ,

1
2) a y′′ = (34 , 0,

1
4) s cenou hry v ′′ = 9

2 . Hra
HA má x = (12 , 0,

1
2) a y = (0, 34 , 0, 0,

1
4).
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Veta 3.5
Nech je i -ty riadok maticovej hry HA ostro dominovaný konvexnou
kombináciou ostatných riadkov. Ak tento riadok vynecháme máme
maticovú hru HB s redukovanou maticou. Potom ceny zmie²aných
roz²írení oboch hier sú rovnaké a rovnováºna stratégia 1. hrá£a
v hre HA je roz²írením rovnováºnej stratégie 1. hrá£a hry HB.

Nech ak ozna£uje k-ty riadok matice A typu m × n a nech
i ∈ {1, . . . ,m} je vybraný riadok ostro dominovaný konvexnou
kombináciou ostatných riadkov t.j. ∃λk ≥ 0 ∀k ∈ {1, . . . ,m}− {i}

ai =
m∑

k=1,k 6=i

λkak ,

m∑
k=1,k 6=i

λk = 1. (24)

Nech (xB, yB) je rovnováºna zmie²aná stratégia hry HB s cenou hry
vB. Nech bj ozna£uje j-ty st¨pec matice B.
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Veta 3.5 � pokra£ovanie

Zo základnej vety 3.2 dostaneme pre hru HB, ºe
∀k ∈ {1, . . . , i − 1, i + 1, . . . ,m}, ∀j ∈ {1, . . . , n}

akyB ≤ vB, (25)

xTB b
j ≥ vB. (26)

Z de�nície (24) ostro dominovaného riadku i matice A a (25)
dostaneme

aiyB < (
m∑

k=1,k 6=i

λkak) · yB ≤ vB

m∑
k=1,k 6=i

λk = vB. (27)

Nerovnos´ (26) môºeme prepísa´ x[i ]TB aj ≥ vB, kde aj je j-ty riadok
matice A. Z vety o komlementarite duálne zdruºených úloh LP
dostávame, ºe xA = x

[i ]
B a yA = yB. A tak aj ceny oboch hier sú

rovnaké.
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Príklad 3.10
Nájdite redukovanú maticu v maticovej hre HA s maticou

A =

 3 6 5
3 1 2
6 0 3

 .

Ak v matici A vynásobíme 1. riadok 1
3 a 3. riadok 2

3 t.j. zvolíme
λ1 =

1
3 a λ3 = 3

3 dostaneme maticu 1 2 5
3

3 1 2
4 0 2


a vidíme, ºe 2. riadok je ostro dominovaný sú£tom 1. a 3. riadku.
To teda znamená, ºe 2. riadok matice A môºeme vynecha´ a
dostaneme maticu

B =

(
3 6 5
6 0 3

)
.
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