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V ¤al²om výklade sa obmedzíme na také hry dvoch hrá£ov H0,
v ktorých sú priestory stratégií hrá£ov nekone£né mnoºiny.
Takýto prístup je výhodný aj v pripadoch ak sú v kone£ných hrách
mnoºiny stratégií príli² po£etné. Prípadmi nekone£ných hier, ke¤ je
jedna z mnoºín stratégií kone£ná, sa nebudeme zaobera´.

Teória nekone£ných antagonistických hier nie je vybudovaná tak
systematicky ako teória maticových hier, pretoºe X , Y aj M(x , y)
môºu ma´ rôzne matematické vlastnosti.
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Príklad 4.1
H©adáme rovnováºnu stratégiu symetrickej hry

H0 =
(
Q = {1, 2}, {1, 2, . . . }, {1, 2, . . . }, (j − 2)2 − (i − 2)2

)
.

M(i,j) 1 2 3 4 . . . min
1 0 −1 0 3 . . . −1
2 1 0 1 4 . . . 0
3 0 −1 0 3 . . . −1
4 −3 −4 3 0 . . . −4
5 −8 −9 −8 −5 . . . −9
: : : : : . . . :

max 1 0 3 4 . . . 0|0

Hra H0 má jednu £istú rovnováºnu stratégiu (2, 2) s cenou hry 0.
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Príklad 4.2
H©adáme rovnováºnu stratégiu symetrickej hry

H0 =
(
Q = {1, 2}, {1, 2, . . . }, {1, 2, . . . }, sign(i − j)

)
.

M(i,j) 1 2 3 4 . . . min
1 0 −1 −1 −1 . . . −1
2 1 0 −1 −1 . . . −1
3 1 1 0 −1 . . . −1
4 1 1 1 0 . . . −1
: : : : : . . . :

max 1 1 1 1 . . . 1|−1

Pod©a pravidla minmax, nemá hra H0 £istú rovnováºnu stratégiu.
Výsledok neprekvapuje, rie²ením by opä´ mohlo by´ zmie²ané
roz²írenie hry ako v maticových hrách.
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De�nícia 4.1
Nech X ,Y sú nekone£né spo£itate©né mnoºiny. Hru

(H0) =
(
Q = {1, 2}, (X ), (Y),M(x, y)

)
, (1)

(X ) = {x :
∑
i∈X

xi = 1, x ≥ 0}, (2)

(Y) = {y :
∑
j∈Y

yj = 1, y ≥ 0}, (3)

nazveme zmie²aným roz²írením hry

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M(i , j)

)
,

kde pre (x, y) ∈ (X )× (Y) je stredná výplata

M(x, y) =
∑
i∈X

∑
j∈Y

xi ·M(i , j) · yj . (4)
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Príklad 4.2 � pokra£ovanie

H©adajme rovnováºnu zmie²anú stratégiu hry

(H0) =
(
Q = {1, 2}, (X ), (Y),M(x, y) =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

xi ·sign(i− j) ·yj
)
.

Hra je symetrická, (Y) = (X ) = {x :
∑∞

i=1 xi = 1, x ≥ 0}. Ak má
pod©a vety 2.2 rovnováºnu stratégiu je (x∗, x∗) s cenou hry 0. Ak
by zvolil 2. hrá£ svoju ©ubovo©nú £istú stratégiu, potom je

0 ≤ M
(
x∗, (0, . . . , 0, 1, 0, . . . )

)
= −

n−1∑
i=1

x∗i +
∞∑

i=n+1

x∗i .

Ale hra nemá rovnováºnu zmie²anú stratégiu lebo neexistuje
konvergentná postupnos´ {x∗i }∞i=1 pre ktorú by platilo:

∞∑
i=1

x∗i = 1, x∗i ≥ 0,
n−1∑
i=1

x∗i ≤
∞∑

i=n+1

x∗i .

�tefan Pe²ko Nekone£ný antagonistický kon�ikt



Príklad 4.2 ukázal, ºe neplatí analógia základnej vety maticových
hier. Neexistuje racionálny návod na jednanie dvoch inteligentných
hrá£ov hrajúcich túto hru: Dvaja hrá£i volia nezávisle ©ubovo©né
prirodzené £íslo. Kto zvolí vä£²ie £íslo vyhrá 1 a pri zhode 0.

Problémy vznikajú uº pri zmie²anom roz²írení nekone£nej maticovej
hry. Dvojitý rad, ako výplatná funkcia, nemusí pre ©ubovo©né
M(i , j) konvergova´. Ak aj M(x, y) existuje, môºu vznika´ kuriózne
spojito-diskrétne rozloºenia so závislými zloºkami, ktoré nevieme
stochasticky realizova´.

Východiskom je obmedzi´ sa na také priestory stratégií, aby bolo
moºné realizova´ získané £isté rovnováºne stratégie. Existen£né
vety pre rovnováºne stratégie spravidla vyºadujú kompaktnos´

mnoºín X a Y a sedlovos´ výplatnej funkcie M(x , y) t.j.
konkávnos´ v premennej x (stratégii 1. hrá£a) a konvexnos´ v
premennej y (stratégii 2. hrá£a).
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Veta 4.1
Nech je

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M(x , y)

)
hra, kde sú X ⊆ Em a Y ⊆ En kompaktné konvexné mnoºiny a
M(x , y) je spojitá funkcia na X ×Y a je pre kaºdé y ∈ Y konkávna
v premennej x a pre kaºdé x ∈ X konvexná v premennej y . Potom
má H0 aspo¬ jednu rovnováºnu stratégiu.

Základná veta maticových hier 3.2 je síce ²peciálnym prípadom vety
4.1, ale jej dôkaz neposkytuje vhodnú metódu pre vyh©adávanie
rovnováºnych stratégií H0.
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Príklad 4.3 � Ceny a výrobný program

Ústredie �rmy ur£uje cenu výrobkov. Výroba musí re²pektova´
obmedzenia plánu pri známych nákladoch a zdrojoch surovín
výroby. Treba ur£i´ takú obchodnú politiku �rmy t.j. ceny a
mnoºstva výrobkov, ktorá re²pektuje moºnosti odbytu, pokrytie
nákladov a produkciu aspo¬ garantovaného zisku �rmy.

Ozna£me
• n - po£et výrobkov,
• m - po£et surovín,
• bi - kapacitné obmedzenie i-tej suroviny,
• aij - mnoºstvo i-tej suroviny na výroby j-tého výrobku,
• cj - jednotková cena j-tého výrobku,
• hj - maximálna predejná cena j-tého výrobku,
• zmin - poºadovaný garantovaný zisk �rmy,
• xmin

j - známe minimálne mnoºstvo j-tého výrobku,
• xj - h©adané vyprodukované mnoºstvo j-tého výrobku,
• yj - h©adaná ve©koobchodná cena j-tého výrobku.
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Príklad 4.3 � pokra£ovanie

Obmedzenia výroby vytvárajú priestor stratégii 1. hrá£a

X = {x = (x1, x2, . . . , xn) : Ax ≤ b, x ≥ xmin}.

H©adajú sa ceny výrobkov ur£ené ústredím �rmy y = (y1, . . . , yn)
stratégia 2. hrá£a. Ceny výrobkov musia pokry´ výrobné náklady
y ≥ c, re²pektova´ schopnos´ odbytu y ≤ h, vyprodukova´ aspo¬
garantovaný zisk zmin pri splnení o£akávanej objednávky xmin ∈ X
t.j. (y − c)Txmin ≥ zmin. Tieto podmienky sa dajú zhrnú´ do tvaru
Dy ≥ d a máme priestor stratégií 2. hrá£a

Y = {y = (y1, y2, . . . , yn) : Dy ≥ d}.

Dostávame antagonistickú hru

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M(x, y) = (y − c)Tx

)
.

Výplatná funkcia je ostro konkávna v x a ostro konvexná v y a tak
pod©a vety 4.1 má hra rovnováºnu stratégiu (x∗, y∗).

�tefan Pe²ko Nekone£ný antagonistický kon�ikt



De�nícia 4.2
Nech M(x , y) je výplatná funkcia hry H0 z vety 4.1. Potom

φ(x) = min
y∈Y

M(x , y) ∀x ∈ X , (5)

nazveme úºlabinovou funkciou M(x , y) a

ψ(y) = max
x∈X

M(x , y) ∀y ∈ Y, (6)

nazveme hrebe¬ovou funkciou M(x , y).

Úºlabinová funkcia dáva zaru£enú výhry 1. hrá£a a hrebe¬ová
funkcia zaru£enú výhry 2. hrá£a pri vo©be príslu²ných stratégií.
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Príklad 4.4
H©adajme rovnováºnu stratégiu hry

H0 =
(
Q = {1, 2}, 〈0, 1〉, 〈0, 1〉, x + xy − y + y2

)
pomocou úºlabinovej φ(x) aj hrebe¬ovej ψ(y) funkcie.

Výplatná funkcia M(x , y) = x + xy − y + y2 a pre ∀x ∈ 〈0, 1〉 je
φ(x) = miny∈〈0,1〉M(x , y) = min

{
M(x , 0),M(x , 1),M

(
x , 1−x2

)}
.

Potom zaru£ená výhra 1. hrá£a bude

φ(x∗) = max
x∈〈0,1〉

φ(x) = max
x∈〈0,1〉

−x2 + 6x − 1
4

= 1 = φ(1).

Pre ∀y ∈ 〈0, 1〉 je
ψ(y) = maxx∈X M(x , y) = max

{
M(0, y),M(1, y),M

(
1+ y , y

)}
.

Potom zaru£ená výhra 2. hrá£a bude

ψ(y∗) = min
y∈〈0,1〉

{1+ y2} = 1 = ψ(0).

A tak má hra H0 rovnováºnu stratégiu (1, 0) a cenu hry 1.
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Príklad 4.5
H©adajme rovnováºnu stratégiu symetrickej hry

H0 =
(
Q = {1, 2}, 〈0, 1〉, 〈0, 1〉, (x − y)2

)
pomocou úºlabinovej φ(x).

Úºlabinová funkcia je de�novanná pre ∀x ∈ 〈0, 1〉 takto:
φ(x) = min

y∈〈0,1〉
M(x , y)

= min{M(x , 0) = x2,M(x , 1) = (x − 1)2,M(x , x) = 0}
= 0

Potom dostávame

x∗ = arg max
x∈<0,1>

φ(x) = δ ∈ 〈0, 1〉

a stratégia druhého hrá£a je y∗ = x∗ = δ. Ak v²ak zvolíme napr.
δ = 1, stratégia (x∗, y∗) = (1, 1), nie je rovnováºna stratégia, pre
∀x ∈ 〈0, 1〉 neplatí M(x , y∗) = (x − 1)2≤0 = M(x∗, y∗).
Hra H0 nemá rovnováºnu stratégiu!
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Veta 4.2 � (maxmin)

Nech sú φ(x) a ψ(y) úºlabinová a hrebe¬ová funkcia výplatnej
funkcie M(x , y) hry H0 z vety 4.1. Nech existujú extrémy
maxx∈X φ(x) a miny∈Y ψ(y). Rovnos´

max
x∈X

φ(x) = min
y∈Y

ψ(y) (7)

platí práve vtedy, ke¤ v hre H0 existuje rovnováºna stratégia.
Spolo£ná hodnota extrémov (7) je potom cenou hry.

(⇒) Ukáºeme ako z existencie rovnováºnej stratégie vyplýva
rovnos´ extrémov (7). Z de�nície úºlabinovej funkcie (5) máme

∀x ∈ X ∀y ∈ Y φ(x) ≤ M(x , y) (8)

a teda
max
x∈X

φ(x) ≤ max
x∈X

M(x , y) = ψ(y)

takºe
max
x∈X

φ(x) ≤ min
y∈Y

ψ(y). (9)
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Veta 4.2 � pokra£ovanie

Ak je (x∗, y∗) rovnováºna stratégia H0, potom pre ∀x ∈ X ∀y ∈ Y

ψ(y∗) = max
x∈X

M(x , y∗) ≤ M(x∗, y∗) ≤ min
y∈Y

M(x∗, y) = φ(x∗)

min
y∈Y

ψ(y) ≤ M(x∗, y∗) ≤ max
x∈X

φ(x) (10)

Z (9) a (10) máme maxx∈X φ(x) = v = miny∈Y ψ(y).

(⇐) Predpokladajme existenciu extrémov funkcií φ(x), ψ(y)

x ′ = arg max
x∈X

φ(x), y ′ = arg min
y∈Y

ψ(y).

Potom pre ∀x ∈ X ∀y ∈ Y platí

M(x , y ′) ≤ M(x ′, y ′) = M(arg max
x∈X

M(x , y ′), y ′)

M(x ′, y) ≥ M(x ′, y ′) = M(x ′, arg min
y∈Y

M(x ′, y))

a tak z rovnosti (7) plynie, ºe (x ′, y ′) je rovnováºna stratégia hry.�tefan Pe²ko Nekone£ný antagonistický kon�ikt



Gradientná metóda
h©adá sedlový bod funkcie M(x , y) v itera£ných krokoch:

Vyjde sa z nejakej stratégie hry x(0) ∈ X , y(0) ∈ Y a kon²truuje sa
postupnos´ {x(t), y(t)}Nt=1, kde

x(t + 1) =


x(t) + ρ

∂M(x(t), y(t))
∂x

ak x(t + 1) ∈ X

arg min
x∈X
|x(t + 1)− x | ak inak

(11)

y(t + 1) =


y(t)− ρ∂M(x(t), y(t))

∂y
ak y(t + 1) ∈ X

arg min
y∈X
|y(t + 1)− y | ak inak

(12)

D¨ºka itera£ného kroku ρ je vopred daná, ρ > 0, prípadne sa
v iteráciách zmen²uje. Po£et krokov metódy N je bu¤ �xovaný
alebo ur£ený nejakým kritériom napr. danej ε presnosti výpo£tu.
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Príklad 4.6
Sformulujme itera£né kroky gradientnej metódy pre hru

H0 =
(
Q = {1, 2}, 〈0, 1〉2, 〈0, 1〉, 3x1+x21 +x2−x22 −y +y3+x1y

)
.

Krok 0: x1(0) = x2(0) = y(0) = 0 a ρ = 0.01.
Krok t + 1: t = 0, 1, . . . ,N − 1

x1(t+1) =


x1(t) + ρ(3+ 2x1(t) + y(t)) ak x1(t + 1) ∈ 〈0, 1〉
1 ak x1(t + 1) > 1
0 ak x1(t + 1) < 0

x2(t + 1) =


x2(t) + ρ(1− 2x2(t)) ak x2(t + 1) ∈ 〈0, 1〉
1 ak x2(t + 1) > 1
0 ak x2(t + 1) < 0

y(t+1) =


y(t)− ρ(−1+ 3y(t)2 + x1(t)) ak y(t + 1) ∈ 〈0, 1〉
1 ak y(t + 1) > 1
0 ak y(t + 1) < 0
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De�nícia 4.3
Polyedrickou hrou nazveme hru

HP =
(
Q = {1, 2},X ,Y, xTPy

)
(13)

s priestormi stratégií

X ={x ∈ Em : Bx ≤ b, x ≥ 0}, (14)

Y ={y ∈ En : Dy ≥ d, y ≥ 0}, (15)

kde typ matíc P,B,D je m × n,mB ×m,mD × n, a mB ,mD sú
©ubovo©né.

Výplatná funkcia M(x, y) je bilineárna forma a X ,Y sú konvexné
polyedrické mnoºiny.
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Rovnováºna stratégia plyedrickej hry

Úºlabinová funkcia plyedrickej hry HP je

φ(x) = min
y∈Y

xTPy (16)

Potom
x∗ = arg max

x∈X
min
y∈Y

xTPy. (17)

Hodnota úºlabinovej funkcie φ(x) sa vypo£íta ako optimálne
rie²enie úlohy LP

xTPy→ min, Dy ≥ d, y ≥ 0. (18)

Duálna úloha k úlohe (18) je úloha LP

dTz→ max, DTz ≤ PTx, z ≥ 0. (19)
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Rovnováºna stratégia plyedrickej hry � pokra£ovanie

Ak pridáme k podmienkam úlohy (19) aj podmienku x ∈ X
dostaneme úlohu LP

dTz→ max, DTz− PTx ≤ 0, Bx ≤ b, z ≥ 0, x ≥ 0 (20)

Obdobne moºno výs´ z hrebe¬ovej funkcie

ψ(y) = max
x∈X

xTPy, (21)

ktorej hodnota sa vypo£íta ako rie²enie úlohy LP

xTPy→ max, Bx ≤ b, x ≥ 0 (22)

a po prechode k duálnej úlohe a doplnení dostaneme úlohu LP

bTw→ min, BTw − Py ≥ 0, Dy ≥ d, w ≥ 0, y ≥ 0. (23)
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Príklad 4.3 � Ceny a výrobný program (rie²enie)

Výplatná funkcia má tvar M(x, y) = (y − c)Tx a priestory stratégií

X = {x ∈ En : Ax ≤ b, x ≥ xmin}
Y = {y ∈ En : Dy ≥ d}

Pomocou substitúcie v = y − c a g = d− Dc upravíme

Y = {v ∈ En : Dv ≥ g, v ≥ 0}

Rovnováºny výrobný program x∗ dostaneme rie²ením úlohy LP:

gTz→ max, DTz− x ≤ 0, Ax ≤ b, x ≥ xmin, z ≥ 0

Rovnováºne ve©koobchodné ceny y∗ dostaneme rie²ením úlohy LP:

bTw→ min, ATw − v ≥ 0, Dv ≥ g, v ≥ 0, w ≥ 0

zo vz´ahu y∗ = v∗ − c.
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Príklad 4.4 � Súboj dvoch bojových lietadiel

Lietadlá sú vyzbrojené po jednej rakete VZDUCH-VZDUCH.
Úlohou oboch protivníkov (hrá£ov) je ur£i´ vzdialenos´ pre
odpálenie rakety. Ak pilot £aká s odpálením rakety, zvä£²uje
pravdepodobnos´, ºe bude protivníkom zostrelený. Ak niektorý hrá£
vystrelí a minie protivníkovo lietadlo, môºe protivník zauja´
výhodnú pozíciu a s istotou zostreli´ naozbrojeného súpera.

Výsledkom súboja je:
• 1, zostrelený protihrá£,
• 0, obaja hrá£i minú alebo sú zostrelení,
• -1, zostrelený hrá£.

Ozna£me p(x) pravdepodobnos´ zásahu 2. hrá£a, ak vystrelí 1.
hrá£ vo vzdialenosti x od 2. hrá£a a q(y) pravdepodobnos´ zásahu
1. hrá£a, ak vystrelí 2. hrá£ vo vzdialenosti y od 1. hrá£a.

Raketa s vä£²ím dostrelom je efetívnej²ia. Predpokladajme, ºe
maximálny dostrel rakiet je jednotkový. Potom p(x), q(y) sú
nerastúce funkcie na intervale 〈0, 1〉 s vlastnos´ou p(0) = q(0) = 1.
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Príklad 4.4 � pokra£ovanie

Dostávame hru

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M(x , y)

)
,

kde X = Y = 〈0, 1〉 a strednú hodnotu výhry 1. hrá£a vypo£ítame:

M(x , y) =


1 · p(x) + (−1) · (1− p(x)) ak x > y
1 · p(x) · (1− q(y)) + (−1) · q(y) · (1− p(x)) ak x = y
1 · (1− q(y)) + (−1) · q(y) ak x < y

Racionálnou stratégiu letcov je taká vzdialenosti lietadiel z ke¤
obaja letci sú£asne vystrelia vo vzdialenosti ur£enej rovnicou
p(z) + q(z) = 1. �ahko overíme, ºe M(z , z) = p(z)− q(z) je
cenou hry pri rovnováºnej stratégii (z , z) ∈ X × Y v hre H0.
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Príklad 4.5 � O trhoch (rie²enie príkladu 2.1)

H©adáme rovnováºnu stratégiu hry

H0 =
(
Q = {1, 2},X ,Y,M(x, y) =

n∑
i=1

(ai + xi − bi − yi ) · si
xi + yi + ai + bi

)
,

X = {x ∈ En :
n∑

i=1

xi = a, x ≥ 0}, Y = {y ∈ En :
n∑

i=1

yi = b, y ≥ 0}.

Moºno o£akáva´, ºe racionálne rozdelenie zakázok bude
proporcionálne, a tak rovnováºnou stratégiou (x∗, y∗) ∈ X × Y:

x∗ =
(s1 · a

s
,
s2 · a
s

, . . . ,
sn · a
s

)
, y∗ =

(s1 · b
s

,
s2 · b
s

, . . . ,
sn · b
s

)
,

kde s =
∑n

i=1 si . Potom by bola cena hry H0 rovná

M(x∗, y∗) =
s · (a − b)
a + b

.
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Príklad 4.5 � O trhoch (dokon£enie)

Najskôr ukáºeme, ºe ∀y ∈ Y je M(x∗, y∗) ≤ M(x∗, y). Ozna£íme

f (y) =
n∑

i=1

si · a − s · yi
si · a + s · yi

si = M(x∗, y)

Treba ukáza´, ºe platí

M(x∗, y∗) = s · a − b
a + b

≤ min
y∈Y

f (y).

Funkcia f (y) je konvexná funkcia, pretoºe je sú£tom n konvexných
funkcií. Jej Lagrangián

F (y, λ) = f (y) + λ(
n∑

i=1

yi − b)

má minimum v y∗ a tak f (y∗) = s · a−b
a+b .

Analogicky sa dokáºe prípad, ºe ∀x ∈ X je M(x, y∗) ≤ M(x∗, y∗).
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